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111 ҺИССӘ 


БИРДӘЈИШӘНЛИ ФУНКСИЗАЛАРЫН 
ИНТЕГРАЛ ҺЕСАБЫ 


ХХІ ФӘСИЛ 


ГЕЈРИ-МҮӘЈЈӘН ИНТЕГРАЛ 


5 1. ИБТИДАИ ФУНКСИЈА ВЭ ГЕЈРИ-МҮӘЈЈӘН 
ИНТЕГРАЛЫН Та'РИФИ 


Диференсиал һесабында вєгилмиш фу кксијанын төрэмэси- 
ни (вә ја дифегенсналыны) тапмагла мәшғул олурлар. Функ- 
сијанын теромоси верилді кдә онун өзүнү тапмаг мәсәләси исә 
интеграл месабында ејрзнилир. 

Интеграл һесабы мәсәләләр! нин тәдгигинә кечмаздан әв- 
вәд нбтидан функсија анларышы илә таныш олаг. 

Фәрз еләк ки, f(x) жә / (х) һәр һансы |a, b] пагчасывда 
(парча әвәзинә интервал, |арыминтервал вә с. дә кетурмак 
олар) тәЧин олунмуш фүнксијадарлыр. 

Topup. |a, е} парчосыным бүтүн нөгтәләриндә 

Бах) - Ја) 3 0) 
вә ja . 5 
4Е(х)- f(x) фс 2) 
барабәрлији өдәнилирсә, онда F(x) функсијасына jix -ин 
ја, 2| парчасында ибтидаи функсијасы дејилир. 

Адындыг ки, P(x) функсијасы /(х)-ин нбтидги функснја- 
сыдырса, онда С ихтијари сабит эдэд олдугда Е,х)--С функ- 
сијасы да һәмин /( ) функсијасынын ибтидав функсијасы 
олар. Доғрудан да, 1) бэрасарли]ина ҝәрә: 

Р(х) + Сү Р(х) - fix). 
Бурадан нәтиҹә олараг чыхыр ки, эхэр /(Х) функсијасынын 
бир (X) ибтиден функсијасы ваз дырса, онда (х) +С „С ux- 
тијар : сабитдир! шәклнндә олан сонсуз сајла бүтүн функсија. 
лар да һәмин функс Јанын иб-идан функсијасыдыр. бир 
суал гаршыја чыхы : F(x) функсијасы [а, | парчасында /(х)- 
ип ибтидан функсијасы олдугда С сабитинә нхтијари гн]мет- 
дәр вермәклә . (х) С ифадгсин ан “Дхі-ин бүтүн 1бтилан 


функсивларыны алмаг олагыы2 Бу сугла ашағыдакы садә 


м 6 . 
ем, /(5) функсыҙасыйын ихтијари ики Бүх) во 


D(x) ибтидаи функсијасы бир-би риндәм сабит ододло 


бару 
Е Olx) = На) +С. (3) 

Догрудан да, |0,04 парчасынын ихтијари х мөгтәсиндә 
өләннлән = 
4 ЦЭН 
вэ 

Dia) =/\х) 

бәрабәрликләриндән 5 


[Ф(2)— Реду =0 
мунасибети алыныр. Бурадан (ХҮП, $ 1) алырыг ки, 
Фил) – Қа)- С 
3) бәрабәрлији догрудур (C ихтијари сабитдир). 

25 коан жезде А САУА ыны ті fixan бар han- 
см нбтидан функсијасыдырса, онда-окун бүгүн ибтидаи функси- 

Јалары [F(x)+C) чохлуғука дахнлдир. 

„риф. /(х) функсијасынын |а, 2] парчасында бүтүн 
ибтидаш функсијалары чохлугуна (х) функсијасмимн ћомин 
парчада гејри-жугјјон интегралы дејилир вэ. 

нді | 3 + (0) 
кими ишарә олунур. : 
Демәли, F(x) функсијасм /(х)-ян һәр һансы ябтидан функ- 
сијасмамрсе, онда 


| лу ах =) сі. 
„Бу барабарлији һәмишә 
{ах = Ко) +C © 
кими јазырлар. Бурада f(x) интегралалты функсија, Дх) ах 
исә интегралалты ифадә адланыр. 
Мисал 1. F(x) = т” функсијасы (х)-х функсијасыкын 


ибтидан функсијасы олдугундан, 
è { хах = + С. 

Мисал 2. Р(х}— — cosx функсијасы /(х) пя функсија 

сынын пбтидан функсијасы олдуғундан 
біп «= cosx + С. 

Интеграл ишарәсн . тында тәкҹә интегралалты f(x) функ- 
сијвсыны јазмајыб, f(x)dx шэхлиндэ нытегралалты ифадәни 
Дазмағын әсас сәбәби одур ки, белә јаздыгда интегралын han- 
сы дәјишәнә көрд көтүрулмәси ардын олур. Мәсәлән, уз" 


4 


функсијасынын х вз у дәјишәнләринә ҝәра интеграллары MYX- 
тэлифдйр: 
{ худу- = жс; $ узах — 5 +6. 

Буна керә дә у’х? функсијасы интегралының hanchi maju- 
шэнэ көрә кетурулдују кестарилмалиднр. 

Һәндәси олараг (4) гејри-мүгјјән интегралы бирпараметрли 
у=Р(х)+С мустави әјриләри (С параметрдир) аиләсиндән 
ибарәтдир. Бу аиләнин һар бир әјриси диҝәриндән Оу оху 
истигамәтиндә өзүнэ паралел олараг Јухары ва ја ашағы кө- 
чүрмэклэ алыныр. Бу еїрилэрэ интеграл әјриләри дејилр. 

Интеграл ајриларинин бело бир хассәси вардыр ки, онларын 
Һәр биринә абсислри ејни х= хо әдәди олан негтәләрдә чэ- 
килынш тохунанлар „бир-биринә парелелдир вә огларын ha- 
мысынын бучаг әмсалы 


(Ро) + Ср, Ее) = /(х) 


Әдәдинә бәрабәрдир. Интеграл зјрилори кәсишынр вә бир-би: 
ринэ тохунмур. Мүстәвинин, абсиси (а, $] парчасына дахил 
Олан һәр бир нөгтәсиндәһ анҹаг бир интеграл г}риси кечир. 

Верилмиш функсијанын нбтидан функсијаларыны ‘ranw га 
һәмин функсијаны интегралламаг дејилир. Демэли, терэмэси 
верилмиш функсијанын өзүнү тапмагдан ибарәт олан нитег: 
раллама әмәли диференскаллама әмәлинин тарскдир. Верил- 
миш функсијаны габагҹа диференсивлла)ыб, сонра да злынан 


+ ифадәни интегралласаг. онда верилмиш функснјанын. өзүнү 


{сабит С ћеддниз гәдәр дәгигликлә) аларыг. Бурадан керувур 
ки, 4 (диференгиаллама) ве | (интеграллама) ншарәләри клә 
хестарклан әйәлләр гаршылыглы тәрс әмәлләрдир: 
јағо) = | РЦхјах = = Е(х) + С. (6) 
4 [4-Е + С] Рх) ах = Док. [0] 
Истэнилэн функсијанын ибтидаи функсијасы вармы? Хејр, 
Јохдур. Лакин калочакда (XXI, $ 7) кестерачајик ки, |4, b) 
парчасында кәсилмәјән һәр бир /(х) функсијасынын һәмин 
парчада ибтидан функсијасы, |ә'нн гејрн-мүәјјән интегралы 
вар вэ буна ҝәрә да верилән функсија мүзЦән нөгтәләрда Ka- 
силән олдугда, онун кәсилмәз олдугу ајры-ајры интервал вэ 
ја парчаларда интегралындан данышачагыг. Мәсәлән, /(х) = 


= 17 функсијасм же0 нөгтасиндә косилондир. Буна кәрә дэ 


һәмин функсијанын кәсилмәз олдугу (— со, 0) вә (0, се) интер- 
залларынын Һәр бириндә ајрылыгда интегралындан данышмаг 
олар. Бирини интервалда 


Јах (джс, А 48) 
% 


икинчи интервалда иса 


| хха С (9 
олар. (8) вә (9) барабарликлари 
Явы + (по) 


шәклиндә бирлэшдирилир. 

Интеграла ге)ри-мүә)ан ады , верилмәси онун гијмәтинин 
конкрет (музуга) бир функсија олмајыб, сонсуз сајда функси- 
(алар (чохлуғу) олмасы илә әлагәдардыр. 


$2. ГЕЈРИ-МҰӘЈЈӘН ИНТЕГРАЛЫН САДЭ. ХАССӘЛӘРИ 


` Интегралын`тә'рифиндән ајдындыр ки, верияикш /(х) функ: 
сијасынын интегралыны тапмаг (һесабламаг), онун бүтүн ибти- 
дан функсијалары чохлуғуну тапмаг демәкдир. Бунун үчүн исә 
онун бир ибтидан функсијасыны, |ә'ни Ғ(х)-/(х) бәрабәрли- 
ини өдәјән Р(х) функсијасыны билмәк кифајәтдир. Бу һалда 
(одак- Қа) +C о 


бәрабәрлијинин доғрулуғу бахылан парчанын ваја интерва- 
лың бүтүн нөгтәләрнидә 

ца) = f(x) @ 
мүнасибәтинин өләнилмәсинә еквивалентдир. Беләликлә, (1) 
бәрабәрлијинин доғрулуғуну, јохламаг үчүн онун сағ тәрәфи- 
нин төрәмәсинин интегралалты f(x) функсијасына бәрабәр 
олдуғуну Јохламаг кифајәтди! 

(Р(х) +CV = Р») = f(x). 

Бу заман Јадда сахламаг лазымдыр ки, ики те)ри-мүә)ән 
интегралын вә ја гејри-мүәјјән интеграллар дахил олан ики 
ифадәнин бәрабәрлији ики чохлуғун (ибтидаи фумксијалар чох- 
лугларынын) бәрабәрлији демәкдир, 

Дедикләримиздән истифадә едәрәк интегралын бир сыра 
садә хассәләрини исбат едәк. 

Хассә 1. Гејри-мүәјіән интегралын төрәмәси интег- 
ралалты функсијаја бәрабәрдир: 

(По ах) = ух). (3) 

Догрудан да, (1) вә (2) бәрабәрликләринә ҝәрә: 

(ŢI) dx) = (F(x) + су РО) = Ак). 

Хассә 2. Сонлу сајда функсијалар чаминии гејри-мугј- 
Јән интегралы онларын гејри-мугјјан интегралларынын 43- 
мина бәрабәрдир: 


Пло HAG) +++ аке 
= [Лођа + (дах + дах 9 


И баты. Геури-мүә)ән интегралын тэ’рифино көрә (4) 
бәргбәрлијинин сол тәрәфи f (х)-/(х)+----+/„(х) функсија- 
сынын нбтидан функсијалары чохлуғудур. (4) бәрабәрлијинин 
сағ тәрәфинин төрәмәси дә һәмин Л (л) + fa(x)+ + fola) 
функсијасына бәрабәрдир. Доғрудан да, (3) бәрабәрлијинә 


лса Га Гая] 
тусу = 


= f(x) + falx) +++ Л). 

Демәли, (4) бәрабәрлијинин сағ тәрәфи дэ /.(х)--:-44-/:(5) 
функсијасынын ибтидаи функсијалары чохлуғудур. Бурадан 
(4) бәрабәрлијинин доғрулуғу ајдын олур. 

Интегралын (4) бәрабәрлијилә ифадә олунан хассәси функ- 
сијалара нәзәрән интегралын аддитивлик хассәси адланыр. 

Хассә 3. Сабит вуруғу интеграл ишаргси харичиначы- 
хармаг олар: 


(А/дах- Ару) ах. (5) 

Доғрудан да, П 

(А | (хау -А(Гидаху = Ах) 
олдугундан (5) борабардији догру олар. 

Нәтиҹә. Ики функсија фәргинин гејри-муајјом интегра- 
аы онларын зеури-м(2)/эн интегралларынын фәргинә бәра- 
бэрдир: 

По) «од ах = [дах харх, %) 

Исбаты: 

(ле) ак ПӘ +(—1)#(х)14х = 
= [ах | (= туо(жах -|/хих- (ғодак 


Хассә 4. Интегралын интеграллама дәјишәнинә нәзә- 
рэн инвариантлыг хассәси вардыр, |9 нш 


Јо) а = Қауыс 
оларса, онда истанилон диференсиалланан и--и(х) функси- 
[асы учун 
Јо) аа = (и) + С. (7) 
Доғрудан да, (1) мүнасибәтинә көрә 


а(х) = f(x) d 
олдуғундан, диференсиал шэклиник ит вариантлығы (ХУ, 6 5) 


хассәсинә әсасән 
2 dF(u) = ди) ба. 
олар. Бурадан (7) бәрабәрлијинин доғрулуғу ајдындыр. 


Хүсуси һалда, u=ax+b оларса, онда 
| (ах +) (ах +6) F (ax+ +С в) 
ва ја 
[Iar +5)ах=-- Flax +8) +С. 


Мисал 1. 
[окъ 3) ах = [ован + f хаха | зае = 


= [ах + [каж [х= 5 ++ ё 
Мисал 2. 


јбл—еђах= | 5хах— fedr = 
ава [ее eec 


$ 5. ОСАС ИНТЕГРАЛЛАР ҸӘДВӘЛИ 


Гејри-мүәјјән интегралын то'рифино (6 1) вә әсас елемен- 
тар функсијаларын төрәмәдәри дүстурларына (ХІУ, 5 8) әса- 
сән ашағыдакы Интеграллар-чәдвәли алыныр. Бу дүстурларын 
догрулугуну днференсналламагла Јохламаг олар. 

+ {тш +С (252—1 вә сабит әдәддир). 


Хүсусн һалда, 


Б | ди = и 4С. 
2. { @ —1п|щ+С (unya сыфырдан фәргли олдугу һәр бир 
нитервалда). 4 | 
3. (аи = шээс (а сабитдир, а>0, а41). Хусуси” haa- 
оларсв, онда 


(еш-е жс. 
4. їла С. 
5. [ааваа = — cosu С. 


6. Шара (сова-нун сыфырдан фәрган олдугу 
һәр бир. интервалда). 
7. [от —Ч#@#+С (8іпи-нун сыфырдан фәргли олдугу 


һәр бир интервалда). 


а _ 1 . 1 > 
жае а а ач (а + 0) 


9. (ош асет с +С= асова +С (4 < a). 
10, | chudu = shu + С. 

п. [авада = ви + С. 

12 [а =ви+С. 


13. іш = — си + С (өһи-нун сыфырдан фәргли олду- 


ry һәр бир интервалда). 
аш 1 ај 
м. | = "|+ (2% 0). 
15. | = inja И | С. е 
уг таг 


Јухармда гејд етлијимиз кими бу дүстурларын həp бири- 
нин догрулугуну билаваситә диференсналламагла јохламаг 
олар. 

Мәсәлән, 15-ҹи дүстурун догрулугуву Јохлајаг. Сағ тәрә- 
фин диференсналыны һесабласаг, 


dinje + И С) = (из атауға: | 
ГЕТЕ 


ú 
т С 


олар, јуни 15-ҹи дустур доғрудур. 

Бу интеграллар чэдвэлиндэн истифадә едәрәк, бир ҹох еле- 
ментар функсијаларын интегралыны, һесабламаг олар. Интег- 
ралы, хәдвәлдән истифдә едәрәк ћесабламага билағаситә HH- 
теграллама дејилир. Буна аид бир нечә мисал көстәрәк. 

Мисал 1. 


үз 


[ех = = жс. 
Мисал 2. A 

jers 2+ 
Мисал 3. 

| cosx sin ках = — {со?лщ(созх) = — 555 +С. 
Мисал 4. „ А 
ах _ саах 
дәл” Ушмы” „шя 

Мисал 5. 


[е0 3) dx = f sh (+ 3\4(х +3) = ch (x +3) +С. 


КО 


= — № [соз] + С 
(созх + 0). 


Ми за 7. 


сат (8 5)4х = | sin (2: 45) 4445) = — соз(х?--5)+ С, 
Мисал 8. 


Јевлах | ЕШ аћа) = 


Бу мисалларын һамысында интеграл алтындакы елементар 
Фун«сијаларми ибтилан функсијалары ја елементар функсија“ 
дыр. ја да елементар функсијаларын музјјон һөмбинасијасы- 
лыр. Лакин елә елементар функсијалар вар ки, онларын HG. 
Тидан функсијалары, елементар функсијаларын heu бир сонлу 
комбинасијасы васитасиля ифадә олунмур 
920 верилмнш f(x) функсијасынын ибтидан функсијасы 
мен гар функсија (ка ја онларын мүәЈјән соня комбинаси- 
Jacu) оларса, онда дејирләр ки, Јуодах интегралы елементар 
Функсија ларла сонлу шәкилдә кфадә олунур. 
5 4 ИНТЕГРАЛЛАМА ҮСУЛЛАРЫ 


Биз Јухарыла (5 3) бир сыра сядә функсијаларын интегра- 
тыны | есабладшг. Лакин верилмиш функсијанти интегралыны 
Һесаб, а sar һәмишә белә садә олмур. 

Фунхсијаны интегралламаг масаа зен, 
дир. Бунун сабаби Одур ки, истәни гэн. 
лыны ћесабламаг үчүн yuyun конструктив rajaa көстәрмәк 
мүмкүн олмур. Белә чатинаик әксәр Тарс әмәлләр үчүн мове 
худлур. Интеграллама исә диференсиалламанын тәрс эмэли- 
дир. 


ҮмумиЦәтлә, чәтин- 
Функсијанын интегра- 


ю 


ан диференсналлама конструктив шәкилдә тә'- 

пере парни арени жашаш функсңанын 

муэ]эн нөттәдә төрәмәсини тапмаг үчүн үн зма 

нксујвнын артымыны талмаг, артымларын нисбәтини лү. 

т атса краш чылдыг. авала Айы! 

олту н бан Функенјалар синфинин интегралним һесабла 
маг үзүн үсуллар көстәрмәк мүмкүндүр. 


а үсулу. 

Бу гулун Майн)ти ондан ибарәтдир ки, интеграл алтын 
акы функсија интеграллары асан һесаблана билән функсиј 
Зарши узми шәклиндә кестарилир. Сонра исә интегралын „сок 


созхах = 


f (2x? + 5*— сова х эх 1 2х'йх + ы 
ед9 
=% 45 snr ФС. 
2 tis а. 
Мисал 2. 
| 1 ая 
их + —- ах |прхах + 4 
[+ 25 =) | 5 ! и 
=} = ое x| + ти ++ +С. 
5 к! 
тәтбиг етмәк о заман әһәмијјәтлидир ы 
Ни Үөдлзрин интегралдары асан” есіл 
сын, 
мә усуду. : 
Пи Р(х) функсасы 7 (ізін нотидан функснјасы 
дыр. Ояда 


(1) 


ЕА 
олар. х = (6) диференсналланан функсија оларға, онда 
(1090) = Ре (81 9" (6) = 7 le (1610) 
уна көрә дә й 
олли је lẹ (0]е' (а! =F lẹ (t)] +С. ©) 
1) ва (2)-лән 2 
f | гө)ах = | |+ 004: (3) 
бәрабәрлији алыныр. Буна дәјишәни әвәзетмә дустуру nejt- 
ан, 5: ї ‚доки интегра- 
Х ки, (3) бәрабәрли)инин саг тәрәфин. а 
о о ди ит 
x= •(Е) әвәзләмәснидән истифадә етмәк лазымдыр. Баз 


и 


x= + (£) әвәзләмәсиндән дејил, ф(х) = Ё шәклиндә әвәзләмә- 
дэн истифадә олунур. Бу һалда, ахырынҹы бәрабәрликдән 
х= Ф(Е) тапылыр (әлбәттә, бунун мүмкүн олдуғуну гәбул 
едирик) вә бедәликла дә 

fiaz = f HOND (0 а в) 
озазетма дүстуру, алыныр. 

Мисал 3. .' 

Ұш” ах (а >0) 
интегралыны ћесабламалм. Бу мәгсәдлә 


р -а<х<а) 


кейш (н 
авазламасиидан истифадә едәк: 
[Иа атт acostdt = а? | үзігі costdt= 


=a {сой f 1ER dto ith È ап ЕС. 


Јенидән х дә}ишэнимә гајытмаг учун х = asin f эзээлэмэсан- 
дән $ вё sin кәмифәтләрнни тапмаг лазымдыр: 


bate 5,4 - ет 5, 


чааб- дааган 2 а У (1 уратат, 
Беләликлә, 
= асш 2: үл 
h= gesa “Ч жуас. 


Мисал 4. 5 Ы 
Ји { 56045 
А Ч ! то) 
Янтегралыны һесабламаг учун # = ж (ж) гвазламасини көтүрмәк 
элверяшлидир. Бу һалда di =y’ (х) бх вә 


Уул f $= n+ C= ие с 
олар. Хүсуск һалда, 


рала | 88565 f Lea акс 
“Цаа ip aera ын 
28:87) ла ту (а +) +С, 


ЕР, 
ђе = La. прес 


Мисал 5. ж. 
А ааа уз 
т ~ ү" 


иктегралыны һесабламаг үчүн х" = # әвәзләмәсиндән нстифада 
етсәк, аларыг: . 
пах = äi, юэ 
т-дан Са Даса +С. 
Ш. һиссә-һиссә интеграллама дустуру. 
Билирик ки, диференсиаллана билән (7 = О (х) вә V= V(x) 
фуыксијаларынын һасилинин диференсиалы 
d (UV) = Ув ЊУ 
кими һесабланыр. Бу бәрабәрлиін интегралламагла 
шу= {уаи+ {шау 


вэ јахуд 


{дву euv- f vau (5) 
туруну аларыг. Я 
Р туруна ћисго-ћисег интеграллама дустуру дејилир, 
V= И/ах вә 40-0 dV олдуғундан (1) дүстуруну 
(оучх-у-)ууая 


“киын Јазмаг олар. Бу боребирлије arkan m-an тәртиб көсіл” 
( 


мајан төрәмәләри олан U(x) вэ V(x) функсијалары үчүн awa- 
ғыдакы бәрабәрликләри јазмаг олар: 
1008 ах = 009—9 fu' уе ах, 


JUV асои ингэ оти, 


JU ағ = 

Бу бәрабәрликләри нөвбэ илә +1 вә —1 әдәдләринә вура- 
раг, алынан бәрабәрликләри тәрәф-тәрәфә топласаг, 

(дуа, = уув) у yD у 


жар ОР билэ [09 vax (в) 


бәрабәрли}ини аларыг. (6) дүстуруна умумилешмиш йиссә- 
їшссә интеграллама дустуру дејилир. 

Верилмиш йнтегралы һесабламаг үчүн (5) (вә ја (6)) дүсту- 
руну тэтбиг етмәк озаман олверишлидир ки, сагтэрэфдэ алынан 
| Vau { (09 Уаз) интегралы вернлынш | ОЗУ (}Ш У ах) ин 
Тегральндан садә олсун, Бу мәсәлә интегралалты ифадани (вә 
ЧУ кими элверишли вуругларын һасили шэклиндэ көстәрмәк- 


коз 


дән дә чох асылыдыр, Интегралалты ифадэни элверишли ву- 
ругларын һасили шаклинда кыстәрмәк бачарыгы исә чохлу 
мисал һәлл етмәк нәтиҹәсиндә газвнылыр. 

Мисал 6, | т°п хх => 


Бурада иж пх ваду =A" dx һесабетсәк, du «55 ва V= 


Ж (бурада +C сабитния ҝөтүрмәјин әһәмијјәти Јохдур, 


чүнки һәмин сабг нәтиҹәдә алынан ифадәјә дахил олмур. 

Зохла!!) олар. Онда (5) дустуруна көрә алырыг: 
1 1 + 
Гета 27 АЕ Ы 
nal л+1 (ғау 

Мисал 7. | xe dx=? 

+ Верилмиш интегралы умумилошмиш һиссә-һиссә кнтеграл- 
лама дүстуру илә һесабламаг лазымдыр. Бу мәгсәдлә u= х” 


вә VO L 45 һесаб а 
ын саб етмәк әлверишлидир. Онда (6) дустуруна 


То бах-е |" — от ёл" отт. (оту) 
+ От) ахь е х" — 2m 197" + 2т(2т — 1) 193 
-...- тля + (8т + С. 

Мисаз 8. х” sin хах 2 = ы 


Бу һалда ше" ва УС”) = sin х әвәзләмәләриндән MCH- 
фадә етмәк элверишлиднр. Онда (6) дустуруна көрә 
| на хах = — a?" cosx + (2m) ж! sin x — 


+ (т)! x sinx + (ту! f sin хах = 


L Piia 
пх 0 +С. 


= 


== = cosa + (2т) кл“ ах, (оті хеп F 


F (2m)! соза С. + 
Мисал 9, }асыпках-? % 


из аис апл вә dV х гәбул етсәк, (ше 


4х вэ 
4553 A 
V= х олар. Онда (5) дустуруна асассн Й 
f arcsin хах = xarc sin x = л Хаге їп х+ 1774. C, 7 


IV. Рекуррент (катириз) дустуру васитәсилә интегралын 
Тутаг ки, ахтарылан Ја (т 1) кәмијјәтинин кичик индекс- 
ү p ( 


А...) с т) 


и» 


шәклиндә ифадо олундуғу бвр дүстур верилмишдир. Бу һалда 
Ja Ji вэ с. кәмијЈјәтләрн мәлум олса, онла бејук инлекели 
увмиујатлари (7) дүстурлары васитәсилә ардыҹыл һесабламаг 
олар. г 

(7) дүстурларына рекуррент вә ја катириг дустурлары 
дејилир. Рекуррент дүстурлары васитәсилә интеграл Несабла- 
мага анд бир нечә мисал һәлл едәқ. 

Мисал 10. 5, { їп" хах интегралыны һесәбламалы. Бу 
мәгсәдлә, вернлмяш интеграла ћисса-ћисса интеграллама дүс- 
туруну тетбиг едәк: > 

u = ви“ x, dV = sin x dx, 
du = {n — 1) sin"? x cosx-dx, У = — cos x 
олдуғундан 
ја хах = —cosx-sin™ x+ (п 1) fsin™? xcosx dr = 


-і- козгап? x+ (и 1) |а” r dx — (л — 1) f яз” хах 


вә ja 


5, = — соза” x + (0—1) 5.2 — (8 — 1) Sa 
олар. Бурадан 
5а 


— сове sin et 216, (8 
г т 


рекуррент дүстуруну &ларыг. 
Se= аке x+C 


S= fsaxdx= — cosx +С 


олдуғундан (8) дустуру васитәсилә Л, Л вә с. интеграллары- 
ны ардыҹыл олараг ћесабламаг олар, 


Мисал 1. с + i 


= dr - 
h= [ед @-1%..2 


зә AV = ах гәбул етсәк, 


интеграливда из 


вэ ja кы. 


2 
іе “эт Ан -тала 


аларыг. Верилмиш интегралы һесабламаг үчүн ахырынҹы 6a- 
рабәрликдән |. 
42-13, (9) 


х 
Лат = 


1 
2045 (24-20 
рекурревт дүстуруну тапарыг. i 
23 жх 1. жас 
ЯДа! жа Р әсе = + 
олдуғуну биләрәк, (9) дүстуруна әсасән /,, Ју вә с. интеграл- 
ларыны ћесабламаг олар: 


1 х 
О ов ње ЗР 5 
2а пр | др F 


£ 


h= 


hak : 


+ Еј. 
за рах У ла н 


$ 5. САДӘ РАСИОНАЛ КЭСРЛЭР ВӘ ОНЛАРЫН ~ 
ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ 
Расионал функсијаларын эн садә неву 
Р. (х) = а, х" ах“ +... + аах + ап (9 


таклинда олан функсија, }ә'ни л дәрәҹәли ҹәбри чохНэдлидир. 
Белә Функсујаларын интегралы билавасжтэ һесабланыр: 


Р, дах» Ї (5 уа 24 
-Еє| чак Ў а ЧС 


` садә расионал кәсрләр адланан 
i Н 


5-4 
= Ж таг <-> (к>2 туры эдэддир), 
- Ах+В 
L ш E 
| =н ( Я -20 шэрти өдәнилир }, 
Ах--В 


ЕР BE 3 
7 рн (02:2 натурал әдәддир вэ 4 A >0 шәр. 
ти едэнилир) ~ 
шәклиядә кәср..әрин интеграляанмасы илә мәшғул олаг. ‘ 


LIL ТТІ 


% 4f a(t + a) +(8– 


А == « 
4х АТ «-а)"а(х-а)- 
= с—а)7*4(х—а) 
1 
ас „тшу © 68-04. 
р: қ 
------ ка в 
ш РЕЧЕЙ сринин интегралыны її саб амаг үчүн онун 


махречини ашагыдакы кими чевирэк: 
жр 022. + (2) а-5= 


носа 


Шэргэ ҝәрә 4 — => 0 олдуғундан, сну а? илә вшарз eT- 


ва бурада! =, из. ах= га әвәзләмәсини anap- 
саг, 


мек олар. Онда 
1222: Ах +В | 
ЕТ 


үлэг анч ах 


(527 т 


А (шак 
2 уты 


ʻ~ 
А, dt 
5 = 2 
33 2)| = F(E + at) | 
Дү 3-4(8-2)өсц += с у 
аларыг. Јенидан х‘дз}ишэнино гајытсаг, аларыг: 
мВ ы „йүс 
у + АЯЛЫ . 
ETAR 2х+р 
+ б (в ге ТУЫ +С. 


ТУ. Јухарыда кестерилен чевирмелар васитәсилә . 


| К 
йе о: 


ах | t= 
[Жа 


( а! 
(а-ы аук 2 2) 4 (+ у 
e парне. ст жЕ биринҹи интеграл билаваситә һесабла- 


раена 
ad (P +a)" 


Икинчн 


"ла П 


“интегралы исә зввалки параграфда рекуррент дүстур веситә- 
исал 11). 


силә һесабланан интегралдыр ($ 4, м 
Бу гајда илә һәр бир ЈУ нев садә раснонал кәсрин интег- 


` ралы һесабланыр. 


Апардығымыз иүһакимәдән ајдындыр ки, 1-4У нев садә 
раснонал кэсрлэрин интегралыны һәмишә Һесабламаг мүмкүн- 
дүр. Бу кәсрләрин һәр биринин интегралы елементар функсн- 
Јаларла (ХІ, $ 19) ифдә олунур. 

Мисал 1. 

= | s+ 4% 


жю —2х +10 


интегралыны һесабламалы. А 
Бурада х — 1 = {,4х= di әвәзләмәсини апарсаг, аларыг: 


НЭЭРЭЭ: "(0594 (за 4 а 
Р =] apo =) ngs +“) про 


1 4 А Ж 
Зв авы %С- 


-- їп (x? — 2x 4 10)4-3-ас = 


за. 


3 


$ 6. РАСИОНАЛ КЭСРЛЭРИН САДӘ КЭСРЛЭРЭ 
АТРЫЛМАСЫ 


Һәр бир расяонал (кэср) функсија ики чэбри чохһәдлинин 
нисбәти шәклиидә олур: - 
Вх) = LA а» 


Раснонал кэсрин суратиндәкн Р(х) чохїэдлисинин дэрэ- 
часи махрачнидаки Q (х) чохһәдлисинин дәрәҹәсиндән кичик 
олдугда она дүзкүн, әке һалда исә дүзкүн олмајан кэср neji- 
лир. Дүзкүн олмајан Кәр (бир расионал кэсрин сурәтини MƏX- 
речина бөләрәк, буну мүә)ән бир чохһәдли илә дузкун расио- 
нал кэсрин чэми шәклиндә көстәрмәк олар: 


P тј 909. 
бој Том @) 
Бу барабарлијин һәр яки тәрәфини интегралласаг, 
тұтқа э 
бш аи A 9) 


аларыг, T(x) ҹәбри чохһәдлисинин интегралы билаваситә he- 
сабланыр. Демади, һәр бир расионал кэсрин интегралланмасы 
бир дузкун расионал кәсрин интегралланмасына кәтирилир. 
Дүзкүн расионал кәсрләр исә совлу сајла садә расионал кәср- 
ләрин ҹәми шәклиндә көстәрилә билир. Беләликлә, һәр бир 
расионал кәсрин интегралы садә расионал кәсрләрин, интегралы“ 
на ҝәтириләрәк тамамилә һесабланыр. З 

Инди Һәр бир дузкун расионал кәсрин сонлу сајда сад» 
шол кэсрлэрин ҹәми шэклиндэ көстэрилэ билдијини негу 

ат едәк, 


ЭР" 


Фарз едәк кн, Ф(х) вә Q (x) һәгиги әмсалгы ҹәбри ҹоқ- ` 


ћодлилор вә РИЙ А 
\ Џ = 20 ? 
во)- 20 2) 
дузкун расионал касрдир. Әҝәр һәгиги а әдәди мәхрәҹин 
к(кэ 1) дәфә тәкрарланан көкүдүрсә (ХУШ, 68), окда 
Q (х) = (к а)", (к), Q, (а) #0 В (5) 


олар. 

Теорем 1. Һәгиги а әдәди" (=) чохћодлисимин эс 
дәфә тәкрарланан көкү олдугда, елә Һәгиги А әдәди вә 
дәрәҹәси (а-а)! Qx) чохһәдлисиним дәрәҹәсиндән 
мичик олан Р(х) чохћодљиси вар ки, 


ФО) А P, (ò) 4 
909 © ы” (0) 9:00) (9 


бәрабәрлији өдәнилир. 
Исбаты. (6) бәрабәрлијинин өдэнилмэси үчүн 


Ф(ху= A Q, (x) + Р (2) (х а) 
олмалыдыр, Бурадан, х = а олдугда 
Ф (а) = А0, (а) 


вә Ја Qy (4) +0 олдугундан А “ 
= 20) 
4 Qi (6) 
аларыг. А-нын бу гијмәтиндә х= а әдәди 
Ф (х) —А Q, (х) (т) 


фәргинин көкүдүр. Буна көрә дә һәмин фәрг х—а фәргинә 
белунур (ХУШ, $ 6). Демәли, 

PAD р) 2) 
ифадәси ҹәбри чохһәдлидир вә онун дәрәҹәси сурәтин дәрә- 
чэсиндэн (ја ни (7) чохћодлисинин дәрәҹәсиндән) бир ваһид 
аздыр. (7) чохһәдлнсинин дәрәҹәси исә Q (х)-ин дәрәҹәсиндән 
эн азы бир ваһид кичикдир. Демәли, Р, (х) чохћодлисиник дэрэ- 
часи О(х)-ин дәрәҹәсиндән ән азы ики ваһид, (х—ај““ Q, (х)-ин 
дәрәчәсиндән исә бир ваһид кичикдир, 

Нәһајат,, (6) бәрабәрлији 


р ow А (0-40) + 
90) (ааб с— ага), 


ејнилијиндон (8) борабордијинз әсасән алыныр. 

Инди фәрз едәк ки, а= а + (0 комплекс әдәли һәгиги эм» 
саллы О (х) чохһәдлисиния m дәфә тәкрарланан кокудур. 
Онда а= а — ib әдәди дә онун т дәфә тәкрарланан көкү олар 
(ХУШ, $ 9) вә һәмин чохһәдли һәгиги әмсаллы 

х рх + = [х la + ib) [х— (а – 6) 
2 (р=—2а, ф= а + 8) . 4 


ы 


квадрат учНэдлисгнин /4-чн дәрәчәдән гүввәтинә белунор: 
О(х)= (+ рх + 4)" О; (а). (9) 
Теорем 2. hawu әмеаллы Q(x) чохпадлиси үнүн (9) 
бәрабәрлији догру олдугда, елә Һәгиги В во С әдәдлә- 
ри вә дәрәҹәси (2? + p + а)“ 0,(4) чохћодљисинит 
дәрәчәсиндән кичик олан Р(х) чохћодамси вар ки, 
оо) __Ввх-С Р. (х) по) 
ОО) б+рхъф" Орк 4)" Са) 
ејнилији, өдәнилир, 
4 Илу (10) ејнилијинин һәр ak: тәрәфини ' (х) ифадә- 
сина вурмагла Я 
Ф (х) = (8х + С) Сз (л) + (+ 9) Р, (4) (1) 
мүнасибәтини аларыг. Бурадан х әвәзинәа = а + ib ве с =а — 
— íb јазмагла, В вә С әдәдләрини тапмаг учун 
` [2 @) = (Ва С) z(a) 
Ф( = (8+С)0,(2) 


(12) 


систе» и алыныр. 
P(x) ве Q(x) чохћадлилари һәгиги әмсаллы чохћадли 


Ф (а) ой > - 
олдуғуғдан «су Вә бүүр, Әдәдләри гаршылыглы гошма ком 
maeke әдәд. эрдир: ` · 

10) 

= = М--4М, 

Qa (0 Н 


Бу бәрабәрликләрдән истифадә едәрәк (12) системини 
је + С = М+ім 
(82-Сс-М-іМ 

кими |азмаг олар. Бурадан В вэ С тапылыр: 


о ба Ж 
већ, Се М №, (13) 


А 


(11) мунасиботиндая ајдындыр ки, В вә С-нин тапдығы- 
мыз гијмәтләривдә ` 
D(x) — (Вх + С) С (х) 
фәрги х?-+ рх + 4 квадрат үчһәдлисинә белунур. Беләликлә, 
ахтардығымыз Р, (х) чохһәдлиси ' 
2 — 2‹%-— (#х + С)9.(х) 
2, (х)= РАИ ЫН (14) 


шәклиядә тапылыр. (13) вә (14) мүнасибәтләриндән тапылмыш 
8, С әдәлләри вә Р,(х) чохһәдлиси үчүн (10) ејнилијинин 
доғрулуғу ајдындыр. 

Нәтиҹә. Һәр бир дузкун расионал кэср сонлу сајда садэ 


Расионал косрлорин ҹәми шәклиндә кестгрилир, 


Догр дан да, тутаг ки, А Я дузкун расионал кәсри 
верилмишдир вэ Онун махрачи 2 дәрәҹәли ҹәбри чохһәдди- 


дар: 


О(х)- х" СА... + Суах кс, 


(умумилији азалтмалан х"-нн амсалыны ваһид һесаб едирик). 


Бу чохћедлини бир BƏ- икидерэчали Пэгиги вуругларын 
ћасили шэклиндэ көстэрмэк слар (XVII, $ 9): 


с) ха)... (E ад (фри, 
Жүн. барох g) 

+s r дао 26, 21-4; <0, 21,5). 

дүзкүн расионал кэсрина 1-чи теореми тэтбиг 


2 


еда билэрик: . A 
од. а 
СЛОЈ (а) (&— а) 
Сағ тарэфдаки икинҹи һәдд дә дузкук расионал касрдир. Yy — 
— > Г олдугла она јенидән 1-ҹи теореми тәтбиг етсәк, 
ea а А + Р, (а) 
тэгэүэоүосо аг 


зларыг. Бу просеси ардычыл давам етдирэрэк талырыг: 


СА А с а. АО © 
Фед а" ет + +25 ея + 


Сағ тарафдаки ахырынҹы һәлд дә дүзкүн расионал кәсрдир. 


Она јенидән (х— а)", ..., (5 — а)“ вуруглерына нәзәрән 
1-ҹи теореми ардыҹыл тәтбиг етсәк, 


$9 A А, БЕТТЕ. ЕДИ 
пуан етан“ тача дода а 

зв, ЕЛЕНЕ ЛЕЙ 

(к акун (к өү! х а,“ О"(5) 


Q(X) - обара g)" + рах +9: 
алайыг. Ивдн саг тәрәфдә алынмыш сонунҹу зо һәддинин 
дүзкүн расионал кәср олдуғуну нәзәрә алараг, она ардыҹыл 
олараг 2-ҹи теореми тәтбиг етсәк, нәтиҹәдә. тәләб олунан 
үмуми 
Ф) А А, 
Ө) х-ы" (ха) 
Ко Ж В, 
ixa)" 


Е Рон 
та 


+ 


С НИНА 


Сир, |... 


о а 
В, F: 
Вх Р, га ыш : (15) 
ры мрља 


*ајрылышы алыныр кн, бу да нәтнҹәнин доғру олдугуну хөс- 
тэрир, ` . : 


5 7. РАСИОНАЛ КЭСРЛЭРИН ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ 


Әввәлки параграфда кестардик ки, һәр бир расионал кас- 
рин ийтегралланмасы дүзкүн расионал кәсрин интеграллан- 
масына кэтирилир. Дүзкүн расионал кәсрләр исә сонлу сајда 
садә раснонал кэсрлэрин ҹәми шәклиндә кестэрилэ билдијин- 
дән (5 6, (15)) һәр бир дузкун расионал кәсрин интеграллан- 
масы I—IV нев садә расионал кәсрләрин интегралланмасмна 
ҝәтирилир. Истәнилән садә расионал кэсрин интегралы. тама- 
милә һесаблана билир вә бу интеграллар елементар функсија- 
ларла сонлу шэхилдэ ифадә олунур ($ 5). 

Демәли, һәр бир расионал кэсрин интегралы тәмамилә һе- 
саблана билир вә онун нәтиҹәси елементар функсијалар BACH- 
тәсилә ифадә олунур. 

Расионал косрин интегралланмасында әсас чәтинлик Онун 
садә расионал кәсрләрин ҹәми шәклиндә көстәрилмәсидир. Бу 
мәгсәдлә онун мохрачини вуруглара ајырмаг вә ајрылышын 
эмсалларыны ($ 6-да јазылмыш (15) дүстурунда иштирак едән 
A lisim) 8(4-ім),... Д вә А (= Т) эмсаллары- 
ны) тапмаг лазымдыр. 

Һәр бир раснонал кәсрин мэхрэчи сонлу дәрәҹәли ҹәбри 
чохћедлидир. Q (х) чохһәдлисини вуруглара ајырмаг принсип- 
ҹә һәмишә мүмкүндүр (ХУШ, $ 9), nakun бу мәсәлә С(х) = 0 
ҹәбри тәнлијини Гола етмәјә еквивалентдир ки, бу да чох за- 
ман асан олмур. Анҹаг дәрәҹәси дөрддән бејук олмајан истә- 
вилан ҹәбри тәнлијин һәлли үсулу мэ’лумдур. Дэрэчаси беш 
вә бешдән бејук олан истәнилән · ҹәбри тәнлијин көкләриня 
эмсаллары васитәсилә ифала дэн дүстур исә мэлум дејил- 
дир. Бу да расионал косрларин - садә кәсрләрә ајрылмасында 
гаршыја чыхан әсас чэтинликдир. 

tia 


Әҝәр муэ]эн усуллар {васитәсилә 9 6) 
кәсринин мэхрэчи 
Оо) = (ха) =. ка Зар H” o 
+ рьх-+ 9, 


кими вуруглара ајрыямышдырса, ONAA йәмыш раснонал кэср 
учун әввәлки параграфда јазылмыш (15) арылышы догру 


дүзкүн расионал 


олмалыдыр. Бу арылышын әмсалларыны хүсуси гајдалар вэ 
ја гејри-мүә]јән омсаллар усулу илә тапмаг олар. 

Гејри-мугјјеп әмсаллар үсулу беләдир: (15) дустурунун сағ 
тәрәфи үмуми мәхрәҹә кэтирилир, алынан бәрабәрлијин һәр 
ики тәрәфини Q (х)-ә. вурараг нки ҹ̧охһәдлинин бәрабәрлик 
алыныр. Сол тәрәфдә расионал кэсрин сурәти олан ма'лум 
әмсаллы Ф (х) чохћодлиси, сағ тәрәфдә исә әмсаллары ахтары- 
лан намэ’лум эмсаллардан асылы олан чохһәдли олур, Ики 
чохһәдлинин бәрабәр олмасы үчүн X-MAN ејни дорочали гүввәт- 
лоринин әмсаллары бәрабәр олмалыдыр. Беләликлә, ахтары- 
лан әмсаллары тапмаг үчүн хәтти тәнликләр системи алыныр. ` 

Бә'зән (15) арылышында иштирак едэн намә’лум гмсал- 
лары тапмаг үчүн јухарыда кестәрди)имиз кими алынан бара. 
барликдэ х-ин ејни дәрәҹәли гүввәтләринин эмсалларыны бә- 
рабэр кетурмак әвәзинә, Х-а нама лум эмсалларын сајы гәдәр 
гијмәтләр верәрәк, һәмин әмсаллары тапмаг үчүн хәтти TƏH- 
ликләр системи алмаг олар. Бу заман х-ә мәхрәчин көкү олан 
гијмәтләри .вермек б5'зән әлверишли олур. 7 

Инда бир нечә мисал ћалл едэк. 

Мисал 1, (--252::54: д иитегралыны һесаб, 
и . Кети. Р ы песабламалы. 

Интеграл алтындакы ифадэ лузкун расионал касрдир. Ин- 
тегралы һесабламаг учун һәмин Кэсри садә раснонал кәсрләрә 
ајырмаг лазымдыр. Бу мәгсәдлә әввәлҹә мәхрәчдәки чохһәд- 
лини вуруглара ајырмалыјыг. х3°—6-+-Их—6=0 тәнлијини 
Һәлл едәрәк, онун X) = 1, х = 2 вә ху = 3 кеклерини тапырыг: 

х* 6х + Их—6=(х—1) (х— 9) (х —3). а 

Инди Бәмин кәср үчүн Б 

а 50-503 А 


B с 
(5-1) (-0) (к-4) ЕТ пети ка 


х-2 х-3 


(3) 


ајрылышыны јазаг. Бу бәрабәрлијин һәр ики тәрәфини (х--1) 
6—9) (х—3) ифадәсинә вурсаг, 1 
5x — x +3 = А (x — 2) (x —3)+ B (x — 1) (х — 3) + 


-+ C(x — 1) (x—2) (2) 


бәрабәрлијини аларыг. Бурадан А, 8 вә С әмсалларыны ики 


јолла тапмаг олар: 
1. (2) бәрабәрлијиндә х-ә нөвбә илә х= 1, х= 2 вә х=З 
гијмотларини версәк, В = сер. S 
"7 = А. (—1).(-2) 


. 5-181-8-414-1) 

зай 8 45 = С.2-1 

Хәтти тәнликләр системи алынар, Бурадан 
А= 1.в= п, с- 5. 


И. (2) борасарлијинин сағ тәрәфинин канойнк чохһәдли 
шәклиндә јазсаг, 
" 52—хХ+3=(А + 8 + С) 2+ (— 5А — 48 — ЗС) х + 
| + (6А + 38 + 2С) 
олар. Бурадан, х-ин ејни дарзчали гүввэтларинин эмсаллары- 
ны бәрабәр һесаб етмәклә 
# + А4-8-0-5, 
-54-48-30--1, 4) 
БА + 38 + 20 = 3 
хәтти тәнликләр системини аларыг. Бу системи Һәлл етдикдә 
әмсаллар үчүн јенә да ћомен гијмәтләр тапылыр: 


йа, эн С. 
2 2 « 
Лакин (4) системи (3) системиндэн yaran Балл олунур. Буна 


көрә дә бу мисалда | усулла (аргументә гијмәтләр вермәклә) 
хәтти тәнликләр системи алыб, эмсаллары сралаи тапмаг даһа 


әлверишлидир, 

Нәтиҹәдә, (1) бәрабәрлији 
езі 1,114, 
(8-1) (4-2) (к-3) 2 х-1 2-2 102 х-3 


шәклиидә олар вә 


52 — х4-3 7 с ах есе ах 45 © ах сэ 
asaget AT af 2% 1 "i 


45 
Тя 201 — 2] + ап јх— 316. 


д —5х+1 
еле һ л у 
ат 445 интегралыны һесабламалы. Бунун 


учун интеграл алтыидекы расионал кәсрин мэхрэчини вуруг- 
лара ајыраг: 
да 3х1 — 4 = х фа х1 — 4 — (х1 — 4) х2 40082 4) == 
= (02 1204) = (x? 41) (х— 2) (4-2). 
Онда расионал кэсри 
зээл В С а р 
(811) х--2) +) AFi х-2 +2 


кими садә расионал касрлара ајмрмаг олар. Бурадан 
+ #— 5 +1 = (Ax +B) (х — 2) (х--2)-- 
+C (x +1) (x +2) +D (4+1) (х — 2) 
вә |ахуд 


x — 5x +l = (A ФСФ Ш) (В 4-2С— 20) х + 
+(— 4А + 0 + 0) Х + (– 48 +20 —20) 
бәрабәрлијини аларыг. х-ви ејни дәрәҹәли. гувватларинин гҹ. 


Мисал 2. 


салларыны бәрабәр һесаб едәк: 


А+С+р =1, 
В+2С – 20 = 0, 5 
-44-040-- 
қ — 48 +26 — 
Бу хәтти тәнликләр системи һәлл едилггәк әмсадлар 

о-в ыбы Ды ъан ХӨВЖ 

5 5 2» 

кими тапылыр. Демәли, М 

1 1 3 


4 ХЭРЭЭ 2; 5 . 
|s балл ах | 5 5 а Бак | 20 х= 
хт х 


Лаза + 
ad [к i ax l ах _ 3 (ах 
vieri 5 Jæ+i 2] х-2 A 


A 2 — A ЖК ЧҮ ЕЛЕ РЫ 2 + * 
пе рае 1 [ас 21-а 214C. 


Шәрһ етдијимиз усул. истәнилән расионал функсијанын HH- 
тег,алланмасына тәтбиг олуна биләр. Лакин һәр бир расионал 
Функсијанын интегралланмасына бу үсулу механики олараг 
тәтбиг етмәк олмаз. Бэ’зи расионал функсија: арын интегра- 
лыны хүсуси јоллар вә әвәзләмәләр васитәсилә ћесабламаг 
лаһа әлвернш и олур. Мәсәлән, 

жас 
Іш 


интегралыны ћесабламаг үчүн 


расионгл кэсрини саде 


х1 
расионал кәсрләрә ајырмаға еһтијаҹ јохдур. х? == Ё әвәзләмә- 
синдән исгнфадә етсәк, 
хах 1 dt 1 4 ње За: 
ез 2 Із шу arcigt + С= г are igx с. 
Бурада бир ҹәһәти хүсуси гејд етмәк лазымдыр. Јухарыда 
көстәрдик ки, нстәннлән расионал кәсрин интегралы принсип- 
чә Пэмиша ахыра кими һесабланыр вә онун нәтиҹәси елемен- 
тар функсијаларла сонлу шәкилаә нфадә олунур. Бу чох мү- 
hym вә әһәмијјәтли нәтиҹәдир. Һәр һансы бир функсијанын 
интегралыны мугјјан.чевирма вэ әвәзләмәләр васигэсилэ раси- 
онал функсијанын интегралына ҝәтирмәк мүмкүн оларса, јуха- 
рыда көстәрилән үсулла һәмин интегралы һесабламаг олар. 
Демәли, мугјјон расиовал функсијанми интегралына кати- 
рилә билэн һәр бир интеграл принсипҹә һәмишә тамамилә 
һесаблана биләр. Бу чох мүһүм тәклифдән охуҹу белә бир 
нәтиҹә чыхармамалылыр ки. истәнилән елементар функсијанын 
интегралыны һәмишә сонлу сајда елементар функсијаларла 
кестармак мүмкүн олур. 


% 


патент 


Бир чох елементар функси)аларын интегралыны сонлу сајда 


елементар функсијалар васитәсилә ифадә етмәк мүмкүн дејид- 
дир. Мәсәлән, Та (интеграл логарифм), f EE ах (антег-. 


рал canso, (555 ах (интеграл косинус), | захд Дх вэ? 
= 


сов x? ах (Френел иптеграллары), [е 4х (еһтималлар ин- 


тегралы), је (интеграл устлу функсија) вә с. интегралла- 
П 


рыны сонлу сајда елементар, функсијаларла ифадә етмәк 
мүмкүн дејилдир. ы 

Биз кәләчәкдә көрәчә}ик ки, јухарыда |аздығымыз инте- 
граллар алтындакы функсијаларын һамысынын ибтидаи функ- 
сијалары вардыр, лакин бу ибтидаи функсијалар елементар 
функсијалар дејилдир. 

Мәсәлән, 

1 


Рд) = 67", Рид = 5, Рибе. 


мунасибатларини өдәјән Ё; (х), Р (х), Р, (x), . .. ибтидаи функ- 
сијалары гејри-елементар функсијалардыр (ХІ, $ 19). 

Ра (х) вә Qa (х) функсијалары ујғун олараг т вә л mapa- 
ҹәли ҹәбри чохћодлилор олдугда, 

„Ра (х) 

=== 4х 
-p ЈУ: 07 @ 
интегралы да л» 2 олдугда, әксәр һалларда елементар функ- 
сијаларла ифалә олунмур. л=3 вэ п=4 оллугда (5) инте- 
гралына еллиптикгп > 4 олдугда исә она /шлереллиптик 
интеграл дејилир. Хусуси ћалда, 

ах 


| вә | Утаан 4х 


интеграллары ујғун олараг Лежандр шәклиндә биринҹи дә 
икинчи ҹинс еллиптик интеграллар адланыр. 
Гејд едәк ки, п натурал эдэд олдугда 
sinz cosx 2 
| ” 4 РЈ 4, { х" ый 
интеграллары да елементар функсијалар васитәсилә ифадә 
олунмур. . 


# 8 8, САДӘ ИРРАСИОНАЛ ФУНКСИЈАЛАРЫН 
ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ 


1, Истәнилән ирраснонал функсијапық (ХІ, $ 20) иятегра- 
"лыны һәмишә ћесабламаг вэ нәтичәни елементар функсија- 
ларла ифадә етмэк мүмкүн олмур. Лакин елз садә нрраснонал 
функсијалар вар ки, онларын интегралыны расионал функси- 
% 


` $ 


{аларын интегралына ҝәтирмәк олар. Расионал функсираларын > + 


интегралыны исә һәмишә һесабламаг мүмкүндүр ($ 7). 
Тутаг ки 0,,0;,..., Ua дәјишәнләринә нәзәрән чохһәдли 


олан | 
Р(0....09- È а Ды. ШЧ 
е 5 коса 
вә b à 
9(0,.... Un) = „О! „В 
верилмишдир. Onna 
В(0,.... 


шэклиндэ ифадәјә 1/,..... Un дәјишәнләринин расионал функ- 


сијасы дејилир. Мәсәлән, (га? 
(ху) ВЗОР, 
( ) 2ух 


== (Их) х 
у 1, Их, кји, 
к (Их+т, УХ, х) Их+1+ Vat r 


3 и х 
В (уп х, созх) = ТА рә с, 
51025 біп xcosx 


2. Тутаг ки, 


аха фу ах ут 
р |= m 
интегралыны һесабламаг лазымдыр. Бурада 7), 7,..., fa pa- 
ГА 


сионал эдэдлэрдир, ғ, = -LE (== T, п ) кәсрләринин үмуми MƏX- 
е 


рачи М олдугда (1) интегралында 
2+2 н 2 
тет іші Ф 
әвәзләмәсини апармаг олар. Бу һалда №, = вк гәбул етмәклә 


ак рь е ин, ӨӨ. 
(хе = = Ре (ка Та), 


‚вы ам“ (а — сё) + ем) ana) в 
.-а Қ "y 
алармг вә (1) интегралы 


Гару... H] e= 


(а-а 


ТЕТІ (ЕТІ 
[аи ТОР =] (айм о“ 
(аҹ? 
шәклиндә Јазылар. Сағ тәрәфдәки интеграл алтындакы ифадә b- 
п 


~ 


нин раскопал функсијасыдыр. Беләликлә, (1) интегралы (2) гвэз- 
ләмәси васитәсилә расионал функсијанын интегралына кәти- 
рилир: 
(ахар үй аже үл 2000 
Шэн! к (УН dx= f R, (t) dt. 
Расконал кәсрин интегралним һесабладыгдан сонра { awa- 
зинә С 


ЕБ 
та 


tay 


Јазмаг лазымдыр. 
Гејд едак ки, хүсуси һалда (1) интегралы 


[8 (ах) х, 
Ги [х, (ах + 0)". .... (ах + т) сх 
ва с. шаклинда ола биләр, 


Мисал 1. | 


Бу мәгсәдлә 


ах иптегралыны Бесабламалы. 


6t d. 
әвәзләмәсиндән истиф”да едәк. Онда: 


Бош 22 ( 
dx= = - 4.” 
зу І ва б f; an АКО T 


у 


jat -2 .--. +20 38+ 


Кее 


tri 
+6t—6in]t+1|+ C= 


—ЗУХ-6ИХ— би Я И+С. 


532 


dx интеграгыны һесабламаг үчүн 


Ух -Т = Ё әвәзләмәснидән исти радо етмәк лазымдыр: 


VTi -f xio tn x= lH, ах = 288. 
Онда 


үзі јаче окш ео [вв ој га. 
2 2 ув. 2 
ес ИТР. = јетра с 


89. ЕЈЛЕР ӘВӘЗЛӘМӘЛӘРИ 
Дәфишә и әвәзетмә васитәсилә 
| RU Мах ох) ах, а +0 (а) 


КАННА һәр бир интеграл раснонвл функсијанын ните- 


гралына ҝәтирилир. Бу мәгсәллә, Ејлер эвазламолари адланан 
ашағыдакы уч әвәзләз әдән истифадә олунур. ~ 

1. Ејлерип биринчи 

Махр бхфе- + Уа +! 19) 

эвэзламэси 20 олдугда тәтбиг олунур (ишарәләрин истә. 
нилон комбийесиїасы ҝөтүрүлә биләр). Бурада { јени дәји- 
шәндүр. 

(2) бәрабәрлијинин һәр ики тәрәфини квалрата үүксэлтсэк, 

ax + сах + лаудан 

ол р. Бурадан 


“ү 
Уг-зсУ2) ар 
озиуау 
аларыг. Х'ип бу гијмәтини 42) бераборлијниле јеринә јазсаг 
үх фаха с радикалы {-вин расионал функсијасы кими 
ифадә олунар: И 
тема 


упале 2808: 
гүа 


Верилмиш (1) интегралы алтында х, Vax- + 9Х+С вә ах 
әвәзинә онларын #-нни расиснал функсијасы олан ифадэлэрини 
Дазлыгда 2- ип расиона» функсијасынын интегралы алыны`: 


Шы КАФ х+с)ех (8, (а. 

|. Емерин икинҹи әвәзломәси, ах? + bx + с квадрат yahan 
лиси ин ики ћогиги Ху во х, көкләрх олдугда тәтбиг олунур. 
Квадрат учћодлинип көкләри бәрабәр (X; оларса, онда 

Мах pox: Vax = -х) Va 
олар ки, бу да (1) ичтегралы алтында х-ин расионал функ- 
сијасм оддугучу косторар. Буна көрә дэ х, = х, һалына бах- 
маг кифертдир, By Балда әвәзломә 
афта се (хх)! 

кими көтүрүлүр. Бурадан 

а(х—х)(х— а) = dea ay 7, а (х крах), _ 


тапарыг. х, Иах 7х + с вә (х үчүн тапдығымыз ги|матдари 

(11 нитегралында јеринә јазсаг, расиогал функсијанын инте- 

гралы алынар: МЕ Ари 
| ёс. уље уетејах · f RAE : 


а-а 


аа), Ее dt (аа. 


Р 


Ге] д. Е}лерин биринчи вә икинчи овззломалори (1) шоклиндо бүтүн 
интеграллары һесабламаг үчүн кифајәтдир. Догрудан да, а > 0 олдугда 
бириичи әвазләмә тәтбиг олунур, а < 0 олдугда исә ах? 4 ӧх + с квадрат 
учпаллисинии клари һәгиги олмалыдыр, Чүнки ас 0 олдугда кеклор 
(e-+ iB) вә (а — 18) кими комплекс әдәдләр оларса, онда 

Ках тх рс Иа-Иа = Уфа +] 
олар ки, бу да көкалты ифадәнин мәнфи олдугуну ҝөстәрир. Бу һала нсә 
һәгиги дәјишәпли функсијалар нәзәри)|әсиндә, јони ри]ази анализ курсун- 
да бахылмыр. 


Ејлерин биринчи вә икинчи әвәзләмәләри (1) шәклиндә 
бүтүн интеграллары һесабламаг үчүн кифајат етди)шнэ бахма- 
араг, с> 0 олдугда Ејлерин үчүнчү эвэзлэмэси адланан 


Уат х +ске хі (3) 


әвәзләмәси дә тәтбиг едилир. Бурадан х дәјишәни үчүн #-нин 
расионал функсијасы кими тапылмыш гијмәти ‘васитәсилә 


Vax t 0х4 с вә dx ифадәләри !-ним расионал функсијасы 


кими ифадә олунур. Нәтиҹәдә, (1) интегралы # дәјишәнинин 
расионал функсијасынын интегралына катирилмиш олур. 
Мисал. | = (4 + 0) интегралыны һесабламаг үчүн 
Ејлерин биринжи әвәзләмәсини 
Ух Ед =1— х, = хф ИХ + 


шәклиндә кетурок. Онда 
+ а = — 2х4 х2) х= 


8-4 0+9 
22 “ 


= ба З = +— 
= dt, үя44-% 


Бурадан 


=ї|х+ ИЯ +2]+6. 


Нәһајәт, гејд едәк ки, (1) интегралынын тәбии үмумиләш- 
мәси 


fR (х, Vax ха) ах 
І Р(х, Va вх F ex? ах 4с) 4х 
шәклиндә олан интеграллардыр. Бунлар да, еллиптик инте- 
граллар адланыр (6 7). 


Еллиптик интеграллар, бир сыра хүсуси ћаллар мустэсна 
олмагла, елементар функси)алар васитәсилә ифадә олунмур. 


$ 10. БИНОМИАЛ ДИФЕРЕНСИАЛЛАРЫН 
ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ П 
т, п, р расионал әдәдләр, а вә В ихтијарн һәгиги әләлләр 
олдугда А 
х" (а+ 0") ах 
шәклиндә ифадәјә биномиал диференсиал дејилир. Биномнал 
диференсиалын 
5-1 x" (а + 5) ах (1) 
интегралыны ћесабламаг учун ону 
П 


=- т-і 
ап х=, ах 1 а 


әвәзләмәси васитәсилә 
ан. 5 
1-4: аи (2) 
шэклинэ кэтирэк. 
Биномиал диференсиалын интегралы ашағыдакы үч һалда 
сонлу сајда елементар функсијаларла көстэрилэ биләр: 
1. р там эдэддир. Онда ит је - расионал әдәд ол- 


п 
дуғунлан Ё = U", dt = 50“ ЧИ әвәзләмәсиндән истифадә едилир: 
22 = уме аыл) 40. (3) 


Интеграл алтындакы ифадә U дәјишәнинә нәзәрән расио- 
нал функсија олдуғундан (3) интегралы елементар функсија- 
р 


ларла ифадә олунар. Нәтиҹәдә U әвәзинә ж јазараг, (1) ин- 
тегралынын гијматини аларыг. 


ПА тн там эдэддир. Бу ћалда р = т раснонал әдәддир 


вә (2) интегралында 


афі = уз t= - (у"—а), а= 2 уау 
әвәзләмәсини апармаг олар, Онда 
ты, 
| уч (рка) * ау (9 
=” 


алыныр. Бу интеграл алтындакы ифадә У дэ]ишэнинин расио- 

нал функсијасыдыр. Расионал функсијанын интегралы исә 
елементар функсијалар васитәсилә ифадә олунур. 

ш. Мр там әдәлдир. Бу һәлда (2) интегралыны pa- 

з! 


сионал функсијанын витерралына ҝәтирмәк үчүн ону 
i 


тэн + | “саа (E } "\'а 


шәклиндә јазмаг вә 
atb o „| 
П шинэ 
авазламасиндгн истифадә етмәк лазымдыр. Онда 
р ( 
алыныр ки, бурада да интеграл алтындакы ифалә 2 дојишонинин 
расионал функсијасыдыр. Раснонал (оунксијанмн Илтегр алы 
исә һесабланыр вә нәтиҹәси елементар Фуихсијаларла ирадә 
олунур 
Беләликлә, јухарыда ҝәстәрилән үч һалда (1) интегралы- 
нын һәм һесаб: ана билдијини вә һәм дә палсы үсулла hec 6- 
ландығыны кестордик. 
п. Чебышев! көстэрмишдир ки, (1) интегралы анчаг 
Јухарыда көстәрилән уч һалда сонлу шәкилдә интегралланыр 
вә пәтиҹәси сонлу сајда елементар функсијаларла ифадә ony- 


нур p ва ztl +p әдәдләринин һеч бири там әдәд 


дејилсо, озда биномиал дифер” сиалын (1) интегралы печ бир 
усулла сонлу сајла елементар функсијагар васитәсилә кәстә- 
рилә билиәз. е 

ЕЯ = тү! 

Мисал 1. 7-13 Х(1+ Ух) ах интегралызы Песабламагы. 

1 
3 
рилэн шарт (р-нин там эдэд олмасы) өдэнилир, Бука керг дә 
веридмиш ийтегралы әввәлҹә 

Ух=Ьх - В, ах= 2141 
әвәзләшәсиндән истифадә едәрәк 


Бурада м 


1 
T ва р = 2 олдуғундан | banga кестэ- 


ТЕГІС: (1+1) аг 
шәклинә ҝәтирмәк, сонра исә 


t = U’, dt = 3 0240 
әвәзләмәсиндән истифадә етмок лазымдыр. Онда 


"П. Л. Чебышев (1321—1594) изшћур рус ријази | атчысыдыр. 
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1- 6f лу cU=6 | ш а0 + 12] U" dU+ 6 АТЫ 


ER та 2 анг 2-р 
4 п 7 + 
а т 
ње АЛС: 


Мисал 2. /= | интегралыны елементар функ ијалар 


Р 
Их 
васитәсилә көстәрмәк мүмкүн дејилдир. Чүнки m= 0, п=4 


олдуғундан р = --. ғ) я и 


1 
+ — іст тдэдлэринин ћзч бири там әдәд олмур. 


Мисал 3. Ј, = ју + ах т>2) интегралним ћесабламалн. 


Бурада т-0,л-л вә ре 1. олдугундан р = 3, 
л л 


п 


Èt : 
= зә — + р= = әдәдләринин һеч бири п #2 олдугда 
п 


+1 
там эдэд ола билмәз. л = 2 олдугда исә "—— + р әдәди там 
п 


олур, ја'ни Ш һалда көстәрилән шәр; едэнилир. Демәли, Ja 
ивтегралыны л 3-2 олдугла елементар функси)аларла костар- 
мәк мүмкүн дејилдир. л = 2 олдугда исә 

Ан [VT ах 
интегрелыны р: спонал фуяхси) ын интегралына ҝәтир: әк үчүн 
а кей РЕЧНОГ: 

Кге # едр 9 азиз 

әвәзләм:синдән истифадә етмәк олар. Онда 


J= ез) за б... || 1 
2 (3-1) 4 Jli 


1 1 
+ Er y] Е [ее - 


t 


itl 


-18184-11- 


1-3 | еси + 
Бурада £ әвәзинә ИЕ 
де пряча ра t УХ Се 
см фул ху 14 = 
L (nft VEFi] +V AFi) +С. 


m 33 


ифадасини јазссг, аларыг: 


$ 11. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКСИЈАЛАР, ДАХИЛ ОЛАН’ 
ИФАДЭЛЭРИН ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ 


1. Универсал эвэзлэмэ. Тутаг ки, 
| R (sin х, сов х, tgx, сір х, sec х, соѕес х) dx (у 
шәклиндә интегралын һесабланмасы тәләб олунур. tgx, сір х, 


ѕес х вә соѕес х функси]алары һесаб әмәлләри васитәсилә сіп х- 
вә соз х илә ифадә олундуғундан 


sin х cos x 1 
х= , Ех = ~ 5 = даг 
ч cose’ “E а лай аи я 
(1) интегралы һәмишә 2. 
јео x, cosx) dx , (2) 


шәклиндә интеграла чеврилир. Буна көрә до анчаг (2) ин 
. те- 
гралынын һесабланмасы илә мәшғул олаг. ® 
(2) интегралында 


х 
=т=? (3) 
әвәзләмәсини апараг: 
х= 2 атс t, dx = 24 = E сов 
Б! 146" sinx =21п 2 чт” 
гү 2t Е 
------- , соз х= оз 2. іт 5 -1-8 
з 1-а 2 2 1487 


Онда һәмин интеграл f ләјишәниндән асы 
сијанын интегралына чеврилир: о 
В (віп х, cos х)ах = | (35 гр) 24 
р R 14-87 14-81 1-0 {афа 
асионал функсијанын интегралы исә һесаблана били 
Демәли, % шәклиндә һәр бир, интеграл (3) ВИ 
васитәсилә расионал функсијанын интегралына ҝәтирилир. 
Буна көрә дә (3) әвәзләмәсинә „универсал тригонометрик 
әвәзләмә* дејилир. Универсал тригонометрик әвәзләмә бә'зән 
оне paraman функсијанын интегралына кәтирир 
диҝәр эвэзлэмэлэрдэ! а 
барил бур. paan истифадә етмәк даһа, 


Мисал 1. л={ “ах 


их Интегралыны һесабламаг үчүн (3) 


әвәзләмәсиндән истифадә едәк, Онда 
14034 зар 
J =f ) АЫ 1 а 
5 7 та 2) а ана + 
(1 1 1-4 
асе. Тв 
р 2 2 ЕТ 218: +6. 


34 2 


2. | sin™ х сох" хах шәклинда интеграллар. Бурада л вә л 
фаснонал әдәдләр олдугда t = їп х вә Ја t= COS х әвәзләмәси 
васитәсилә верилмиш интеграл биномнал диференсиалын ин- 
тегралына ҝәтирилир. Доғрудан да, £= соѕ х әвәзләмәсини 


көтүрсәк, онда 
: 1 


sin х = (1 — соб x)? = (1—0), dt = — sin x dx 
1 


А "ах--(-йу * ш 
олур вә верилмиш интеграл 


sin™x соѕ" х dx = — fra ЦВ) * 4 
шәклинә ҝәтирилир ки, бу да биномиал диференсиалын инте- 
гралыдыр (5 10). т вә п там әдәдләр олдугда верилмиш ин- 
теграл ја билаваситә һесабланан интеграла, ја да расионал 


функсијанын интегралына кәтирилир. 
а) Тутаг ки, т= 2-4-1 (т истәнилән там әдәддир). Онда 


верилмиш интеграл ё = соѕ х әвәзләмәси васитәсилә расионал 
функсијанын интегралына ҝәтирилир: 


{зїп®*!х-соз° х dx = — f sin™x-cos" ха (cosx) = 
= -| (1 — cos? x)" cos" x d (cos x) = — f (1 —#) t° dt, 
буп-?к--1 (п истәнилән там әдәддир) олдугда t=sïnx 
әвәзләмәси васитәсилә верилмиш интеграл расионал функси- 
јанын интегралына ҝәтирилир, | 
в) т вә п әдәдләринин һәр икиси т=2к> 0во и = 2%>0 
кими мүсбәт чүт әдәдләр олдугда 


СИ Өрөм S "жеш. жуу Ж 7 
5х = -- 2 соѕ2 х, с0$?х = ry о <982< (4) 
дустурлары васитәсилә верилмиш интеграл 
Е Р np « 
sin?" х сов” х ах-| (+ БЕА <ов2х | (- + 
2 2 4/2 
12 5 
== х 
+- os 2х) 


жими Јазылыр. Интеграл алтындакы икиһәллиләри көстәрилән 
дәрәҹәдән гүввәтә јүксәлтдикдән сонра соѕ2 х-ин гүввәтләринә 
нәзәрән чохһәдли алыныр. Тәкдәрәҹәли һәдләр 6) һалында 
кестарилан гајда илә һесабланыр. Ҹүтдәрәҹәли һәдләрин ин- 
тегралыны исә (4) дүстурларыны јенидән тәтбиг етмәклә кичик 
дәрәҹәли гүввәтләрин интегралына ҝәтирирләр. Бу просес 
| соз кхах интегралына ҝәлиб чыхана гәдәр давам етдирилир. 

4) т вә п әдәдләринин һеч олмаса бири мәнфи ҹүт әдәд 
олдугда Ё = tgx вә Јахуд Ё = сір ж әвәзләмәси васитәсилә Bè- 


зэ 5 


рилмиш интеграл |а билаваситә ћесабланан интеграла, ја да 
расионал функсијанмн интегралына кэтирилир. 
Мисал 2. J, = | соз* х dx ийтегралыны һесабламаг учун (4) 


дүстурларынын икинчисиндэн ис ифадэ едэк: 
љ= | (1 + соз 2x)? dx = yfer 
1/ 4 2] 


сс52х4х- 


= ыны жерді 1(1.- сова х 
+ 119 24-4. х+4 бархан ахд 
1 1 р 1 эе 3 
=—х+— 2х+ — жж Я 
4 + т 51 + НИЙГ sin4x +С т х+ 


1 ааа т. 
+ ап? + о ып4х +С, 


3. Тригонометрик функсијаларын һасили дахил олан 
Гепа, (ятахсээ х dx, | созахсозфх dx 
интеграллары 
sin: x-sinĝ x = + [os (а — 8) x — соз (e + 8) х], 
макс х=. [зїп (=+ 8) х + зїп (а — 6) х], 
соза xicos 5-1 [сов (а + 8) x + cos (а — 8) <] 
дустурларыны тетбиг етдикдэ билавасита һесабланыр. 
4. Тр гонометрик функсијалар . ахил, олан 
| ““созвхах во јез ах 
интегралларыны һесабламаг үчүн 
(е“соввх) = е" (2с058х — 85103 х), 
(ез ял х) = e™ (asin? x+ 8сов8х) 
бәрабәрликләриндән интегр:лалтм функсијалары тапаг: 
(ecos px) + — 


а ар 
В 
=» 
Бу бэрабарликлари инт:гралласаг, аларыг: 
5277 2. (acos х +6 sin З x) e“ 
Je соз? хах = шинин сл шинийн , 
|ёчиаёхах снай хо сөзі е” ре 
атр, 76, 
5. Һиссә-һигсә интеграллама Үсулуну тәтбиг етмәклә 


| x" cosa ха, | у sina xax, Јес, 


ё*сов@х . 


(езіп х), 


ет х = 


(e ѕіпзх) == ” (е соз х 


|| x" arcsin ах. [ хТагс соѕлах, | хас Хах, 
| x" arc ctg x dx 


иптегралларыны Кесабламаг олэр. 
Мисал 3. /, х? аге igx ах интегралыны һиссә-һиссә ин- 
тегралаама усулу илә ћесаблајаг: 
ш=21с10Х, 0 = х ах, 


3 


х 
== асјх— 
+ 4х 3 есе 


3 
ПЕ Ж кы 25 лау пи Азайды 
-+т} гә) 4 = È ара =y t + +? + С. 


ххиФасил 
МҮЭЛЭН ИНТЕГРАЛ 


$1. ИНТЕГРАЛ ЧОМИ ВЭ MYƏJJƏH ИНТЕГРАЛЬН 
ТЭ’РИФИ 


Сонлу ја, 6] парчасында |ерләшән вә 
a =X ху<--<54-- Р 
мунасибэтини өдәјән ху, Хүү... Ха нәгтәләри верилдикдә, дејирләр 
ки, [2. 6] парчасы кичик (хх. хе] (к= 0, 2-1) һиссәләринә бө- 
лүнмүшдүр. Бу белкуну бир Пер ле ишарә едирләр: 
7-7|а-х,<х,<-<ха- 0]. и) 
(хе, хол] парчасынын уз туну Ах, илә ишарә еләк: 
хина. Ах, (г = 0, т Г) әдәдләринин ән бејују 7 бөл- 
хүсүнүн параметрі адланыр вэ ^(7) илә ишарә олунур: 


һ=(Ту= тах Зла. 

оскеп— Р 

Тулаг ки, у ~ /.х)функсијасы сонлу о < х <> парчасынлаг 

тәјин олулмушдур. [а, 2] парчасынын белунду]у кичик |х, 

хү.) парчаларынын һәр биринин дахилиндә ихтијари бир Є 

[ха Xas] (к — 0, п— Г) негтаси кетуруб ашагыдакы кими ҹәм 
д үзәлдәк: 


(2) 


23 
ЦРЛОСЛ 3) 

же 
Бу чамин гијмәти |a, 2] гархасынын 7 белкүсүндэн Bè 
+, негтолориним сеҹ̧илмәсиндән асылыдыр. (9) чәминә Јо) 
функсијасынын (а, (| парчасы да интеграл «э» и дејилир. | 


Тә'риф 1. Тута? ки, сонлу J вә истәнилән кичик Myc- 
бәт є әдәди учун елә 8:>0 әдәди вар ки, [а, 6] парчасинмн 
2(7)<8 шартини өдәјән ихтијари 7 бөлкүсү вэ $y С [хь хен] 
(к=0, п—1) нөгтәләри үчүн А 

|А(Т)— < 
Фарабэрсизли/й өдәнилир. Онда J әдәдинә Ј,(Т) интеграл 
ҹәминин (Т) ~ 0 шәртиндә лимити дејилир вә 


1—1 
J= lim Л) = ит У Р) А 
эсу-д қт-а,2, 
KUMU јазылыр. 

Интеграл чаминин (вә ја буна охшар башга-ифадәләрин) 
лимити, ардыҹыллығын вә функсијанын лимити анла|ышла- 
рындан фәргли олан јени анлајышдыр. 

Тә?риф 2. f(x) функсијасы учүн (а, 5] парчасында дүзэл- 
Muu (3) интеграл «әминин М(7)-0 шәртиндә сонлу Ј ли- 
мити варса, онда f(x) функсијасына (а, b) парчасында un- 
тегралланан функсија, / әдәдинә исә онун [а, 6] парчасын- 


да муәјјән интегралы дејилир 21 Р(х) dx илә ишарә едилир: 


b 22 
дах = т, Хк) а (4) 


В 

Бурада f(x) функсијасы интегралалты функсија, а вә b 
әдәдләри, ујғун олараг, мүәјјән интегралын ашары вә Јухары 
сәрһәдләри, х дәјишәни исә интеграллама дәјишәни адланыр. 


Тә'рифдән ајдындыр ки, мүә)ән интегралын гијмәти интег- 
раллама дајишаниндан асылы дејилдир: 


[одах | рда (лада... 


Музјјан интегралын тә'рифинә әлавә олараг гејд едәк ки, 
а = b Олдугда музјјан интеграл 
» 


| леда: = 0 
бәрабәрлији илә, а > 8 Өздү исә 
b a 

(юож-- ио ах 


кими тә']ин олунур. 


Мүәјјән интегралын те'рифики биринҹи дәфә Риман! вер- 
дијиндон бо'зан (3) ҹәминә Риманын интеграл чәми, (4) 
интегралына исә Риман интегралы дејилир." ó 


* Беригар Риман (1826—1866) мәшһур алман ријазијјатчнсмдмр. 
зв 


э|рэн интегралын тә’рифи һаггында бир мәсәләни бурада 
е Г етмәк лазымдыр. Әкәр |а, 5] парчасыйын де 
күсү учун à (7) = 0 шәрти өдәнилирсә, онда |а, 2] парча 3 
нын ајрылдығы кичик [хк, Xup) парчаларынын сајы о. х 
эдэди дэ сонсузлуга Дахынлашар. Бунун тэрси исә доғру де 
јилдир. (а, 2] парчасыны кичик һиссәләрә елә бөлмәк олар к , 
белкудан алынан кичик [xu Хаза| һиссәләринин сы сонсуз 
луға Јахынлашдығы (2 со) һалда, бөлкүнүн парай сари 47) 
сыфра |ахынлашмаз (Х(7у-1-0). Лакин [a,b] парчасы бора р 
һиссәләрә бөлүндүкдә № (7) 0 вә п- со мүнасибәтләри екви: 
валент олур. Бу һалда интегралын (4) тә'рифини 

b 


| өд т E 7605ж 9 


: маг олар. 
Хи арчага то'јин олунмуш истәнилән о) функси- 
нын һәмин парчада мүә)ән интегралы вармы : 
шүлэг јохдур. Һәр ше)дән әввәл, (0, 2) парчасында интег 
У А haya олмалыдыр. 
анан функсија һәмин парчада һөкмән мо 
Бақы ы ДЫҢ кенше (а, 6] парчасынла гејри-мәһдуд 
оларса,онда % нөгтәләрини елә сечмәк олар ки, (3) интеграл 
чэми мүтлэг гијмәтҹә ни гадар бејук әдәд олсун. Беле 
ә сонлу лимити ола билмээ, 
ыл, [а, b парчасында та'јин олунмуш / (х) функсија- 
сынын мәһдуд олмасы, онун һәмин парчада интегралланан ол- 
масы үчүн зәрури шәртдир. Лакин бу зәрури шәрт, јә'ни функ» 
сиранын мәһдуд олмасы, онун интегралланан олмасы ТИЕ ка-, 
фи дејилдир. Мәсәлән, |0, 1] парчасында то'јин олунмуш мәһду 
D(x) Дирихле функсијасынын (XI, % Хүслэн мүзі- 
гралы |охдур. Доғрудан да, |0, пај - 
Ape aapa әввәлҹә Ё, нөгтәләри олараг ујғун 
кичикпарчаларда расионал нөгтәләри, сонра исә нөгтәләри ола- 
раг иррасионал нөгтәләри көтүрсэк вә «Дун интеграл чэмлэри 


дүзэлтсэк, онда ујғун олараг Ja(T)= У 1-Ах‹=1—0=1 вә 
к=0 
1—1 


ва Ja (7) = У, 0-5хк = 0 олар. Буна ҝәрә дә Ј. (7) ҹәминин 


к==0 ж 
À -0 шәртиндә % нөгтәләринин сечилмәсиндән асылы 4 
хїн КЕ јохдур, фәни D (х) функсијасы |0, 1] парчасын 
ејилдир. 
Я Хон шне ни интегралланан олмасы үчүн кафи 
шәртләр сонракы параграфларда кестарилир. 
% 


Мисал 1. | хах (а < 6) интегралыны һесабламалы. 


39 


Бу мәгсәдлә [а, 5] парчасыны ашағыдакы негталарла и бә- 
рабәр һиссәјә бәләк: 


Ха, Ху- аж, хз=а+28,.. 
да = а + 
(к= 0л, 


раг [ху, Xal парчасынын сол учуну көтүрәрәк, 7 (х)= х функ- 
<ијасы үчүн низегфал мәми ' дүзәлдәк: 


-.. һ?) ж ҺАхұ- Ж (а +кћ) + 


; ‚хл = а +(п—1)8, 
х b. ) 


` Бурада Ах,» k = L ‚ п—1). је нәгтәси ола- 


шал — 
1 ba "E ba К 
Фе = к=( —а)а+- 
O= пта-) 2 _ 
та атайын 


Бурада биз 1+ 24+: + (1 - 1) = 8-5 мүва. иботиндан 
истифадг етдик (әдәди силсиланин. сами) Ашындыр, 24 
дт Л (7) = 906—4) + E = (-а) 


0да 


зэ в 


4 i 


Мисал 2. 1 віп хах интегралыны һесабламалы!. 


Бу Балда (0, «| парчасыны ху 0, ху= 


нөгтэлэри васитәсилә п бәрабәр һиссәјә”. бөлэрэк вә fx пог 
тә- 

дәри олараг у)ғун кичик парчаларын сағ узуну сечәрәк Нох) == 

= 5.0 х функгијасы М {чүн и теграл чәми дүзәлдік: 


ло- ў зїп ( ИЕ Ў зю. 


22 "ы ы 
Бу чәми талмаг үчүн онун үзәрин, 1 у 
кка үчү үзэриндэ ашагыдакы чевирмә- 
2 Я Жж се = ЖЕТЕ >- 
24402 6 2 і 


2 2 =: 5 ТАЙТЫН 

АГ Х.'х вэ И 

) в | sin х dx иктеграяларынын варлыгы 4- -AY параграфын 1-ҹи 
P a ајдындыр. 7 


Бурадан 
2 + уз 
іш Ја (7) = Ни — 2005: |=2 > . 
азе Са ЕРТЕ 2л Ы 
2n Ы 


ва ја 42 ө, Ж 
Н . : ; 
| зїп хх = 2. 5 


Бу мисаллар көстәрир ки, мүг}јән интегралын, тә'рифинә 
әсасән, ј:'ни интеграл ҹәминин лимити кими Несабланмасы мү- 
рәккәб чомларин лимитинин һесабланмасы илә бағлылыр. Мүә]- 
Јән и тегралларын садә һесабланма үсулл ры илә ҝәләҹәкдә 


($8, 59) таныш слачағыг. 2 


$2. ДАРБУ ЧЭМДЭРИ | : , жа 


х 
Сонлу |a, /| парчасында мәһлул олан жхтйрари 10%) функ-/% 3 
сијасы кетурак. |a, 2] парчасынын истенилен A 


Тја = са «әла md] 2 С, 
бөлкүсү үчүн та'јин олунмуш > м 
пуат inf ј(а), (ка б, п—1) 5 
РРЭт без ЗЫ 
гә . ji 
Aja = ач а 
кра 70) (к= Dai) КОКА | 
коуијјатлори васитәсилә ашағылакы чэмлэри дүзглдэк: 
же. Я 
=. (ту У м, Ах», 2 
5 = ; 
Бин Ү МАХ. Е е 


Бу ҹәмләрә ғә фуікел сынық; уіғун олараг, ашагы 82 
Јухары Дарбу! ҹәиләри вә ја ашағы вә |ухары SHARPO 
ҹәмләри дејилир. Ајдындыр ки, + 7 

т<) <М 2-7 


1 Гастон Дарбу (1842—1917) фрёнсыз ријази Јатчысыдыр: . $ ~ 


~ | ж 


|“. бараборсизлијини еда]эн һәр бир мәһдуд f (x) функсијасы үчүн 
4 т(-а)<8,(7)<5.(7)<М(5-а) (3) 
+ олар. Доғрудан да, Ms < М, вә Ахұ> 0(к-0, 1,.., п-1) ол- 

дуғундан : 


mi ; .-. ` 
чуо SalT)= У т.Ах,« У, Мак = 5 (Т) 
эш к= 


аларыг. Бундан башга, 


а . 
8,(7)- У М.А, «М У Аж = (а) М 
=; ра) кə 
вә 
na 23 
18,(7)- У та хет У Ах, (ра) т. 
к=б 23 
Дарбу чомларинии даһа ики мүһүм хассәси вардыр: 
Хассә 1. ја, 5] ларчасынын Т бэлку нөгтәләри сырасына 
Јени белку нөгтәләри әлавә етдикдә ашағы Дарбу чәмш 
азалмаз, јухары Дарбу ҹәми исә арт маз. 
Доғрудан да, тутаг ки, |а, 2] парчасынын 
5 T =T |a = xo < xi <x << An =b] 
белку негталари сырасына Јени бир хұ негтоси әлавә олун» 
мушлур: . 


T =T [a= < <... Сто ка ба < ха =]. 
Бу 7 вә 7” бөлкүләринә ујғун олан ашагы Дарбу «амлари 
үчүн һәмишә 3 


151 « * 
5. (7\ = У тА хк = туб ху +. тб жи. ++ 


РЕЈ 


то А хо < тб хо... + (А же тах) +... 
+ MaA ха а = Sa (T°) 
бәрабәрсизлији доғру олар. Бурада" 4 


m= Ш 
хүсээ, 


700, те „ит 100, Аххх] 
е КОЛА 


Аж жал Хы Meg Me теста КҮ БАН 
ори назәрә алынмышдыр. ` 
ни мүһакимә илә јухары Дарбу ҹәмләри учун 5, > 
. > Sa(T') бәрабәрсизлијинин доғ у вуну Јохламаг о 
Хассә 2. Истәнилән бир 1, белкусунг ујғун олан ашағы 
42 є а У 


эми, ихтијари башга бир Та белкусуно у/- 
БА даму аа 5,(7,) Жарбу ҹәминдән бејук ола билмәз. 
Доғрудан да, T, вә Т; бөлкүлэринин бирлэшмэсиндэн иба- 
рәт Олан бөлкүчү 7,07, илә ишарә етсәк, 1-ҹи хассәјә вә 
(3) мүнасибәтипә көрә 
Sa (T) < Sa (71073) <5Һ(7,07;) < Sa (Тә). 


(3) бәрабәрсизлијинлән ајдындыр ки, һәр бир мәһдуд / (х) * 


функсијасынын бүтүн ашағы Дарбу ҹәмләри јухарыдан, бүгүн 
јухары Дарбу чэмлэри исә ашағыдан мәһдуддур: Ё ` 
Sa (T) < М(5—а), mb — a) < Sa (7). 
Byna керә дә 
Ja = Sup {5 (7) |, /* = inf fS (7)] ò 
мијјатлари сонлу олар (IX, $9). 2-чи хассәјә вэ (3) муна- 
т Керә исә ихтијари 5:(7) вә 5„(7) Дарбу чәмләри 
учүн ашагыдакы мүнасибэт лоғрудур: 
(Г) «7, << 5, (7). А {4} 
7, ва J? әдәдләринә, ујғун олараг ашагы вә /ухары Дар- 
бу интеграли дејилир. 
` 63. мудјјон ИНТЕГРАЛЫН ВАРЛЫГ МӘСӘЛӘСИ 
Тутаг ки, f(x) сонлу |а, 2] парчасында мәһдуд функсија- 
хар. а. 6] парчасынын ихтијари 7 белкусу үчүн интеграл вә 
Дарбу чәмләри дүзәлдәк:- : 
СЕ 
„(Т)= E Ах» 


pe 
тез 


5.07) = У тах 
=o 


2 
5,(7)- E Мах 
ко 
Б tk к. жә) (к = (6, л— 1) ихтијари негталар ол- 
меры Бұл барабарсизлијини вә буна ҝәрә дә 
75. (Т) сл) < Sa (7) (9 
борабгрснзлијини jasa биләрик. Бунлан башга, Дарбу чэмлэри 
үчүн. A 

— 

a 5.(7)— (7) = У [M — m] å хи у 

као = 
- Sa (T) = 5), Sa (7) = зар 0, 73) (3) 


мумасибатлорини алмаг олар. Бурада о = М, — My комијјетино 
Ка) функсијасынын |х, Хе) парчасында pecu дејилир. 


у ЕЕ ё 


Хожа» (2) 


Теорем. (а, 2] парчасмнда тәјин олунжуш жәйдуд 

У Рк) функсијасынын бу парчада шитегралланан oñ- 
жасы үчүн 

да, [5а(7) - sa (7)] = 0 (4) 


нунасиботинит өдәнилмәси зәрури во -ка fu загртди р. 
Шэртин зәрурилији. Тутаг ки, f(x) функсијасы (а, 6] nap- 
» 


5 часында интегралланандыр ва 7+ [л ах онун музјјан ин- 


тегралыдыр. Онда мүәјјән интегралын тә'рифинә көрә истани- 
лән •> 0 әдәди үчүн елә è> 0 әдәди вар ки, ^(7) $ шәр- 
· тини өдәјән ихтијари 7 бөлкүсү вә ихтијари Е. © [än х..:| нег- 
тәләри үчүн 
14317)-41 «эс вә ја Ј —е < (7) < Ј +: 
"барабар: излији едэнилир. Бурадан, (3) бәрабәрликләринә әсасән 
4-:<5.(7) < $, (Г) </+в 
мунасибети алыныр ки, бу да 
li (7) = = 
к ^‹ цас ПЦ бус 
вә ја тэлэ5 олунан 
Іш (5.07) — sa (7)] = 0 


Ат) - 
бәрабәрлијинин догру олдуғуну кестәрир. 

Шәртин кафидији. -Тутаг ки, (4) бәрабәрлији едэнилир. 
Онда әввәлки параграфдакы (4 мүнасибэтинэ кора 7, = /* 
олар вә J= Jy = Ј* әдәди учун 

6) 


(7) <7 < $ (T) 
бәрабәрс: злији өдәниләр. 

(1) вә (5) бэрзбарсизликлэриндан чыхыр кн, истәнилән 
620 әдәди үчүн елә ё > 0 әдәди вар. ки, A(T) < 8 шәртини 


дәјән ихтијари 7 бөлкүсү учун 
14,(7)-3| е 
бәрабәрсизлији өдәнилир. Бурадан 
lim (7) = 7 
мт +0 


алыныр ки, бу да / (х) функсијасынын (а, 4] парчасында ин- 
теграл: анан олдугуну кестарир. 
(2) барабэрлијинә әсасән ашагыдакы нәтиҹә :влыныр: |. 
|4. 2) ларчасинда тә'јин олунмуш мәһдуд f(x) функсија- 
сынын бу парчада интегралланан олмасы учун 


nal 
2148, Х =Ах-0 к. 


“бувагддгишнин: одгнилмаси зәрури вә кафи шгртдир. 


2 44. КӘСИЛМӘЈӘН 83 МОНОТОН ФУНКСИЗАЛАРЫН 
727 МИТЕГРАЛЛАНАН ОЛМАСЫ 


теорем 1. [а, 01 иярчасында к/сплжоа /(х) функси- 
Јасы һәмин парчада интггралаанамдыр. 

Исбаты. Ма лумдур ки, парчада кәсилмәјән функсија һә- 
мин парчада мәһдуддур (ХШ, 58) вә мүнтәзәм кэсилмэ]эндир 


(ХШ, 9 10). Буна көрә до ихтијари 2 20 әдәди үчүнелә%>0 


вар ки, ја, 6] парчасынын |х — х"| < % бәрабәрсизлијини өдә- 
үлт ихтијари х’, х” нөгтәләриндә 
G 


1700-17). < = , 
бәрабәрсизлијн өдэнилир. Инди ихтијари 2,2 0 әдәди учун 
ја, 5] парчасынын белкус\ ну EAD хөтүрэк ки, 5,7) < олсун. 
Бу һалда | (х) функсијасынын истәнилән | Ху, Хил») парчасында 
рэгса 


== Ме = ту - 1 (59-10 = | Нд К) < 


мунасибатини өдәјәр. Бурада биз, |х, Хе. | парчасынла кгсил- 
мәјән J (х) фунхсијасыхын һеч олмаса бир х, нөгтэсиндэ hd- 
мин парчадакы эн бејук гијмәтини М. = /(х.), һеч олмаса 
бир хұ нөгтэсийдэ ән гичик гијмәтини ту = f (хх) алмасындан 
(ХИ. $8) истифадә етдик. Онда |а, 2] парчасынын һәмин 
бөлкүсү үчүн 

өші ж 
54(7)-547,- E өАх, <= Уле 

Ён) 


22 
iim [5 (7) — 5, (7)] = 0 
ту -0 


олар ки, бу да fir) фунхсяјасывын |а, 6] парчасында интгг- 
раллинан олдуғуну көсгәрир ($ 3). 

Теорем 2. |в. 0] парчасында тәни олунмуш MO- 
nomon /(х) функсијасы hinun парчада име PARAN- 
нандыр. 

Исбаты. Умумилији азалтмалаи, фәрэ елек ки, /(х) pyak- 
сијасы [а, г] парчасында азалмајандыр. Онда / (х) функсијасы 
(4, 6] парчасында мећдуд олар вз парчанын истәнилән |Хє. 
| һиссәсиндә рәгси Г = 

юу = Мы — ту == f (Хи 1 — f (Xu) > 0 4 
кими та'јин олунар. Беләликлә, |а. 0) парчасынын истәнилән 


вә ја 


7 белкусу учун Ё А ха Л 
ami НЕ 2. 
5.0) — sa (Г) = E mana) жш Ч 
ке0 к=? 


ал 


з 


т nel . эх - Е 
=A) E Ибн) б) (| (0) =] (а)] 
вә буна көрә дә Шы; и “Сы 
цайг і ‚йт, [$(Т) ~ sa (7)] = 0 


олур. Демәли, / (х) функсијасы (а, 6] парчасында интегралла- 
нандыр. 82% 

Гејд, Китабын ХІ фәслиндә ($ 7) исбат етмишдих ки, (а, $] парзасын» 
да монотон олан f(x) функсијасынын boxin парчада анчаг биринчи нев 
кәсилмә нөгтәйәри ола биләр. Бу кәсняма негталори сонлу сајда вз ја эн 
хоху ћесаби сајда ола билэр. Кәстәрмәк олар кн, тәкҹә хонотон фунхсија- 
aap дејил, бу хассәјә малик олан бүтүн мәһдуд функсијалар да интеграл- 
банандыр, Башга сөзлә, (а; b] парчасмида мәһдуд вә бу парчада эн чоху 
ћесаби сајда хәсилмә негтаси олан һәр бир фунєсија һәмин парчала miter. 
ралланандыр. № 


$ 5. MYƏJJƏH ИНТЕГРАЛЫН ЭСАС ХАССЭЛЭРИ 


Мүә)ән интегралын интеграл чеминик лимити олмасына 
зсасланараг онун бир сыра хассәләрини мүәјјән етмәк олар. 
у хассәләр, истәнилән интегралланан функсијалар үчүн догру 
олдуғуна бахмајараг, бурада кәсилмәјән функсијалар үчүн ис- 
бат едилир, Буна көрә дә бахылан бүтүн функсијалар бурада 
кәсилмәз Һесаб едилир. 2 
Хассэ 1. Сабит вуругу мугјјон интеграл ишароси ха- 
puruna чыхармаг олар: У 


2 è 
fef de == “дах д) 


(р сабит әдәддир). 
Исбаты, Тә'рифә көрә [а, b] тарчасынын истәнилән T 
белкусу учун 
b 


nai 
Ы 8760 іш, У аГ(бја = 
4 “ханд 


ла 


ý b 
= (ат, Eroan] = 81 јада 


олар, Хусуси һалда, | (x)= 1 оларса, онда 


2 ami 
dx= ен Ах, = 
р кт, Х Ах. 


алыныр, 
6 т му 


| сајда (х),...‚ fo (х) функсијаларынын 
асаа са vay ana p топлананларин мугјјан интег- 
ралларынын чамина бәрабәрдир: Ри 
- Бри 
ет поа È f мок. ЕС) 
Е л к=12 е; ч 
И сбаты. Тә'рифә көрә КЕ; 
bf m в. т ғ и 
dx= lim Ж Р | бо аи = - 
ИР 2 099 00а у: | 


ЈЕ Ж - 
-È [in оова ]- ік 2 
нана AR у к 287 
фаро) еа | гак [вх 9 


Хас са 3. Истәнилән с нөгтәси yes 2 
[коа = {тшдак + [ах 2% -9 
а г: 


4 
бәрабәрлији доғрудур. _ 

и ЫН ты. Оеволча а < с <{ф- һалына бахаг. ја, 2] парна 
сынын истәнилән 7 белкусуну апараг ‘ғә мүә)ән Ep 59 
варлығы к нөгтәләрянин сечилмэсиндэн асылы олмадыгындан, 


с вөгтэсини белку нөгтәси кетурарак, f(x) функсијасы үчүң 


интеграл чәми пүзелдек 122 ý 
5 5 
ме Рл У Неја С 4 

= 


22 


Бу ҹәми |а, с] вә (с, 6] парчаларында јерләшән ујеун ћис- 


салер үзрә ики чәмә ајмрмаг олар. 
anja 


H= Х нал E ГЭ 


16.4 коа 


Онда ахырынчы бәрабәр- 


кими јазараг, Х(7) — 0 шәртиндә лимит» кечсәк (5) барабар- 


и аларыг. 
Ла аар ae 3 < с оларса, онда исбат етдијимизә әсасән 
r + В 


іпәж-і деін 
а, Г Чы У м 


{тог $ poar- {пах 
ИЕ ы 


ЛЭ і 
Олар. Бурада š b 


‹ у 
тне -f Ро)ах 
: 
олдуғуну ($ 1) нәзәрә алсаг, јенә дө (5) бәрабәрлији алыныр. 
Галан ћалларда да (5) бәрабәрлијинин доғрулуғу ејни гајда 
илә исбат олунур. 
Нгпичг. Сонлу сајла с,,.... Сп нөгтәләри учун 


{шах да үне фрла (6) 


бәрабәрлији доғрулуг. Бурада бахылан бүтүн интегралларын 
варлығы фәрэ олунур. 
Хассә 4. а<х<5 парчасинда f(x) > 0 оларса, osda 
П 
f f(x) dx >0. | 
: 
Исбаты, |, > 0 вэ Ахк > 0 олдугундан 
v a-i 
1 Рахе т, Үг Ах, >0. 
Нәтиҹә, а<х<9 парчасында f(x) <y (х) бәрабәрсизли- 
ји оденилирса, сида р 


› b 5 
Ро) ах {е (ах. (0 
r .. 4 
Доғрудан да, $ (х) - |(х) > 0 олдугундаи 


{9-50 


олар. Бурадан 
b b b v 
Шарды | о) ах > 9, Їе (х)ах> | Рб) ах 
2 4 : 2 
алыныр. 


Хассә б. а<х-<5 „арчасында кәсидмәјән истәнилән | х) 
функсијасм үчүн 


сэвх 


` бәрабәрсизлији догрудур. Б 

Исбаты. Мүтләг гијмәтин тэрифинэ (IX, 47) көрә х-ин 
16, 51 парчасындакы бүтүн ги)мэтлэриндэ. Ке 
РО) Р) «11031 Ы ara 


ь 
< 1а (8) 


48 


олар. Бу бәрабәрсизликләри һәдбәһәд интегралласаг 
ь р v 
— f IF fde < f 1 )ах< (дік 
Н 4 3 


мүнасибәти алыныр ки, бу да (8) бәрабәрсизлијинин доғру ол- 
дугуну_кестэрир. 

Бу Хассә илә әлагәдар олараг reja едәк ки, f(x) функси- 
jacu [а, 2] парчасында кәсилмәјән олдугда |/(х)) функсијасы 
да Нэкин парчада кәсилмә)ән олур. Буна көрә дә /(х)-нн Ја, 6] 
парчасында интегралланан олмасындан |/(х)|-нн дә һәмин парчада 
нитегралланан олмасы чыхыр. Бу тәклиф истәнилән интеграл- 
ланан функсија үчүн дә догрудур. Р(х) функсијасы (а, 5} nap- 
часында интегралланандырса, онда | (х) | функск|асы да һәмин 
парчеда интегралланандыр. Бунун тәрси доғру олмаја да би- 


ләр. Мәсәлән, 
Ређе + 1, х ресаонал әдәд олдугда, 

— 1, хаирраснонал эдэд олдугда 
функсијасынын мүтлэг гијмәти || (х)|==1 һәр бир сонлу nap- 
чада интегралланандыр, өзү исә интеграллаван дејнлдир. 

Хассә 6. |a, 2] ларчасынын анчаг бар нөгтәсиндә сыфыр- 
дан фәргли олан функсијанын интегралы сыфра бәрабәрдир, 


ҮЭ > 
109-10 74e 5616. 0] - 9 
w хэс 
шоклинда фумкса)анын интегралы сыфра бәрабәрдир: 
» 
дах = 0. 


а 

Исбаты. |а, 2] парчасынын истэнилэн Т белкусуну апар- 
лыгда с негтаси бөлкүдэн алынан киҹик (Ху, Хе: | парчалары- 
нын энчаг бирннэ дахил олар: Xm < ска»: Бу һалди fel) 
функсијасынын интеграл чэминдэ анҹаг икн ћәд сыфырдан фәрг" 
лв ола биләр: 


21 
^0) E РЕЈА хет К omi) Ахаа fi о) А Жа. 
: ри 
Бурадан 
144(7) | Р Cam) ПА о) Хај < 
«(14 ха + | Ахо|) 
бәрабәрснзлији вә А (7) — 0 шэртиндэ догру олан 
. 0«14хд-114-14ха| «25(7)-0 
шүнгснбэтинэ әсасән /„(7) — O(A — 0) алынар. 
Нәтиҹә. (а, $] тарчасында интегралланан ) (л) уғғси- 
Урсынын бар с Є (а, В] нөттгсиндә гијмотини дојишдирмок 
онук интегралланмасмни вә интегралыны дојишмир. 


Доғрудан да, /(х) функсијасынын с нөгтәсиндә гијмәтини 
дәјишмәк онун үзәринә (9) шәклиндә функсија әлавә етмәк 


демәкдир: 
% (0 = f (x) А. (ж). 


6-чы хассәјә көрә { те (х) ах = 0 олдуғундан, 
: а 


" b › ь 
[еб ак |$ (E) dx + | fele) dx= | (x) ак, 


"Хасса 7. [а, | парчасында интегралланан Кх) ва +(х) функ- 

сијаларынын һасили дә һәмин парчада интегралланандыр. 

Бу хассани муэ]эн интегралын варлыг теореминә әсасән 
исбат етмәк олар. á 


56. OPTA ГИЈМОТ ТЕОРЕМИ 


Теорем. f(x) вәе (x) фунхеијалары [а, b) парчаеми- 
да косилмо)энс функсијалар олдугда во ә (х) функсија- 
сы бу парчада ишарәсини дојишмодикдо, елэ а < + <b 
ногтоси вар ки, 


ь А 
[Дох о (ах = E) је дах 1) 


а 
бәрабәрлији өдәнилир. 

Исбаты. /(х) функсијасынын [а, 5] парчасында ән кичик 
гијмәтини m = inf f(x) вә ән бәјүк гијмәтини М = sup f (х) члә 
ишарә етсәк, х-ин һәмин парчадакы бүтүн гијмәтләриндә 

те х) < М . (2) 
олар. НЕ учун фәрз едәк ки, |а, 6] парчасында е (х):>0. 
Онда (2) бэрабэрсизли]ннин һәр үч тэрэряни ә (х) функсија- 
сына вурмагла 


А тех) < [(х) (х)< Мех) 
аларыг. Бу бәрабәрсизлији һәдбәһәд интггралласаг, 
mf pides лужа: <M | аах (9) 
-4 BE- Н 
олар. В 
Әкәр Те (хуйх =0 оларга, онда (3) бараб»рсизлијанз ҝә- 
iof 


ГИ 

рә | Р(х) ? (х) їх -0 алынар. Бу һалда (1) бәрабәрлији / х)- 
í А 

ин истәнилән $ С (а, 5] нөгтәсиндәки гијмәти үчүн өдәниләр. 
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1 
fe (х)ах > 0 олдугда исә (3) мүнасибәтиндән 


ју деб) 
L <M 
[#04 . 


т< 


бәрабәрсизлији алыныр. Бурадан ајдындыр ки, 
b 


SFO Pix) de 
= —====р (4) 
| одах 


әдәди т <y <M шэртини”едэ]ир. Онда кәсилмәјән функсијала“ 
рын мә'лум хассәсинә (XII, $8) ҝәрә |а. b] парчасынын һеч 
олмаса бир 5 негтәсиндә / (t) = т олар. Буну (4) бораборлијин- 
дә нәзәрә алсаг, (1) алынар. 1 

Нәтиҹә. | (х) функсијасы |a, $] парчасында кәсилмәјән 
олдугда, елә а Lk < негтаси вар ки, > 


в 
11(дах- 0-а) ДӘ 6) 
а 
бәрабәрлији өдэнилир. 
(5) бәрабәрлијинин доғрулуғуна инанмаг үчүн (1) мунаси- 
b 
бәтиндә © (х) == 1 вэ (ах =(b— а) олдуғуну нәзәрә алмаг ла- 
4 


зымдыр, 
45) бәрабәрлијини ашағыдакы кими јазаг: 
к 


qi [ах = 70). 


Бу бәрабәрлијин сол тәрәфиндәки әдәдә J (х) функсғ|асы- 
нын (а, 2] парчасында орта гијмәти дејилир. Буна көрә дә 
исбат етдијимиз нәтиҹә. орта гијмәт теореми, (5) бәрабәрлији 
орта гијмәт дустуру вә исбат етдијимиз теорем үмумиләшмиш 
орта гијмәт теореми адланыр. \ 


8 7. ЈУХАРЫ СЭРВЭДИ ДӘЈИШӘН ОЛАМ 
МҮЭЛЭН ИНГЕГРАЛЛАР 


Гутаг ки, y= f(t) Функеғ|асы (а, #] парчасында тә'}ин 
олунмуш кәсилмәјән функсијадыр. Онда бу функсија нстәни- 
дан (а, x] (а < х < 6) парчасында иңтегралланан олар. Һәмин 


" п 


парча үзрә кетурулмуш интеграла 


Реде | а 4” аҙ 


г 
илә ишарә едәк. а сабит эдэд, х исә |а, 6] парчасында aaja: 
“ шан кәмијјәт олдугда (1) интегралы х-ин функсијасы олар. 
Буна көрә дэ, (1) антегралына јухарм сәрйәди дојишан олан 
жугјјон интеграл дејилир. р 
Бурада / (х) функси)асынын мүәјјән хассәләри мэ’лум ол- 
дугда јухары сәрһәди дәјишән олан (1) интегралынын, Јәни 
Е (х) фупкснјасынын ујғун хассәләри ерэнилир. 
7 Теорем. Әкәр f(x) функеијавы (а. b| тарчасында 
ҡәсилмәјәндирсә, онда Һәмин парчанин истәнилән х 


+ чөгтәсимдә б И * 
| Р(х) = Ке) Ё (2) 


(ром) 


бәтабәрли)а догрудур, јәни нуојјен интегралын. jy- 
жары сәрһәдә нәзәрән төрәмәси илинегралалмиы фуик- 
сијада интеграллама дајизиони. әвәзинә ҙухары CIP- 
һәдм јаздыгда алынат гијмәтә бәрабәрдир. 
Исбаты. Аргументә х нөгтэсиндэ А х артымы вериб, Р(х) 
функсијасынын у|ғун артымыны һесаблајаг: 
хаах х 


AF (x)=F (x+ Ax)=F (x)= | 0) f н = 


а (j+ Toa л dt = "рода. 


Алдытымыз интеграла орта гијмәт теоремини тәтбиг етсәк, 
> зах 


м х 
4 Аға)- Í 104 =) (улх, &Є [5, х + Ах] 
Бурадан ИГД ` 
A ) А 
З 828 а Ех, х+ да] (3) 
бәрабәрлијини аларыг. Ајдындыр ки, Ах +0 шәртиндә & >x 
олур. Буна көрә дә (3) борабзрлијии/ Ах — 0 шэртиндэ an- 
Ба кечсэк вә / (х) функсијасынын касилмаз оллуғуну нәзә- 
Р алсаг, 


о воја · 


іш, 32-21 Юе па) | 


вә ја 
F (x)= f (x) 


олар. 
55 


Нәтиҹә. (а, 6] парчасында кәсилмәјән f(x) функсијасн- 
нын һәмин парчада ибтидаи функсијасы вардыр. 
Доғрудан да, f(x) кәсилмәјән функсија олдугда Р(х) = 


РА {а функсијасы онун ибтидаи функсијасы олар: Р'(х)= 
=j > : й 
Бу нәтиҹә әслиндә гејри-мүәјјән интегралын варлыг TEO- + 
ремидир. 
23 


$ 8. НУУТОН-ЛЕЗБНИС ДУСТУРУ 


Ге|д елэк ки, мугјјон интегралын интеграл чеминин лимити 
кими (јуни билаваситә тә’рифинә эсасэн) Һесабланмасы нис- 
бәтән чәтин мәсәләдир. Бу усулла интеграллары һесабладыгда 5 
чох заман мүрәккәб чэмлэрин лимитини билаваситә тапмаг 
лазым калир. Ма'лумдур ки, һәтта садә интегралалты функсија- · 


лар үчүн интеграл ҹәминин лимитиви һесабламаг бэ’зэн бөјүк 2. 


техники чәтинликләрлә бағлы олур. 

Интегралалты функсијанын ибтидаи функсијасы мэ’лум ON- 
дугда мүәјјән интегралы һесабламаг үчүн чох элверишли бир 
дүстур мо лумдур. , 

Теорем. |a, 6 | варчасымда косилмодон f(x) функсија 
сымын ибтидаи. фуннсизаларыноан бири Ф(х) функ- 
сијасыдырса, онда 


(ла ах= Ф) — ba) ~ 
2 ГА 


у (322 


ба 2 ЖА А Р Кн 


дустуру догрудур. а) дүстуруна. Нјутон-Лејбнив С” 


дустуру дејилир. 

Исбаты. Шэртэ көрә Ф(х) функсијасм [а, 2] парчасында 
кәсилмәјән f(x) функсијасынын ибтидаи 
биридир. Әввәлки параграфда исбат етмишик ки, 


вод уда > 


функсијасы да һәмин функсијанын ибтидан функсијасыдыр. 
Верилмиш функсијанын KKH ибтидан функсијасы бир-бириндән 


анҹаг сабит бир әдәдлә фәргләнә биләр (ХХІ, $ 1). Буна xo У 


рә дә жел : 
т довод +с Б 2) 
- ж % 

Ї fdt = 0 
олдуғуну нәзәрә алсаг, С=—Ф(а) тапарыг. Бу гијмәти (2) бә- 


{ Ы -2 Жу 
олмалыдыр. Бу бәрабәрликдә х=С көтүрсәк в: 


ункси)аларындан”, - 


рабәрлијиндә јеринә јазыб, сонра "да а, 
Ре пева руно | р: лынан бәрэбәрликдә 


b 
| | 14: = Ф(2) — Фа) \ 
аларыг. 00 Е Е ~ 


= Ea едәк ки, (1) дустурунун саг тәрәфиндәки фәрги чох 
џ SHT Toa Фа) р 
еі =ош | 


"о B) — Фа) = 192 >: 
кими ишарә едирлэр, Бу һалда Нјутон-Лејбнис дүстуру 


Л [04-с (2) 


кими јазылыр. Верилмиш /(х) функсијасынын бүтүн ибтидаи 
функсијалары бир-бириндән анҹаг сабит эдэдлэ фәргләндик- 
ләриндәң Ф(5)—Ф(а) фәрги Ф(х)/нбтидай функсијасынын Ce- 
чилмәсиндән асылы дејил. /(х)-нн: бүтүн F(x), Ф(х),... ибти- 
дан функсијалары учун 


Е) — F(a) = Ф(8) — Фа) =. өө дах | 


фәргләри сабит олур, 
иса 1. Зе 


> b БЭ 

өн 1 

хи ма Df (5711 ұлты 2 

f ын n+l | пл 5 =“ Me D 
Мисал 2, 


› 
foire E] = а — а), (а>0, 2+1. 


Мис ал 8. * 


f sin хах == — cos х [5 --(-1-1)-2. 


А % i 
Јухарыда ($ 1) бу интеграл м 1 
эсасан һесабланмышдыр, Р Yala" калын Taigaa 
Мисал. 4. : 


ЧЭ | 
Ї =їш = 00—081 2,7. 
мисал 5. 


з 
Ју У-и У 2—У5. 


1$ 9. MYƏJJƏH ИНТЕГРАЛЫН ҺЕСАБЛАНМА “* ” 
УСУЛЛАРЫ ҺАГГЫНДА % 


Музђан интегралын интеграл ҹәминин лимиты кими вэ 
Нјутон-Лејбнис дустуру васитәсилә һесабланмасы һаггында 
әввәлләр данышмышыг. Бу усуллар музјјан интегралы һесаб- 
ламаг үчүн үмуми усуллар һесаб олуна биләр. 

Музјјан интегралын интеграл чәминин лимити кими ћесаб- 
ланмасы усулу принсипчә бүтүн һаллара тэтбиг олуна биләр. 


Лакин алынан интеграл чәмләриннн лимитини һесабламаг бе- ` 


мк техники чәтииликләрлә батлы олдуғундан бу үсул әксәр 
Ћалларда элверишли дејнлдир, 

Муэ]эн интегралларын Нјутон-Лејбнис дустуру васитәсилә 
һесабланмасы нисбәтән элверишли усулдур. Бу үсулла мүә)ән 
иктегралы һесабладыгда исә әввәлҹә ујғун гејри-мүәјјән HH- 
тегралы һесабламаг тәләб олунур кн, бу да чох вахт әлве- 
ришли олмур. Буна керә дә биру HOX мүәјјән интеграллары 
бә'зән хүсуси үсулларла һесабламаг даһа мунасиб олур. Белә 
хүсуси усуллармн бир нечәси ашағыда кестарилир. 

1, Бисса-писсо интеграллама, 

Теорем 1. (а, 5] парчасында кәсилмәјән вә нәсилмә- 
Зөн төрәмәләри олан О= 0(0) вә У = Р(х) Функеијала- 
ры үчүн 


b 
{дады =) VR — {мд D 


борабарлији догрудур. Бу дустура мүәјјән интеграл 
үчүн һиесә-һиесоә изитеграллама дүстуру дејилир. 
Ис баты. Ики функсија һасили төрәмәсинин һесабландығы 
Чо) = Uee) VEX) + ОХ) У'(х) 
дүстурунун һәр ики тәрәфини [a,b] парчасы үзрә интеграл- 
лааг: 


» b » 
[100 У (Fax = {0 (а) (а) ах + | UC) У%) ах = 


% - {vdu (адау, 


4 
Бу бәрабәрлијин сол тәрәфиндәки интеграл Нјутон-Лејб- 
вис дүстуру васитәсилә һесабланыр: у 


ь 
| 106) VANY dx = {0 (УО). 
Опла “оз қ Қ | \ 
100) МӨ = | VEAU dx) + Осаму 


\ 55 


вэ ја тәләб олунан 
b 


дүстуру алыныр. _ 5 8 шээсэн 


! Uxa Veo = 1003) ба - | Убай) 


ш 


И _ Мисал 1. ЭЭ интегралыны а) дустуру илә һесабла- 


маг учун Их) = ја х ве 4И(х) = а (=. ћесаб едэк. Онда 


јен $msg- јез d 2 92- Lete 
х 


Маи „= атр—14+ 202 2. 


з 
Macaa 2. З= тая (л > 0 там әдәддир). 


Бу интегралы һесабламаг үчүн һиссә-һиссә интеграллама 


дүстуру васитәсилә рекуррент дүстур алмаг олар. Онда: 


рекуррент дустуру алыныр. 


на әсасән 


Ж э м “ 
Ја == { за” х.а(— соз x) = |—вїп°”%х.созх + 
К. 5 
: 3 
2 ог “кобі = (d7 1) X 


* 


4 ; : 
«Хх! sin? (1 — sin? х) dx = (п — 1) (Ла 5). 
в н ЕЕЕ 
„Бурадав > Бај 2 5 
2, 047 ма ца Цэн (2 


Әкәр п==2т оларса, онда Jam = 2 олхугундвн (2) дүстуру- 


#=2т+1 олдугда нсә 
Е 2m (а-2 із). 
И mi иген 


п. йүн интегралда дэїншэнн әвәзетмә. 


Теорем 2. Тутаг ки, 1) f(x) фумнсијасм |a, b) nap- 
часында кәсилмәјәндир; 2) ж=т(1%) функсијасы вэ онун. 
Ф() төрәжәси |a, 8] парчасында кәэсилмәјәндир; 3) 
% В парчасында 
р а = gla) < 400) < 9(8)=0 с 
мунасиботи а Отба 


[лов = fre 513 


эв 4 
бәрабәрли)и sorpi 

Бу дүстура мугјјен антегралда йн, әвәзетмә дус- 
туру дејилир. 

Исбаты. Теоремин шэртлэриндэн ајдындыр ки, f(x) функ- 
сијасы |а, 2] парчасында, 7[9(2)]%'(0) Функсијасы исә [а,б] 
парчасында интегралланандыр (ујғун парчаларда кәсилмәз ON- 
дуглары үчүн). Бундан башга, әкәр Р(х) функсијасы /(х)-ин 
Һәр һансы ибтидаи функсијасыдырса, онда /(#(#)) Функсијасы 
ла Лео (9 ЁО бууцан нбтндан функсијасы олар. By- 
радан, Нјутон-Лејбнис дустуруна көрә 
% 


1 fix) dx = F(b) — Fla) = РВ) — Fiol) = | йн бэе (04. 


(3) 


зэ ја тәләб олунан 


[иди = {леу бе ОЙЛ, 
дустуру алыныр. su 


Мисал 3. J= (уатшжах интегралыны дәјишәнн әвәз- 


етмә дустуру васитасилә Һесаблајаг. 

х = аѕіп ё әвәзләмәсинх көтүрсәк, і дәјишәни 0<# < T 
парчасында дәјишдикдә 0<х<а олур. Ё=0 олдугда х=0. 
і- F олдугда fca х= авіп = — =a олур. Онда 4х-асовгаг 
вә (3) Мауна көрә; 


Ј= үе гаї sin Ға соз} = а? = tdt = 
ТЕК) 
иг 


= а 


ТРАН 
+: , 
227 
Ге] д. Теоремин бүтүн шәртләрн мућумдур. бизин hap halteu бнри 2 
“вданнамэдикдэ (3) дүстуру доғру олмаја бнлар. Буна керә дә теоремин 


“ 


түн шәртләринин өдәнилдијини јохламадан (3) дустурупу тәтбиг етмәк ол- 
маз. Мәсәлән, 

{х= 

а 


бәрабәрлијинин сол тәрәфиндәки интегралы 
Е Ч ах с. ах 
= | соз? x+ sin? x “1 costa (1 + 162 2) 

кими Јазараг, ахырынҹы интегралда 6-6 х әвәзләмәсини апарсаг (50-0, 

19-0)” онда > 


ға № 
к= ја [т к= 0 


+ кими мәнасыз бәрабәрлик аларыг. 


Бунун сәбәбн одур ки, t=tgx (0<х<т) бәрабәрлији илә тә'}ип олуџан 
х=(ђ функсијасы косиландир (шокил 198). Буна көрә дә теоремин шәрт- 
ләри өдәниямир вэ (3) дустуруну татбиг етмэк олмаз 

Ш. Тәк вә чут функси- 
јанын симметрик парча 
үзрә интегралы. 


Тутаг ки, /(х) функси- 
Јасы симметрик |—а, а] пар- 
"часында тәјин олунмуш 
чүт функсијадыр, ја'ни х-ин 
[—а, а] парчасындакы бу- 
түн гијмәтләриндә 


Шокил 198 * сеу у(х 


бәрабәрлији едэнилир. Һәмин функсијанын |-а,а| парчасы 
үзрә көтүрүлмүш интегралыны 


[де = [foa |де 


кими jasar, Сағ тәрәфдәки биринҹи иџтегралда х----/ әвәзлә- 
мәсини апарсаг 3 


Їндвх--ис-д и фода уба 
4 | d ; 


+ ах = өше ах- (1004 
po рө +) 00а 20 
вә Ја 

а 4 

(к) ах = 2] jix) ах (4) 
мүнасибәтини аларыг. Демәли, чүт функсијанын симметрик 
58 


парча үзрә интегралы, һәмин функсијанын парчанын )арысы 
үзрә интегралынын ики мислинә бәрабәрдир. 

Инди фәрз едәк ки, [—а, а] парчасында /(х) тәк функси- 
јадмр. Онда 


ода = | ts | лода =- (оба + 


: a А a 
+ сэв | яддаг | хїйс,» | fidet 


а 


+ ро ах=0 
вә ја а 

}Ј0)ах = 0. (5) 
Мисал 4. 

| ухах - ај osxax = 2[з1пх]$ = 0. 
Мисал 5. 
feas -0 (2= 0, 1,...). 

Мисал 6. 


ја — зїп х)?ах = Ївх-а ЕТ + Гзихах- 


= eap a stèr de m 2e а ае аек 
o 


sin 2х | 


— | cos 2#dx = 3=— 
ò 


$ 10. ТЕЈЛОР ДУСТУРУ ГАЛЫГ ҺӘДДИНИН 
ИНТЕГРАЛ ШӘКЛИ 


Фәрз едәк ки, y=f(x) функсијасынын х=а нөгтәсини өз 
дахилинә алан һәр һансы интервалда п-+1 тәртибли кәсилмәз 
төрәмәси вардыр. Онда һәмин интервалда ](х) функсијасы 
үчүн 


– у год) КЕЛ; ааз) 
19 5 а-а | к-ӨЧ Oa 0) 
= : 


Тејлор дустуру дору олар. 
5 


Бу дустуру исбат етмэк учун 
ТЕ пип 
R) = 2-| (= уу" "(ш (ә 
интегралыны ардыҹыл олараг һиссә-һиссә интеграллајаг: 


Код = е Очу O = E уу (02 + 


Ha) 
ЛЭ) a4 
28) (ка) + 


+ = 0) 0) ан 


пинова ээ 
+ је Da Руј = = 
= -È аар 
вә Ја 


ШҮР 
олны (х= а) + fh). $ 
5) 

Бурадан (1) дүстуру алыныр. 

(2) ифадәси Тејлор дүстуру галыг ћодд 

с оддинин интеграл 
Ма адланыр Тејлор дустуруну (XVI, 55) бир смра масла: 

рэ тотбиг едәркән, галыг ћоддини интеграл шэклинда көтүр- 
мәк чох вахт әлверишли олур. ҮР 


$ И. МҮӘЈЈӘН ИНТЕГРАЛЫН ТОГРИБИ 
ҺЕСАБЛАНМАСЫ 


la, b] парчасында кәсилмәјән f(x) 
увала жы Хх) функсидасынын ибтидан 
b 


{ 1охах (1) 
интегралыны Нјутон-Лејбнисни 
b 
ах = F(b) —F (а) 


дүстуру илә һесабламаг олар. Лакин кәсилмәјә! 
ибтидан функсијасыны һәмишә тапмаг шинэ РА анын 


6 


qunan функсија гејри-елементар функсија олур. Буна көрә дэ 
(1) интегралыны тэгриби ћесабламаг лазым колир. 

Бир чох практики мәсәләләрин һәллиндә интегралалты 
функсија анҹаг ҹәдвәл шәклиндә верилир. Белә һалларда да 
(1) интегралы тәгриби, һесабланмалы олур. 

Верилмиш мүәјјән интегралын тәгриби һесабланма дүсту- 
руна квадратур дустур дејилир. 

Myəjjən интегралын ән садә тәгриби һесабланма дүстурла- 
ры, јони квадратур дүстурлары онун тә'рифинә әсасән алы- 
ныр. Бу дустурларын бир нечәсини бурада көстәрәх. 


[а, 2] парчасыны хк = а+ к 1—4 (к=0, 1, 2.21) нөгтәләри 

п 
васитәсилә л бәрабәр һиссәјә ајырсаг, онда 

b пла 

Поах- E |е) ах. (2) 
2 ко 5, 

1, Дузбучаглылар дустуру. Јенә ла (4, 0} парчасыны хе = 

= ape”? (к = 0, n) нөгтәләри васитәсилә л бәрабәр һис- 


п 
сәјә бәләк вә /(х) функсијасынын бу негтеләрдәки гијмәтлә- 
рини ујғун олараг 
уо= Иль), У: = КК). Уа = Ида) 

илә ишарә едәк. Бу һалда л-ин бәјүк ги|мәтләриндә 

ЫН 

| ДауахасусгАх, (з) 

% 


тәгриби бәрабәрлијини көтүрмәк олар. Бурада 
йн AART == (к = 0, 1,... 0—1). 


(3) тәгриби бәрабәрликләрини тәрәф-тәрәфә топласаг, 
онда 


y = 
(одах- еу), Ф 
! “ 2 


тәгриби бәрабәрлијини аларыг, Буна (1) музјјан интегралынын 
тәгриби Нес’бланмасы үчүн дузбучаглылар дүстуру дејилир. 
(3) тәгриби бәрабәрлији әвәзинә 


а мал а, 
| Даудхагусагахы | Лхуйхаг/(25-255- эх 
2 ёс 2 
вә с. кими тәгриби бәрабәрликләр көтүрсәк, онда дүзбуҹаг- 
лылар дустуру ујтун олараг 
b 220 
јак Хувь 
: = 
бі 


вә с. кими олар. е 
(4) дүзбучаглылар дүстурунун сағ тәрәфиндәки ифәдә (Хх) 
функсијасынын интеграл ҹәмидир. Буна көрә дә 
па h Аи ша и) - рег 29 
олар. Демәли, (4) дүзбучаглылар дүстурувун мүтләг хәтасы 


алат јуан ва (z > ») © 


п- оо шэрүйндэ ЕРА Маниле кэмиђәтдир. Бунун тертнби 


һаггында нә демәк олар? 
х) функсијасынын (а, 2} парчасында биртәртибли мәһдуд 


төрәмәси олдугда еқ 
· М < и Г 
барабарензлијн доғру олар. Бурада ` 
‚М = supir ОО. 

(7) бэрабарсизли]ини асат етмәк учун Лагранж дустурун- 

дан алынах 
О) О) = 1/'@) (х— хд| < М, е ху] 

бараберсизлијиндон истифадә едәк. Бу һалда 


42) 
ЕКЕ) шаа! « 
м 


үй Дх)ах— ус “| - 
Жы 1 Г 
< м, | ж-Хдах- 


2 
олар. Уш (7) Хөтасы учун тәләб олунан 


фе ах — 554 Р|Е У о | (ле 4х— ж«Д< 


5) ыы 
á СЕЕ ЕЛЕСІ 
< || лов шаг = Үл ия 


дустуру алыныр, 
M. Трапесијалар лустуру. Бу км (8) эвгэннэ 
ээ 


| даз мад, 


мах) _ Мор 
во 


(Кај = 


@) 
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[из әсе = у (=) ЭГ" 


таке = i РА 
тәгриби бәрабәрлији кетурулур. Бу {тәгриби бзрабарликлари 
тәрәф- тәрәфә топламагла 

хөвөө эе 2y: +27; H: 
тагриби бэрабэрли]и алыныр. Буна (1) боча интегралынын 
тәгриби һесабланмасы үчүн трапесијалар дүстуру дејилир. 


vH уе + уа) (9) 


Трапесијалар дустурунун мүтләг хәтасы, һаггында ашағы-” > 


дакы тәклифи сә)ләмәк олар: 
Дх) функсијасынын. Ја, р] пврчасында икитәртибли wahaya 


төрәмәси олдугда 


вм - ов у 155 Taa 4654 (о 
бәрабәрсизлији доғру олар. р. Бурала’ 
Мұз зара) | 


(8) тәгриби бораборлвји /,(х)-Ах4-В хәттұ функсијасы 
үчүн дәгиг бәрабәрлијә чеврнлир. Бурадан ајдындыр ки. (9) 
трапесијалар дүстуру хәттин функсијалар үчүн дәгигдир. . 

Бундан башга, л ‘(белку нөгтәләринин сары) артдыгча (9) 
тәгриби бораборлијиним мүтлэг хәтасы азалыр, јони һәмин 
тәгриби берабгрлијин дэгигли)и артыр. 

Гејд: едәк ки, (10) бәрабәрсизлији (7) бәрабәрсизлијини nc- 
бат едәркән апардығымыз мүһакимә Ялә-мсбат олунур. 

Ш. Параболалар (вз ја Симпсон) дустуру. (1) интегралы- 
ны тагриби ћесабламаг үчүн бу һалда (а, 5] парчасыны 

a= Xi LRI См Сон Сх Б 
нөгтэлэри васнтәсилә 2л сајда бәрабәр һиссәларә ајырырлар. 
Әввәлҹә (Хан, Хокат] (к=0, 1,..., л-—1) парчасы үзрә кетурул- 
мүш 
Ы ГЭ 


4-Вх--С аз) 
ын) эмсалларыны елә сечэк 
Энэ! ува (Хээ, уна) вег- 


Бух} = А 
квадрат учћодлисинин (Ni 
ки, онун графики (Хак уза), (Хань 
тәлариндән кечсин, Онда. 
22) 


Шы жылы. эол (Дежа аза 
29 4 
+ 20и) жесте лөр зі аж бук буена Буна) 
= = куһ зрна ко 
олар. Р(х) фалак (Ха, Хаказ| парчасыкда графики 


: Т и {00985 А (пу : 


интегралынын тәгриби гијмәтини һесаблајаг. Бу мөгсэдлэ , ` 
у 


(парабола) /(х) функсијасынын һәмин парчадъкы графикина 
ахын олдугундан . 


ЕСЕ дака Т ах 
зэр ші ки 5 Г 
ЗЕЕ T Даа == ҮЕ (ух ухаа + Уз 2) (13) 


Ки 
тәгриби бәрабәрлијини алмаг олар. Бу тәгриби бәрабәрликлә- 
ри тарәф-тәрәфә топласаг, 


ныг (ух унал Уәде 
5 к=о 
Абеу) ТАРА ум) + 
50 аб ЊУ, + + Ул-:)] (14) 

тәғриби бәрабәрлијини аларыг. Буна музјјан интегралын тэг. 
рнби һесабланмасы үчүн параболалар дүстуру (вә ја Симпсон 
дүстуру) дејилир. 

(14) параболалар дустурунун мүтләг хатасм һаггында аша- 
ғыдакы тәклиф мә” лумдур: 

Жо) функсијасынын |а, b) парчасында дөрдтәртибли məh- 
дуд тәрәмәен олдугда 


1 
к-а 
бәрабәрсизлијин догру олар. Бурада 

265 Ме зар“ хл 


< Mez 
180-029): 09) 


233 (уак 1 4улаа + Ужа) | < 


к-о 


Бу бәрабәрсизлик кестэрнр ки, парабодалар дустуру интег. 
ралалты f(x) функсијасы хәтти (Ах--8), квадратик (Ах!-- 

Вх-+С) ва кубак (Ах? 8х:-+Сх4-1)) функсија олдугда п-дэн 
асылы олмајараг мүәјјән интегралын дәгиг гијмотини верир. 
Чүнки бу һалларда УУ? хуво, M,=0 вә буна көрә дә (15) 
"барабарсизлијина әсасән Ra =0 олар. 

Экэр мүәјјәк ннтегралнн параболалар дүстуру васитәсилә 
= дагиглији илә тәгриби гијмәтини тапмаг лазымдырса, онда 


М9 2, 
180-{2л)‹ 
әрабәрсталннлан там л әдәди элн тапылыр: 
9222 %2 a> y ШЕ. 506) 
сира нса (а, 5) парчасыны 2л сајда бәрабәр ћиссојо 66- 


ларак ук(к=0, 1,..., 21) кэмиЦэтлери йссабланыр вә белолик- 
лә дә (14) дустуру гурулур. 

Мисал, J= ! е- 
тәсилә <--0,000005 дагиглијн илә ћесаблајаг. 

(16) мунасибатиндан ајдындыр ки, бу һалда л=10 көтүр- 
мәк олар. Онда 9л--20 вә /--а--2 олар. у-е ү функси]асы- 
‚ 19, 20) агачын ње 


“Дх интегралыны Симпсон дүстуру васи- 


1 
нын хк== кс (к==0,1, 2... 
ләрини аш накы чәдвәл шәклиндә |азаг: 2 


ЁС 
уте к тирөтләри 
« жа Р 
«то кило ЕСІ Ке 
| 
o ° 0 1 
| Е 0.1 0,1 0.99005 
2 02 904 0,96079 
3 оз ою | 0,91393 
а 44 046 „955214 
5 05 025 0.77880 
5 08 036 0,69768 
| 1 7 049 “ oes | (үр 
054 |1 : 
| 9 93 951 0,44486 
10 10 1% 0,36788 
и ИП 121 0.29820 
| R 12 ҮЙ 0,23699 
ШЕ 13 169 0,18452 
14 14 196 0.14086 
15 15 225 : 0.10540 Вэ 
Т 18 256 007730 
7 17 289 005556 
18 18 324 оду 
| B 19 ЕС бозо 
20 20 3 0.0182 354003 
01812 341102 


Бурадан (14) дустуруна әсасән 
f жээ :01832--4-4, 41102 + 2- 3,90003) = 0,88208 


.. по 


аларыг. 


зе 


ХХІІІ ФЭСИЛ 


МУЗЈЈОН ИНТЕГРАЛЫН ТЭТБИГЛЭРИ 


$ 1. ИНТЕГРАЛ НӘЈӘ ЛАЗЫМДЫР? 


Ријазијјат елми чох гәдим дөврдән |эранмага башламыш- 
дыр. Ф. Енкелс Јазыр: „Бүтүн башга елмләр кими, ријазијјат 
да инсанларын әмәли еһтијаҹларындан: торпаг саһәләринин во 
габлерын тутумуну өлчмәкдән, вахтын есабланмасындан вә 
механикадан әмәлә кэлмишдир.“! 

Ријазијјатда |аранмыш илк методларла анҹаг чох cana фи- 
турларын саһәсини, садә э]рилэрии узунлуғуну, дүзкүн фигур- 
ларын һәҹмини вә с. һесабламаг мүмкүн олурду. Бу заман ћо- 
мин әјри вә фигурларын хүсуси хассәләриндән истифадә еди- 
лирди. Ријазијјатын, физиканын, механиканын вә б. елмләрин 
инкишафыны исә бу тә'мин едә билмәзди. Буна көрә дә гар- 
шыја чыхан һәјати мәсәләләри һәлл етмәк үчүп үмуми метод- 
ларын јаргнмасына бејук еһтијаҹ вар иди. 

Квадратын, үчбучағын вә с. саһәсини елементар Һәндәсә 
методлары илә һесабламаг олур. Бәс ихтијари әјри илә әһатә 
олунмуш фигурун саһгсини, ихтијари сәтһлә әһатә, олунмуш 
ҹисмин ћочмини неҹә һесабламаг олар? 

Бүтүн бу мәсәләләри һәлл етмәк үчүн Јаранан үмуми ме- 
тод —интеграл Несабыдыр, Интеграл һесабы, Јаранлығы илк 
дөврдән мүстэгил, диференсиал һесабындан асылы олмадан 
инкишаф етмишдир. Сонралар (XVII—XVIII әсрләрдә) дифе- 
ренсиал вә интеграл һесабынын чох дәрин әлагәси кәшф eani- 
мишдир ки, бу да ријазијјат вә башга елмләрин сур’этли HH- 
кишафына сәбәб олмушдур. 

Мүасир ријазијјатын әсас анлајышларындан бири олан мүәј- 
Јән интеграл ријазијјатда вә бүтүн башга елм саһәләриндә ке- 
ниш тәтбиг олунур. Саһә, һәҹм, иш, сүр'әт, әјринин узунлу- 
ғу, әталәт моменти вә с. кими кәмијјәтләр мүәјјән интеграл 
васитәсилә һесабланыр. 

Муэ]эн интегралын тәтбиг олунмасынын әсас схеми белэ- 
дир: Тутаг ки, һәр һансы [а, 2] парчасы илә батлы олан са- 
бит А кемијјотини һесабламаг лазымдыр. |а, 6] парчасыны (х, 
ж--Аж] кими кичик һиссәләрә ајырдыгда А кәмијјәти до, АА; 
кими кичик һиссәләрә ајрылыр. Мәсәләнин шәртиндән вә ди- 
кар вериләнләрдән истифадә едәрәк АА, үчүн тәгриби гијмәт 


тапылыр; Ц 
АА 9 (м) Ах. 
Онда ахтарылан кәмијјәт үчүн 
A =F д(х\) Ах (1) 


® 
1 Ф. Енкелс, „Анти-Дуришг“, Азәрнәшр, 1953, сәһ. 34. 
в 


агриби бәрабәрлијини алмаг олур. Верилмиш 'парчаны даһа 
kera [ер бөлдүкчә (1) тәгриби бэрабэрли]инин хэтасы 
азалыр вә нәтичәдә лимитә кечмәклә 


М 
А= (е ах (2) 


а 
кими дәгиг бәрабәрлик алыныр. 

Бир даһа Бы еше, лазымдыр ки, ахтарылан А кәмијјәти 
үчүн тапылан (1) гијмәти, үмумијјәтлә, онун тәгриби гијмәти- 
дир. Һәмин бәрабәрликдә лимитә кечдиклә исә хәта ҝетдикҹә 
азалыр вә нәтиҹәдә дәгиг (2) гијмәти алыныр. 

Буна көрә дә (1) ҹәминдән (2) интегралына кечмәк чох 
мүһүм әмәлијјат олуб, мүәјјән интеграл анла)ышынын japan- 
масына сәбәб олмушдур. Ријазијјат тарихиндә дә белә олмуш 
вә „5“ ҹәм ишарәси (әввәлләр ҹәми „битта“ (ҹәм) латын се- 
зүнүн биринҹи 5 һәрфи илә ишарә едирдиләр) дәјишәрәк ин- 
дики | (интеграл) ишарәси шәклини алмышдыр. 


$ 2, МҮСТӘВИ ФИГУРУН САҺӘСИ ВӘ ОНУН 
ДУЗБУЧАГЛЫ КООРДИНАТ СИСТЕМИНДӘ 
ҺЕСАБЛАНМАСЫ 


Тутаг ки, јухарыдан y=f(x) әјриси вә ашағыдан у--е(х) 
әрне (е(х) 277 илә ја |анлардан х=а вә х--8 дүз хәтлә- 
ри илә һүдудланмыш мүстәви фигуру верилмишдир (шәкил 
199). [а, 6] парчасыны 

Т-Т(а-х<%х, Lx L- L Xa- L Xa =b) 


нөгтэлэрн (7 бөлкүсү) илә кичик [хк, Хен) (к-0, 1,..., 2—1) 
парчаларына ајыраг. f(x) вэ е(х) функсијаларынын [хь, Xx] 
парчасында ән кичик вә эн бејук гијмәтләрини ујғун олараг 
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тај) т (9), М) ва М,(е) илә ишарә едәк. Һәр бир (хх. 
Хк+ї] парчасына ујғун ики дүзбучаглы гурмаг олар: 

І. у=т(/), У=Мк($), Х==Хк, Х--Хкал Дүз хәтләри илә hy- 
дудланмыш ABCD дүзбучаглылары. Бу дузбучаглылар чызыг- 
ланмышдыр вә Ф фигурунун дахилиндә јерлошир. 

П. у= Л), у=тк(е), Х--Хк, Х==хк+1 дүз хәтләри илә hy- 
дудланмыш А*В*С*[)* дузбучаглылары. Бу лүзбучаглылар Ф 
фигурунун ујғун һиссәсини өз дахилинә алыр. 

Биринҹи нев дүзбуҹаглыларын саһәләринин ҹәмини 


547) = У тај) — МА) Ах в) 
илә вә икинчи нов дузбучаглыларын сапэлэринин чомини 
57) = ХІМ4/)- т. Ух, (2) 


к-о 
илә ишарә едәк. T белкүсүнүн параметри (XXII, $ 1) += 47) 
олсун. 

Topup. (1) вә (2) ҹәмләринин МТ) -0 шәртиндә бир-би- 
ринг бәрабәр олан лимитләри варса, һәмин лимита Ф фи“ 
гурунун саћоси дејилир вә 5(Ф) илә ишарә олунур: 


эф "Т ко 4, 


Сонлу саһәси олан мүстэви фигура квадратланан фигур ле- 
јилир: 

[а, 8] парчасында кәсилмәјән flx 
һәмин парчада интегралланандыр (ХХ 


вә >(х) функсијалары 
и, $ 4). Буна көрә до 


è 
569) = 157) = lim S; (7) = Р) 91а (4) 


олар. :у=(х)=0 олдугда Ф фигуруна (шэкил 200) әјрихәтли 
трапесија дејилир. 


Шәкил 200 Шәкил 201 
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(4) дүстуруна әсасән амд әјрихәтли трапесијасынын caha- 


сини ћесабламаг үчүн 
è 


S (D) = | [00 dx (5) 
. 2 
дүстуруну (f(x)>0) аларыг. 

Мисал 1. у= --2 вә х=у? параболалары илә әһатә олун- 


муш фигурун саһәсини тапмалы (шәкил 201). 
Шәкиллән ајдындыр ки, параболаларын кәсишмә негтэла- 
ри О(0, 0) вә М(4, 2) олар. Онда (4) дүстуруна көрә: 
: 
зо ТЕ 4 фа 
5 -ЦҮе 1 ах : 
Верилмиш әјрихәтли трапесијаны әһатә едән у -/(х) (х>0) 
ојриси параметрик шәкилдә верилдикдо дә онун саћасини ће- 
сабламаг олар. Догрудан да, тутаг ки, у-Дх) (а<х<%) 
функсијасы 


жэ. с 
тен) бекет 


параметрик шәкилдә верилмишдир. Бурада х—$(#) функсијасы 

монотондур, |», | парчасығда кәсилмәјән төрәмәси вардыр вә 

а(а)-а, 2(8) = борабарликларини өдәјир. Онда (5) интегра- 

лында t), дх--Ф (ЛЕ эвэзлэмэссни апарсаг вә у= /(х)= 
119(1)] = У) олдуғуну нәзәрә алсаг, 

4 


b в 58 
So) = | Лајах= {71601900 4 = 5(08:048 (ву 


олер. 

Мисал 2. Јарымохлары а вә 
b олан еллипсла әһатә олунмуш 
фигурун саһәсини тапмалы. 

Бу еллипсин (шакил 202) пара- 
метрик тәнлији 


х =асоѕё, с 
эш Фалех) 
шәклиндә Дазылыр (ХХ, 8 3). 
Еллипсин биринҹи квадрантда 
јерлашан һиссәсинин саһәсини 

(6) дүстуру илә ћесаблајаг: 


Шәкил 202 


8-1 уйх = — уе = а sint)dt= 
o 


= + ab {шшк - | (1 — cos 2t)di = 
ё 20 


= AG ён шэг, 
2 2 Й 
Бурадан еллипсин саһәси үчүн 
5-45 кав 
ифадәсини аларыг. 


$3. ӘЈРИХӘТЛИ СЕКТОРУН САВЭСИ 


Мустови үзәриндә ОА вә ОВ радиус-векторлары вә АВ aj- 
риси илә һүдудланмыш Ф фигуруна бахаг (шәкил 203). Белә 
фигура мәркәзи коорлинат баш- 
ланғыҹында олан әјрихәтли Cek- 
тор дејилир. 

Полјар координат системиндә 
АВ әјрисинин р--/(0) (а<8<%) 
тәнлији верилдикдә ОАВ әјри- 
хәтли секторунун саһәсини ће- 
саблајаг. 

Бу мәгсәдлә [а, В] парчасы- 
нын 7 [0 =<<0, <0,<- -- < ас 

Шәкил 203 юм белкусуну көтүрәк вэ 
==, ыр 
=0,—8 шүалары илосверилмиш секто у л һиссәјә белок. 

Тутаг ки, p=f(0) функсијасы Із, 8] парчасында кәсилмә}ән- 
дир. Ј0,, 65+] парчасында /(6) функсијасынын ән кичик гиј- 
мэти т, вә ән бе]ук гијмәти М» олсун. 

Инда, eOK 6.1 бучағында радиуслары р--тк вә р-= Ми 
олан ики даирәви сектор гураг. Бу даирәви секторларын са- 
Һәси, у)ғун олараг 


1 
TMe вә 2 мб, (40, = 01—00) 


олар. Онда биринҹи нөв бүтүн даирәви секторларын (чызыг- 


ои вә Ф фигуру дахилинда Јерләшәнләрин) саһәләринин 


21 

. 907) У тім, а) 
ж-0 

вә икинчи нөв бүтүн даирови секторларын саһәләринин чоми 
n-i 

547)-4-У мїлө, (2) 
? к=0 


олар. Т белкусунун параметри 2--ХТ)--шах |А6] олсун. 
7 : 


Тә? . (1) вә (2) ҹәмләринин МТ)—0 шәртиндә бир-би- 
ринг (372 м лимитлори варса, онда һәмин лимитә 
әјрихәтли Ф секторунун сайәси дејилир: 

22 560) = limsa (7) = 15.07). 


(1) вә (2) чэмлэри [а, 81 парчасында кәсилмә)ән Liwe 
функсијасынын у]гун олараг аша- ,- 
гывэ јухарм Дарбу чэмлэри 
(XXII, $ 4) олдугундан 


5(Ф)- Ит 57) = Пт S(T) = 
10 Ал 


-4 | драг 


ва ја А 
Sto) =} ораз. 
Мисал. р2—а2соѕ 20] лемнискаты (ХІ, $4) илә әһатә олун- 


муш фигурун саһәсини һесабламалы (шәкил 204). 
Шәкилдән ајдындыр ки, 


Шокил 204 


г. Хх 


с! 4 
3 1 2 гах 
цаг аас Цан за 20 | а: 


° 
олар. 


54. ОЈРИ ГӨВСҮНҮН УЗУНЛУҒУ 


Тутаг ки, Г=(АВ) мүстәви әјриси дүзбучаглы координат 
системиндә y=f(x) (а <х <Р) тәнлији илә верилмишдир. [а, 2] 
парчасынын ихтијари 

7-Т(а-х<5<< 

KXL- < Xaa L Xa =D) 
белкусуна, әјри үзэриндэ, 
координатлары у|ғун олараг 
Xx взук= ИХ) (к= 0,1... л), 
олан А = Mo, М,,... „Ма-ь 
М, =В нөгтәләри ујғун 
олар (шәкил 205). Бу 
нөгтәләри ардыҹыл ола- 
раг дүз хәтт парчалары илә 
бирләшдирдикдә Г әјриси 
дахилинә чэкилмиш М.М, М» 

“4 Мь-ЫМо сыныг хәтти 


т 


алывыр, Әјринин М./Муу вәтәринин узунлуғуну Aly илә ишарә 
едәк, Онда Г әјриси дахилинә чэкилыиш сыныг хәттин узун- 
жуғу 
А 9-1 
хс б, Раш Хы, о) 
к= 
олар. Сыныг хәттин эн бејук тәрәфинин узунлугу һ олсун: 
Х == тах (АЛ, А... Alami). 
` Тә'риф. Г әјриси дахилинә чокилмиш сыныг xomm узун- 
лугунун Х-0 шәртиндә сонлу лимити варса, ћомин ә/ријә 
сонлуузунлуглу әјри вэ 
| би 2—1 > 
1-1 УМ, 2) 
као 
ламитина онун узунлуғу дејилир, 
Һамар Г әјриси (ХХ,.5 3) үчүн (јәгин /(х) функсијасы вә 


онун f'(x) терэмаси (а, $] парчасмнда кәсилмәјән олдугда) ` 


42} лимити вар. Доғрудан да, Ах, ~ ду х; ва дуу (хк) — 
—{(ж) слдуғуну нәзәрә алсаг, 
Му Еу (А уу = 


лар. Лагранж теореминә эсасан 
~ 4), Дх) Д) m 
= fide Беки жы) 


олљугундан (1) ҹәми 


а 


Р, У КГ Ах, 
к= 


шәклиндә |азылыр, Бу ифадә |а, ё] парчасында кәсилмәјән 
АЕТ) функсијасынын интеграл чэмидир. Буна көрә дэ 
мүәјјән интегралын тэрифинэ әсасән 

П 


= 13 VERIEN ах, = Тита 
р к а 


олар. Демәли, һәр бир һамар Г зјриси сонлуузунлуглу әјрн- 
лир вә онун узунлуғу 
1 
(2) ах о 


Н b 
L= [VF f Vi 
ә в 
дустуру илэ һесабланыр. 5 
Индн, фора едәк ки, һамар Г әјриси 
ХЭ х= 60), 
+ у=•е) 


<< 20 Ф 


параметрик тәнликләри васитәсилә верилмишлир (ХХ, $ 3) ве 
4'(1) төрәмәси (о, 8| парчасында һеҹ Јердә сыфра чеврилмир. 
Онда 

ВУ Үй 

ах үд 
олдуғуну (ХІУ, $ 10) нәзәрә алараг, (3) интегралында хесс(1) 
әвәзләмәсини (ағзж(а), 2=5(8)) апармаг олар: 


гн (у 1 ҮЙ ауа = [УРФО й. 


Бурадан, (4) параметрик шэкилдэ верилмиш һамар Г ә|ри- 
синин узунлуғуну һесабламаг учун : 


pA А 4 
в 5 
= (VEO OT dt ET 
дустуру алыныр, ` АЕР ЛА 
Е|ни мүһакимә илә уй ы 

х=%(Ф), : Ме Фо» 
У 21) (25:32:54: ы 1 
к=) Жа? Е 


параметрик шәкиллә верилинш һамар Г фәза әррисияян (ХХ, 
59) узунлувуну һесабламаг үчүн 


t= Ї УРОВНИ 


дустуруну алмаг олар. 1 

Мисал 1. А радиуслу чеврә- 

нин (makun 206) узунлуғуну 
һесабламалы. 

Чеврэнин параметрик тәнлији 
х= ша 016240) 
у= Кз! 

олдуғундан (5) дүстуруна әсасән 
алырыг; 


1= (VPO ЕТУ Ра = 


= | V R Sin? КСО аё = 


ж 5 
=> ја =9%6. Шек на 205 


Мисал 2. Тенеловд әјрисинин (ХХ, $ 3) бир будағы ын. 
узунлугуну һесабламалы. à 


Бу әјринин параметрик тәнлији 
х= a(t— sint), 
0<t 
кшй жеу | шге) 
олдуғундан (5) дустуруна көрә алырыг: 
уран лан ж. 
L= {Ушу + (уд dt = да | оа 14: = ва, 
4 8 
Әјринин тәнлији полјар координатларла p=f(0) (2<0<8) 
шәклиндә верилдикдә, јенә дә онун тәнлијини! 
х = 30) сов 0, 
1< 
y=J0)sin0 } werat 
параметрик шәкилдә јазмаг олар (ХХ, 5 3). By һалда 
5 х= 8 (0) сов0 — 7 (0) віп 0, 


ж = f'(0) тв + (0) сос 0 
олар вә (5) дүстурундан 
Жасаған : КУМА БИЦИ УШИ 
t | ИР (740 = | УТУО + ОЕ 0) 


мунасиботи алыныр. 


БА 
к 
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Мисал 3. р--20(1--0080) kap- 
дионда әјрисинин (шәкил 207) 
узунлуғуну һесабламалы. 

Кардионда зјриси полјар оха 
нәзәрән симметрик олдуғундан 
(7) дустуруна көрә аларыг: 


га Гура = 
: 
= 4a [үени = 
2 


= 8a со ав = 16а. 


(8), (5), (6) вә (7) дүстурларында интегралларып јухары 
сәрһәдини дәјишән кетурмакла гөвсүн узуйлугунуй һәмип дә- 
Јишәнә нәзәрән төрәмәсини тапмаг олар. Логрулан ла, (3) 
дүстурунда интегралын јухары сәрһәдини х илә әвәз етдикдә 
гөвсүн узунлуру Х-ин функс, јасы олар: 


Цх) = уте VEN ас 


2 
(интеграллама дәјншәни É илә әвәз едилмишдиг). 
Бу интегралын јухғры сәрһәдә нәзәрән терэмаси вар: 


а(х) жЕ. 
Ө), ГЕИ. 
74 


Буралан гевс диференс̧иалынын мэ’лум ифадәси (ХХ, $ 6) 


алыныр: Уа 

4(х)= V TF Тр ах. (8) 

Ејни мүһакимә илә (5) вә (7) дүстурларындан гөвс ди- 

ференсиалынын параметр вә полјар координатлар васитәсилә 
ашағыдакы мә'лум ифаләләри дә алыныр: 


ақа = Уе + 18(9 dt, 
аце) = V FOF + (вр. 
55. ЧИСИМЛӘРИН! ҺӘЧМИНИН ҺЕСАБЛАНМАСЫ 


Тутаг ки, фәзада О чисми верилмишдир. Бу чисмин, Ох 
охуна перпендикулјар олан мүстәвиләрлә кәс̧ијинин саһәси 
мә'лум олдугда, һәҹмини һесабламаг олар. Q ҹисминин нөгтә- 
ләри абсисләринин эн кичији а, эн бејују исә.0 олсун (шә- 
кил 208). 

О ҹисминин |a, 6] парчасы- 
нып х нөгтэсиндэ (а<х<5) Ох 
охуна перпендикул)ар кечирил- 
миш мустови ило косијинин са- 
һәсини S(x) илә ишарә едәк. 
Фәрз едәк ки, 5(х) функсијасы 
[а, 2] парчасында кәсилмәјәндир. 

Инди [а, 2] парчасынын истә- 
нилән 

Т=тТја= х<х <<< 
Се < Xa =b) ка 
бөлкүсүнү көтүрәк вә ж=х„ (к==б,т) белку нөгтәләриндән 
Ох охуна перпендикулјар мүстәвиләр кечирак. Бу мүставилар 
Q ҹисмини ла}лара белур. Һәр бир maja кичик бир силиндр 
кими бахсаг, онла |Хх, Хуа] парчасына ујғун лајын отурача- 
тынын саһәси Sheu) (<< ка), ћундурлују Ахк= Хи = дк вә 
Һәҹми тәгрибән 5(5,)-Ах, әдәдинә бәрабәр олар. 
Онда бүтүн силиндрләрин һәҹми учун 
п-1 
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VaT) = È 5) ал 0) 
ко 
ифадәсини аларыг. 7 бөлкүсүнүн параметрини Х--Х(Т) илә nma- 


рә едәк. 
` То'риф. (1) ҹәминин Ц7)-0 шәртикдә sunumu варса" 


Әмин лимита О ҹисминин Һәҹми дејилир вә У(О) ила uwa- 
рә едилир: 


ЕГ ауым. o 
* ж-0 


Сонлу ћгчми олан ҹисмә кубланан ҹисим дејилир. 


(1) ҹәми 5(х) функсијасынын (а, 2) парчасынын истәнилән 
T бөлкүсүнэ ујғун интеграл ҹәмидир. Буна көрә да, (2) бара- 
бәрли}индән мүәјјән интегралын тә’рифинә әсасән О ҹисминин 
Һәҹмнни һесабламаг үчүк -. жы 


У(С)- |50) ах: (3) 

- дустуруну аларыг. 4 a 
~ _ Әҝәр 42 чисми y=}(x)>0 (a<x<b) әјрисинин Ox oxy эт- 
рафында фырланмасынлан алынмышса, онда онун Ох охуна 
перпендикулјар мустевиларла кәсикләри даираләр олар. Бу 


ћалда 
5(х) = =у? == [хр 
5% олар вә буна көрә дә (3) дүстурундан 
+ ІЗ 


УК) = = | (Рој ах (4) 
алынар. , - СЕ 

Хусуси һалда, y=f(x), у=ф(х), ЈОд>(х)>О (а<х<5) 
э)рилэрн вә х=а, х= дүз хэтлорн илә әһатә олунмуш фигу- 
рун Ох оху әтрафынла Фырланмасындан алынан «исмин һәҹми 


У М) == р) ах 45) 


дүстуру нлә ћесабланар. 
Мисал }. А раднусау күрәнин һәҹмини һесабламалы. 
Белә күрә, тәнлији у= + | А: ? (-R <х < R) олан R 
радиуслу |арымчеврәнин Ох oxy этрафынла фырланмасындан 
„алыныр (шәкил 209). Буна көрә дз, (4) дустуруна эсасан 


VQ) =" [ван = (дк =) | ч 
=R -R 
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Мисал 2. Һүндүрлујү # вэ отурачагынын радиусу R onan 
конусун һәчмини һесабламалы. 


Белә конус у= х (0«х«) дүз XƏTT ларҹасыныя Ох 
оху әтрафында фырланмасындан алыныр (шэкил 210). Демәли, 
76 


44), дустуруна көрә 
Е 


уд Аха. 


1 жр? 
= — тоа. 
3 к: 


5 6. ФЫРЛАНМАДАН АЛЫНАН СӘТҺИН САҺӘСИ 


Фәрз едәк ки, |а, | парчасында те" јин олунмуш f(x) функ- 
сијасы һәмин парчада касилмајандкр вә кӘсилмә]ән төрәмәси 
вардыр. у:=/(х) (а< х0) гјрисинин Ох оху әтрафында фыр- 
лапмасындан алынан сэт ин саһәсини һесабла]аг. | у 

Бу мәгсәдлә ја, 2] парчасынын ихтијари 4 

T= Та = реп <; <-- Сжа <= 
белкусуну көтүрәк. Х=ху (к=0, # + 
1,..., 7) белку негталарино әјри 
узәриндә урун олан негталәр 
Ах, С (к=0, 1, п) олсун 


дикдә А.А,...Аа СЫНЫГ хәтти 
алыныр. 

Һәмин сынығ хәттин Ох оху 
әтрафында фырланмасындан 
алынан сәтһин саһәси (кәсик конусларыя јан сәтһләринин са- 
ћалари ҹәми) 
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at жены . ” » 
PaT) = 27 E ых У (yi + yedik (1) 
= Пээ 


олар. Бурада у,=/(х,) (к 1.22 2) B3 т. 
h = [А дк | = Ибо - (Ау, =, 
= Иан А (а а, ' 
(к= 0, 1,..., п—1). 


Тәриф. (1) ҹәминин ҖТ)-0 шәртиндә лимити варса, 
hanun лимито а сәтһинин саһәси дејилир вә Р(8) илә ишарә 
едилир: 


= 5 
Бо = Пт PAT =U к}, (ук+ ук) бо . @ 
A = МТ) = тах (Ах, Ах... Ах). 

Сотћин саһәси сонлу олдугда она квадратланан сәт 
дејилир. А 
Инди = сәтһинин саһәсинн ћесаблајаг. м, 2 
Лагранж дустуруна (ХУІ, $ 2) көрә 2 

Дук = укы — ув = Јожа) — Јода) =J (Ek) аж. ЊЕ|Х Хы] 
Ы п 


олдугундан (1) ифадәсини 
1 


рту =E о) + Да ИТЕРА = 


лт 
=2 Уу (ШИГЕ Р Ах, + @) 


кес 


n-i 

+ Уа) ЖІ [Аж — AED VTF ТЛО] Ах, 
к-0 

кими Јазмаг олар. Бу бәрабәрлијин саг тәрәфиндәки биринҹи 


УІІ ОР Ах, 
к=0 


ҹәми f(x) ИТЛ] функси]асынын интеграл ҹәмидир. By- 
на көрә дә 


= ь 
ша УЛ) ИГ)! = (УТ ах, (4) 
=] | 


олар. (3) бәрабәрлијинин сағ торофиндо јерлошон икинҹи han- 
дин Х—0 шәртиндә лимитинин сыфра бәрабәр олдугуну nc- 
бат едак. 

(а, b] парчасында кәсилмәјән /(х) функсијасы Һәмин nap- 
чада мүнтәзәм кәсилмәјән (ХИ, $ 10) олдугундан, ихтијари 
«>0 әдәди үчүн елә 8>0 вар ки, |(7)<% олдугда Их)— 
обоје вә |/(хк\)—)(%)|<є бәрабәрсизликләри өдәниләр. 

нда 


Eire ПАО 1/ кн) — ENV TEFEN Ах, < 
k= 
"— 


<2М« У Аху= 2м(е — а). (M=supV IF И) 
ыз <х<% у 


олар ки, бу да (3) бәрабәрлијинин сағ тәрәфиндәки икинҹи 
һәддин ^—0 шәртиндә ‚лимитинин сыфра бәрабәр олдуғуну 
кестәрир. 

Беләликлә, (3) бәрабәрлі|индә”2.--0 шәртиндә лимитә KEY- 
сәк, о сәтһинин саһәсини ћесабламаг үчүн 


| 
Р(в) =2* | (ә VTF Од ах (5) 
дуст! . ы 
ШЕ екені 


з= 6246 
Ө | 22232 


параметрик тэнликлэри илэ верилдикдэ (5) дустурундан исти- 
78 


фадо етмәклә онун фырланмасындан алынан сәтһин саһәсини 
һесабламаг олар. Бу мәгсәдлә һәмин дүстурда х--«(2), у=9(#), 


у = “© јазмаг лазымдыр. Онда 
Цэ А 
Ра) = 25 | ө (03 ТЕСТ ТУ OF at (6) 


олар. 

Мисал 1. R радиуслу сфера сәтһинин саһәсини ћесабла- 

малы. 

Белә сфера К радиуслу |арымчеврәнин Ох оху әтрафында 

фырланмасындан алыныр. Јарымчеврәнин параметрик тәнлији 
х= В созі, 
: : 5 (0<: <= 
у= R sin 1 ( < 

кими |азылыр. Онда (6) дүстуруна әсесән 


Р(з) = % | иш саа oain = 


= за (ашар 2583 (— сов | =4« А? 
o 


аларыг. 
Мисал 2. р=24(1-++-соѕ 0) кардиоида әјрисинин ($ 4, шэкил 
207) полјар ох әтрафында фырланмасындан алынан сәтһин са- 
ћосини һесабламалы. 
Кардионда әјрисинин полјар охун Јухары тәрәфиндә јерлә- 
шән һиссәсинин тәнлијини 
х = га (1 -+cos 0) сов 6, 
у = 2а (1 + созв) ап 0 
кими јазмаг олар. Онда (6) дустуруна көрә 


(0<0<%) 


Р) = 8а (1 + созд) sm 0V qI + соз 0): + 5110 40 = 
č 


= 64ra? [ cost -sin = d0 = 128 ка 
2 2 5 


аларыг. 


87. МАДДИ НӨГТӘЛӘР СИСТЕМИНИН СТАТИК 
МОМЕНТИ ВӘ АҒЫРЛЫГ МӘРКӘЗИ 


Тутаг ки, Оху мүстәвиси үзәриндә |ерләшән вә күтләси т 
олан М мадди негтәси верилиишдир. 

Мадди нөгтэ нәдир? Муз]] н күтлгси олуб, һәндәси елчу- 
ләри чох кичик олан һәр бир ҹисим (һиссәҹик) ријазијјатда 
мадди нөгтә кими көтүрүлүр. Умуми]]этлэ, бир ҹисмин бүтүн 
күтләсини бир нөгтәдә Јығылмыш (ҹәмләнмиш) һесаб етмәк 


мүмкүн олдугда, Ону мадди нөгтә һесаб едирләр. 
т 


Мадди М негтосинин һәр һансы оха нәзәрән статик момен- 
ти онун күтләси илә һәмин охдан олан мәсафәсинин һасилинә 
бәрабәрдер. Демәли, М негтэсинин Ох вә Оу охларына нэзэ- 

у рән статик моменти ујғун олараг 
ту вә mx олар (шәкил 912). 

Инди Оху мүстәвисиндә Јерлә- 
шэн вэ күтлэлэри ујғун олараг ту, 
Ту, ..., Та олан М, (х, У). М, 
(хэ, Уг)... Ма (Ха, Ул) мадди nor- 
талар системи кетурак. Мадли нөг- 
тәләр системинин һәр һансы оха 
нәзәрән статик моменти системин 
1 кк бүтүн негтәләринин ћомин оха нә- 

зәрән статик моментларинин чәми- 
нә дејилир. Бурадан а)дындыр ки, 
верилмиш нөгтәләр системинин Ох вә Оу охларына нәзәрән 
статик моментләри ујғун олараг 


Шәкил 212 


С.-Х ту с, Ў тих, а) 
2 = 


олар. Бурада С, ве С, илә верилмиш мадди нөгтэлэр систе- 
минин у)ғун олараг Ох вэ Оу охлармна нәзәрән статик мо- 
ментләри ишарә олунмушдур. 

Верилмиш М, (х,, у), 91 (хь У;),..., М (хь, у) мадди 
датој системинен ағырлыг мәркәзини А (ха, Ул) илә ишарә 
едәк. Механикадан мэ’лумдур ки, мадди нөгтәләр системинин 
ағырлыг мәркәзинин хд вә ул координатлары 


хт = У тх. ук Ўт У ткук 
ка т = ізі 
бэрабэрликлэрини өдәјир. Бурадан верилмиш мадди нөгтэлэр 
системинин ағырлыг мәркәзинин координатларыны тә|ин етмәк 
учун 

в " 

У төс Ў ту, 


=; = 
x= 7 , ул ЖШ 


Ет > тк 


кə 
дүстурларыны адарығ. 


5 8, МАДДИ ӘЈРИНИН СТАТИК МОМЕНТИ ВӘ 
АРЫРЛЫГ МЭРКЭЗИ 


Фәрз едәк ки, Оху мутовиси үзәриндә јерлошан во мадди 
нөгтэлэрдэн ибарәт олан кәсилмәз АВ ә)риси в-рилмишдар. 
Әјринин ваһид узунлуғунда олан гевсунун күгләсинә хәтти 
сыхлыг дејилир вә р илә ишарә олунур. 
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Тутаг ки, ЛВ әјриси сонлуузунлуглу әјридир вэ. онун үгэ 
риндэки ихтијари М (х, у) нөгтэсинин вазијјати AM гөвсүлүй 
5 узуилуғу илә тэ’ин олунур 


(шэкил 213, а). Бу һалда һәмин в 
әјриңин параметрик тәнлији 2) 
ж- 09) (0<:<5) Ù А 


у= у(5) мм ЭР? 
кими јазмлар (ХХ, 5 3). Бурада А M 
$=узунлуг АВ. Онда әјринин М 2 
нөгтәсиндә хәтти сыхлығы да АМ 
тевсунун узунлуғундан асылы дл. ды 8-4, 
олар, ("ни p= p (s) олар. « де Ан 256, 

Мадди АВ ајрисинин бүтүн м Ж. 7 
нөгтэлэриндэ хәтти сыхлыг ејни 
олдугда она бирҹинсли әјри, 
әкс һалда исә бирҹинсли олиа- 
Јан әјри дејилир. ЗЭР 

Инди бирчинсли олмајан мадди АВ ә)рисинин координат 
охларына нәзәрән статик моментларини вә агырлыг маркозинин 
координатларыны та'јин едәк. Бу мәгсәдлә АВ ә)рисини А = 
-АдХо Yo), Ал (Хи, у), +., An (ха Уп) В негтәләри илә л huc- 
соја бәләк (шәкил 213, 0)). Буна ғун олараг |0, 5] nap- 
часы до т һиссәјә бөлүнәр: , 

T (S00 < 5, <3, <... Са <= = S) 


Шәкил 213 


во Ё 
22 Хе X (Su). у= Y (Se) (к--0, 1,..., п). 

Онда Аг А, у говсунун узунлуғу 45, = 5,41 — 5, олар. „БУ гөвс 
узаринда бир М, (хе, ух) негтаси кетурак (xx= х (ө),у 
=у(51`. 565251 < зи+1)ве фәрз едәк ки, А.А, х1 гевсүнүн бүтүн 
негтолоринду сыхлыг ејни олуб, М» нөгтәсинләки p= p (5) 
сыхлыга борабзрдир. Бу һалда мадди Ага а гөвсүнүн күтлэсн 
тәгрибән т, => (5,)Аз, ифадәсинә бәрабәр олар. Инди һәр бир 
мадди Амаа (к= 0,1,..., n— 1) гевсу кутласинин ујғун 
МА, ул) негтасинда чамландијини тасәввүр едэк. Орда мадди 
АВ э|рисинин Ох вә Оу охларына нәзәрән статик момелтлари 
ујғун олараг әввәлки параграфдакы (1) дүстурларына әсасән 


1—1 =. 2 
ұл У у (34) в( 54) Ав, Су Уух (58 (51) л 3 
= 0 
тәгриби бәрабәрликләри илә те'јин олунар. Бу бәрабәрлик- 


ж-е ы 


ләрин сағ тәрәфинләки ҹәмләр у (5) р (5) вә х (5) и (5) функ- 
ен)аларынын [0, 5] парчасындакы ујғун интеграл ҹәмиднр, 
Һәмин бәрабәрликләрлә ^ == А (Т) +0 шәртиндә лимитә кечсәк. 
мүәјјән интегралын тэ’рифинэ әсасән ы 


5 5 
С, = | ув)» (5) 88, Су- | æ (8)p (5) 48 2 


дүстурларыны аларыг. 
Мадди М, (хе, ув) (к-0, 1, 
минин ағырлыг мэркэзинин коор, 


п—1) ногтэлэри систе- 
атлары исә 


"Унда, EDD аА 
nei 3 
Ув (51) 45 , У (5) Аз. 
= = 


бәрабәрликләри илә то'јин олунар. Бу бәрабәрликләрдә М7)-0 


шәртиндә лимитә кечсәк, мадди АВ әјрисинин ағырлыг марка- 
зинин координатларыны тэ’]ин етмәк учун 


Р 5 
) x (s) в (8) 48 ! У (5) (5) ds 
x= це: > а“ Элина (8) 
[ в (5) ds |! (5) 45 
о 


дүстурларыны ғларыг. . 
Хүсуси һалда, мадди АВ әјриси бирчинсли олдугда, |ә'нн 
в (5) „сабит олдугда, (3) дустурлары ашағыдакы кими саде 
шәкилдә Јазылар: 
5 1 5 


цэнэ 0094, у] y 6) а. (4) 


Бу һалда мадди АВ ојрисинин ағырлыг мәркәзимин KOOP- 
динатлары гјринин сыхлығындан асылы олмур. 


Демәли, мадди АВ ә)риси бирчинсли олдугда Онун агыр- 
лыг мәркәзинин координатлары Јалныз әјринин һәндәси хассә- 
ләриндән асылыдыр (сыхлығындан нсә асылы дејилдир). 


Әҝәр АВ э]рисинии тәнлији у = (x) (а <x <b) шәклиндә 
верилсә, онда ds = У 1 [77 (х)Ї dx олдугуну (ХХ, 5 6) нэзэ- 


82 


рә глараг, (4) дүстурларыны 
ъ 
+ УТЕП” ал, 


хл = 


« 1» НН 
-ухз 5 | 70) үТЭЛГ СОР ах (5) 


кими јазмаг олар. 


$ 9. МАДДИ МҮСТӘВИ ФИГУРУН СТАТИК МОМЕНТИ 
ВӘ АРЫРЛЫГ МӘРКӘЗИ 


Муэ]эн кутласи олан чох назик (во галынлығы сабит олан) 
левћа ријазијјатла мабди мустсви фигур Гесаб едилир. Бу 
фигурун бир сатһ өлчүсү ваһидинә дүшән күтләсинә онун 
сотћи сыхлығы дејилир вә в илә ишарә олунуј 

Тутаг ки, ја, (| парчасында 
кәсилмәјән у--/(х). у= (х) 
x) <] (х)) әјриләри ва х=а, 
о(а <) дүз хәтләри илә 
әһатә олунмуш Ф бирҹинсли (ја'- 
ви сәтһи сыхлығы Сабит олан) 
мадди мүстәви фигу’ у ‘верил- 
мишдир. Бу фигурун статик мо- 
ментини вә ағырлыг мәркәзини 
һесабламаг үчүн ону х= хұ 
(к -0,1.....п, Хо=а, х=) 
дүз хәтләри васитәсилә л 30- 
лаға ајыраг (шәкил 214). Золаг- 
лар чох кичик олдугда онлары 
тәгриби олараг дузбучаглмларла әвәз етмәк мүмкүндүр. Мәс 
дан, к-чы золағы отурачагы А хх = хаһ — х; вә һүндүрл 


х) дузбучаглы илэ свэз едәк. 


Шэкиа 214 


Ј (1) (6) олан (= 
Онда к-чы дүзбучаглынын күтләси 
ту = p [f (Ху) — е (0) ах 


вә агырлыг маркозинин (механикадан ма'лумдур ки, дузбучаг 

лынын ағырлыг мэркази онун диагоналдарынын косишма нег- 

тәсидир) ко: рдинатлары 
2 жеке 


Жазаны у. 
= 5 5 у = 


ЕЗ [о (20 + 7 (2) 


олар. Фәрз едәк ки, к-чы дүзбучгглынын күтләси-онун (21. 
yk) агырлыг мәркәзиндә јерлошир. Онда к-чы золагын Ох вә 


СУ СУ 


Оу охларына нәзәрәй статик моментләри у|рун олараг 


PD o (K) ох, 2 [6 (29) + 70] = 


=E РС") е (ху Ах. 
ва ? м 
в ГР) — p (= Аже ху 
олар. Бу ифадәләрин һәр биринин, к-нын 0, 1,..., и — 1 ruj- 
мәтләринә ујғун гијмәтләрини ајрылыгда топласаг, Ф фигурунун 
Ох вә Оу охларына нәзәрән статик моментләринин ујғун тәг- 
риби гијмәтләрини аларыг: 


ме ие эж a 


вә 


223 
Муза Уух (а) — 2 (0) һө. (2) 
= 

(1) бәрабәрлијиний сағ тәрәфиндәки ҹәм [/? (х) — 2° (х)| 

функсијасынын |а, 2] парчасынын 
T= T [a= xo < X, LX... << 0) 

бөлкүсүнә ујгун интеграл ҹәми, (2) бәрабәрлијинин саг тәрә- 
финдэки чом исә х [7 (х) — е (х)] функсијасынын интеграл 
ҹәмидир. Ода ^ (7) — 0 шэртиндэ (1) вэ (2) бәрабәрликләрин- 
лә лимита кечсәк, Ф фигурунун Ох вә Оу охларына нәзәрән 
статик моментлорини һесабламаг үчүн 


мај [° (Х) — 2 (х) dx, в) 


Муни | xl (х)--8:05)| 4х Ф 


дүстурларыны аларыг. 
фигурунун күтләси онун сыхлығы илә саһәсинин һаси- 


линә бәрабәрдир: 5 
m= [И 0) — e (х)1 ах = в-5 (9). (5) 


Механикадан мә'лумдур ки, Ф фигурунун агырлыг мәркә- 
зинин координатлары (Жа, Ул), күтләси /т ве статик момент- 
лари (М. Му) арасында 

xam = Му, yam = М, 
мүнасибәтләри вардыр. Бурадан, (3), (4) вә (5) бәрабәрликлә- 
рина эсасэн, Ф фигурунун арырлыг мәркәзинин координатлары 
үчүн 


ь 
) [109 – (49) 4х, (6) 


2 


56 


84 


ЭГ 
(а 17 69-95) ах 0) 


дусгурларыны алармг. ! 

Хүсуси һалда, Ф фигуру јухарыдан y= /(х) (а <х<0) 
әјриси илә, јанлардан исә х = 4, х = дүз хәтләри илә әһатә 
олунмуш әјрихәтли трапесија 
оларса (шәкил 215), онда (6) вә 
(7) дүстурлары ашағыдакы кими Ч 
Тазылар: 


М; _ 
у 


b 


Ї х/(х)ах= 


х= 


1 
SOV 


10% 
– | хуах, 


ь 
ул | Р (д) ах = 


Шакил 215 


$ 10. КҮЛДЕН ТЕОРЕМЛЭРИ 


Ма'лумдур ки, тәнлији у= f (x) (а <x < 5) олан АВ э]ри- 
силки Ох оху әтрафында фырланмасындан алынан с сәтһинин 
саһаси 


b 
Раз) =? | р) ИТЕ) ах 


а 
дүстуру илә һесабланыр ($6). Бу бәрабәрлији $ 8-дә исбат 
етдијимиз (5) дүстурларынын икинҹиси 


уу - | 70) ИТЕ ах 


илә мүгајисә етсәк, 
5.2 =ул=Р (3) (1) 
мүнасибэтини аларыг. Бурада ул илә бирчинсли АВ әјриси- 


нан ағырлыг мәркәзинин ординаты, 5 илә исә АВ әјрисинин 
узунлугу ишарә олунмушдур. 
(1) бәрабәрлији ашағыдакы теоремин доғрулуғуну кесторир: 
Күлденин! биринҹи теореми. Мустови ојрксинин, ony 
посмојон -ox от райында фырланмасындан алынан сәт- 
hun саһәси, һәмин әјринин узунаугу илә оиун ағыр- 


1 Паул Күлден (1577-16 3) Исэгчрэ ријәзијјаттысыдыр. 


МЕ лыг мәркәзинин чыздыгы чевронин узумлуғу һаенан- 
мә бәрабәрдир. 
Мисал 1. ху = (у 0) ]арымчеврасияин ағырлыг мэр- 
кәзинин координатларыны тапмалы. 
(1) дустурундан истифадә етсәк вә 5 =rR, Р(г) =4жА? 
олдуғуму нәзәрә алсаг 


Ул 


2 
Бат 
олар. ха == 0 олмасы "са верилмиш |арымчеврәнин Оу охуна 
7% нәзәрән симметрик јерләшмәсиндән а|дындыр. 
СЕ нди фырланма ҹисминин һәҹми үчүн 5 5-дә исбат етди- 
22. Junna (5) дүстуруну 


и П 
ау И у-« =] 


ве эввэлкн лараграфда чизарылиын (7) дүстуруву 


| қы МЕ удан зав? о-ө о] ах 
‹  мугајнса едәк, Бурздан 
| У) 2кул-5 (Ф) з 0) 


мүнасибәти алыныр. Демәли, ашағыдакы теорем доғрудур: 
Кулденин икинчи теореин. УМ устови фигурун, ону Kac- 
‚ жә)ән ох әтрафында фы рламмасындай алынан ҹисмин 
` Һәҹми, Һәмин фигурун. саһәси ила оњун ағырлыг жәр- 
Д мәзимин чыздыгы чевромит узунлуғу Һасилимә бара» 
бәрдир. 


Мисал 2. хгф у? < А2 (ут 0) Јарымданрәсинин ағырлыг l 


мэркэзинин координатларыны тапмалы, 

Јарымданрә Оу охуна нәзәрән симметрик јерләшдијиндән 
онун (ха. ул) ағырлыг кәркәзи һәмин ох үзэриндэ олар. Me- 
Мын; хл=0. ул эдэдиии ис̧ә (2) бәрабәрлијиндән тапаг 5(Ф)-- 


ЖЭ + "6 вә у(у=- zh? олдуғуғдан 


5 и.МҮЭЛЭН ИНТЕГРАЛ ВАСИТЭСИЛЭ ЧЭМЛЭРИН 
» ЋЕСАБЛАНМАС М 


Тутаг кн, y=f(x) фу аксијасы i 8] парчасында интеграл- 
aaan функсијалыр. |а, 2] парчасыны Ху =а + «га. (к= 0, 
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1..... 0) негтелари васитәендә п бєргбэр һиссә)ә белак вэ 
Ге) функсијасы үчүн 


л 5 
іт-Ұ Idans tE ra Ж 
20 : 
кими интеграл ҹәми дүзэлдэк. 

Муэ]эн интегралын тэ ркфинә эсясән 


у= оак 


ваја |, 


йт -- E Қад- ==! цаг ах 
олар. Бурада 
ит 705) = пя 209 20, im 551. 
к... нээ И зле n 


олдуғуну нәзәрә алсаг, » барабардаранн. р 
im г 5 пә тод ах 


peeps 
кими Јазмаг олар. ыр 
(1) вә (2) ЫЕ ры ы. еләрәк бар сыра 
ҹәмләрин лимитинн һесабламаг олар. 
Мисал 1. Ашағыдакы лимити һесабламалы: ,, + 


ип 213 ан (120. 


пә» ГАН 


(1) бәрабәрлијиндә а =0, 9-1 вэ œ= хт һесаб етсәз, 


ит 700) + Ју + +70) -| але | 
по л 
во ја В; 1 » 
БЕРЕКЕГЕ 21-4. ks ~ 
Ma ЕГУ > цэнэг 3 
альныр. Хусуси һалда, = 


1 а Д 
im q 142+ +, гы БЕЛІ 
вт - 1494... 
a~e ті : 
Мисал 2. Ашағылакы пага кабы. 
Іт = (оа = ип Бов ава с. _ 12]. 


... 
(1) дүстурунда а = 0, 6 == = вэ / (х) = зіп х һесаб етсәк, Д 
өз” ШЕ А Ден ше peos Ar ы 


+e] == Ў å 


Л . 
im L Узи = 1. | ипхах 
нь 7%, 
2 ë 
ва ја 
іт |+ PER? ил =) 
я п л 


XXIV DIC HN 
ГЕЈРИ-МОХСУСИ ИНТЕГРАЛЛАР 
8 1, МҮӘЈЈӘН ИНТЕГРАЛЫН ҮМУМИЛӘШМӘСИ 


Верилмиш f (х) функсијасынын |а, 2] парчасмида мүә)ән 
интегралы тә!јин едиләркән (а, {| парчасынын consy пә / (х) 
функсијасынын мәһдуд олмасы тәләб олунур (XXI, $1, 53). Ин- 
теграллама парчасы гејри-мәһдуд олдугда ону сонлу сајда 1228 
х,ал] кими сонлу һиссәләрә бөләрәк, 


h= У 1604ж. 0 


интеграл ҹәмини дүзәлтмәк мүмкүн дејилдир. Әкәр CON- 
суз парчаны сонлу сајда һиссә]ә бөлсәк, онда бу һиссәлә- 
рин һеч олмаса биринин узунлугу сонсуз олар. Бу һалда (1) 
чәми сонсузлуга чевриләр вә буна көрә дә һәмин чәмин лими- 
ти сонлу ола билмәз. [а, 6] парчасы сонлу олуб, / (х) функ- 
сијасы һәмин парчада гејри-мәһдуд олдугда да дүзалдилән (1) 
интеграл чэми гејри-моћдуд олар. Бу Палда да, (1) интеграл 
ҹәминин лимити сонлу ола билмәз. Башга сөзлә, f(x) функ- 
сијасынын сонлу (а, 2] парчасында муэ]эн интегралынын вар- 
лығы үчүн һәмин парчада мәрдуд олмасы ‚зәрури шәртдир 
(XXII, $ 1). 

Бунунла бела, бир чох мәсәләләрдә мүәјјән интегралын COH- 
суз областлар вә гејри-мәһдуд функсијалар үчүн үмумиләш- 
маси тәләб олунур. Белә үмумиләшмә исә -бир чох һалларда 
мүмкүндүр. 

Мүәјјән интегралын сонсуз областлар вә гејри-мәһдуд функ- 
сијалар үчүн үмумиләшмәси олан интеграллара гејри-м:хсуси 
интеграллар дејилир. Гејри-мәхсуси интеграллар ики нөв олур: 
сонсуз сәрһәдли интеграллар вә гејри-мәһдуд функсијаларын 
интегралы. 


$ 2. СОНСУЗ СӘРҺӘДЛИ ГЕЈРИ-МӘХСУСИ 
ИНТЕГРАЛЛАР s 


Тутаг ки, у = f (х) функсијасы |а, +œ) областында тә |н 
олунмуш. вә истәнилән сонлу |а. ò| (N> а) парчасында инте- 
гралланан функсијадыр. Онда истәзилән М учун 

N 


4 JIN) =f f(x)dx (1) 
к 5 


интегралы сонлудур вэ № + эз шәртиндә онун лимитиндән 
данышмаг олар. 
Тәриф. Әкәр сонлу 


y 
sajra R 


лимити варса, онда һәмин лимитә f(x) функсијасынын 
ја, +œ) областында гејри-мәхсуси интегралы дејилир вә 


Ч >) е-е, fF 4х (3) 


кили ишарә олунур. Бу һалда, ја'ни (2) лимити сонлу ол- 
ауада Р(х) Функси/асына |а, +) областында гејри-мохсуси 
жә "нада интегралланан (вә |а интеграллана билән) Функсија 
дејилир. 


хэ 


(2) лимити варса, онда | /(х)ах гејри-мохсуси инте- 


? 
гралы јығылан, әкс һалда, јә'ни (2) лимити олмадыгда 
исә ћомин гејри-мәхсуси интеграл дағылан адланыр. 


= у 
Мисал Ї == (а> 0) гејри-мохсуси интегралы 7 > 1 ол- 


дугда |ығылан, \ <1 олдугда исә дағыландыр. Доғрудан 
да, à> 1 олдугга 
жо N н 
ах ах _ асан 
! = = Шт ] д Ша ] 


Моне [- А +1 
а 


о а ИИ 
мее у ул 


вә Ја 


олар. 1621 олдугда исә гејри-мохсуси интегралын дағылан 
Олмасы ашағыдакы мүнасибәтләрдән ајдындыр: 
\ = 1 олдугда 
к 
4х я 
Ші |---1т (а Маа] = 
СЕРТИ ТИТА 


А <1 олдугда 


N 
im fE mlm (Na) ес, 
18 эв 


н-+= Nasal А 
у= /(х)> 0 (24 Х <+ со) олдугда 1 f(x)dx гејри мәхсуси 
а 


интегралним һәндәси олараг сонсуз узун әјрихәтли трапеси- 
Јанын |(х, ујја <x < со, 0<у<]/(х)| саһәси һесаб етмәк 
олар (шәкил 216). Доғрудан да, а ABN әјрихәтли трапесијасы- 
нын саһәси 


5(№) 


н 
Ї |(х) ах (9 


олар. У — + ао шэртиндэ (4) 
интегралынын лимити олса, 
онда һәмин лимити сонсуз 
узун әјрихәтли трапесијанын 
саһәси һесаб етмәк слар ки, 
бу да гејри- Махон. 


Па іш , оза 


интеграли илә на олунур. 
№ = + со шәртинлә (4) иђада- 
синип лимити ин  олмамесы 
һәмин сонсуз узун әјрихгтли 
Шакиа 215 трапесијағын с:Пәсинин COH- 
суз олдуғуну, \ә'ни сонлу с ha- 


синин олмвдығыны кестэрир. Бу ма (х)ах ге]ри-мэхсуси HH- 


тегралы дагыландыр. 
Гејд едэк ки, 


Гу (х) ах (5) 
вә истәнилән Ó> а учун j 

4% 

| Ре) ах (6) 

è 


ге)ри-мәхсуси интеграллары ејни заманда |ығылан вә ја дағы- 
дан олар. Доғрудан да, 


Їн ) dx= fimes f(x) ах 


b 
вә 1705) ах интегралы сонлу эдэд олдугундан (5) вә (6) 


а 
гејри-мохсуси интеграллары ејни заманда |ығылан вэ ја дагы- 
лан олар. 


ШЕГЕ ә дах 


гејри-мәхсуси интеграллары да ејни гајда -илэ тэ ил олунур: 


| ех-ше | j (ах, а) 
= N 

кө ь “р 

[асе |7094с% | 1 (x) dx. (8) 


Ахырынчы { 7 (х) ах ге]ри-мэхсуси и тегралыны 
>» 


нь 
Í (х) 4) =! а. Ша [у(х)ах= 
І (4) 4х = Iim Т те) х af Í (=)dx 


= т Т "дах 
Есен, 


кими дә та'јин етмәк олар. 
Верилмиш | (х) функсијасынын (5), (7) вә (8) гејри-мәхсуси 
интеграл:ары илә бәрабәр онун мүтләг гијмәтинин 


зэ а += 


Јох, ІҢ ах, | 17 0|4х 


гејри-махсуси интегра. ларына да бахмаг олар. 


ке 
(5) вә | |] (x)| ах гејри-мохсуси интеграллары ејни заман- 


эр 
‚ да |мтыландырса, онда | Р(х) ах интегралына мутлаг /ыгылан 


гвјри-мохсуси интеграл деј ‘лир. Бу һалда дејирләр ки, /(х) 
функсијасы [4, H со) обласгында мүтләг интегралланандыр. 


+ 
(5) интегралы Јығылан, { |f (x)| dx интегралы дағылан 


оларса, онда | f(x)dx интегралына шәрти јығылан ге)ри- 
хохсуса интеграл дејилир. 

А +” 

| f (х) ах вэ Ї 1 (х) ах интеграл арынын да мүтлэг вэ 


ЕЭ е 
шәрти |ығылмасындан данышмаг олар. 
" 


$ 3. СОНСУЗ СЭРЬЭЛЛИ ГЕЈРИ-МӘХСУСИ 
ИНТЕГРАЛЛАРЫН ХАССӘЛӘРИ 


хө 
Бурада 1 | (x) dx ге]ри-мохсуси интегралынын бир сыра 


хассәләриндән данышылыр. Һәмин хассәләр {сах вә 


ч ын 


КЕ f(x)dx интеграллары учун дә ујғун шэкиллэ догрудур. 


“Жұ ассә І. [а, --оо) областында кәсилмәјән f (х) функсија- 
сынын ибтидаи функсијасы F (х) оларса, онда 


ЦЭ 


(1) 


14 f (x) dx = F (+ о) (а) = Р(х) 


бәрабәрлији (Нјутон—Лејбнис дустуру) догрудур. Бурада 
шт Р (х) = (+9) (2) 
гәбул олунур вә (1) бәрабәрлији ашағыдакы кими баша дү- 
шүлүр: бәрабәрлијин həp ики тәрәфинин ејни заманда Ја 
ма’насы вар (сонлудур) вә бу һалда бәрабәрлик доғрудур, ја 
да һәр ики тәрәфин мэ'насы јохдур. 
Догрудан да, тә (pipa көрә 


1 дах = „ову = lim [F (У) — F (a)] = 
= lim F(N) —F (а) = F (+ со)— F (а) 
олар. F (+ оо) ифадәси сонлу әдәд оларса, Гло dx инте- 


гралы |ығылан олар вэ O'y (1) дүстуру илә ћесабламаг MYM- 
күндүр. (2) лимити Јохдурса (вэ ја сонсузлуға бәрабәрдирсә), 


| (х) ах интегралы дегыланлыр. 
4 


+» += 
Хассә 2. | Кх)ах вә | (х) х интеграллары јыгылан- 
4 Н 


дырса, онда истәнилән Һәгиги" вә в әдәдләри учун Ї јод) + 


+ 19 (х)] dx интегралы да јығыландыр. 
Доғрудан да, тә'рифә көрә 


Јо) ве (х) ах = lim АЈ (2) Hep (х) dx = 


y У 
= ит |/(дах-әіт [е (ах = 
мэн) Цэ 


= 31 (х)4х+ь ү» (х) ах. 


Ашагыдакы хассәләри дә ејни гајда илә исбат етмәк олар. 
Хассә 3. U= /(х) вә У-е (х) функсијаларынын lasts ) 


областында косилиэз төрәмәләри барға о | шау, UV Т 


Ї VdU ифадәләринин һәр вансы икиси сонлудурса, онда 


Yoav- оу | | ми (3) 


дустуру догрудур. 

Хассә 4. Тутагки / (х) функсијасы |а, +œ) областын- 
да кәсилмәјәндир, х — $ (0 функсијасынын исә |a, B), а <3< 
< + те кәсилмәз твромоси вардыр вә 
а-% (в) < < pọ (t) < 1 in H (Е) = + со мунасибгти вдонилир. Бу 


һалда, Т 1(х) дах авир јығыландырса, онда 


ИТИЛ. ч) 


дүстуру докрудур. 
Бу хассэлэрдэн истифадә етмәклә бир чох ге|ри-мәхсуси 
интеграллары һесабламаг олур. 


же 


Мисал. Л е*ах=— “| 


=, 
+ (edzel. 
1 
+, заар” 
Ав етае +2 | хе“ах-2-2, 
+0 Я 
хз 4-м 
o 
ва умумиј тла, 
= ўе Аталы ла 1523) хє ах=п!\ 
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$ 4. СОНСУЗ СӘРҺӘДЛИ ГЕЈРИ-МӘХСУСИ 
ИНТЕГРАЛЛАРЫН ЈЫҒЫЛМА ӘЛАМӘТЛӘРИ 


Бэ’зи мәсәләләрин тәдгигиндә чох заман гејри-махсуси 
интегралларын гијмәтини дејил, он арын јмемлан вә ја дағы- 
лон олмасыны билмәк лазым олур. f (х) Функсијасынын ибти- 


дан функсијасы мэ’лум оларса, онда || Р(х) ах ге}: и-махсуси 


5 а 
интегралынын |ығылан олмасыны әввәлки параграфла ҝәстәрилән 
тәклифләр васитәсилә Јохламаг олар. Интегралалты функсија- 
нын ибтидаи функсијасы мэ’лум олмадыгда исә, ге]ри-уэхсуси 
интегралларын |ығылма мәсәләси чох зам: н ашағыда көстә- 
рилэн әламәтләри тәтбиг етмәклә ө)рәнилир. 

Фәрз едәк ки, | (х) функси| сы |0, + со) областында kacan- 
мэ|эн вә мәнфи гијуәтләр алмајан функсијадыр. Онда 

N 


40) = [Лех 


функс: јасы |а, + со) јармминтервалмида моно!он азалма)ан 
олар. Буна көрә дэ № — + со шәртиндә J (А) функсијасы mo- 
нотон артараг ја сонлу лимита, ја да солсуглуга |ахынлашыр. 
Мэ!лумдур ки, монотон артан /(^) фуғксијасынын № — + со 
шәртинлә сонлу л митинин слуасм үчү онун мәһдуд, }ә'ия 
ММ, ас «ас и) 

олмасы зәрури вә кафи шертдир (ХИ, $ 11). 

Буралан г Јри-мәхсуси !нтегралларын |ығылмасы үчүн 
ашагыдакы теорем алыныр: 

Теорем 1. f(x) функсијасы (а, + <>) дарыминтер- 
валында косилмојот вә мәнфи гијмотлар алмајан фуик- 


сија олдугда (1) мунасиботиним одлитльмоси || ((с)йх 


интегралынын јыгылан олжасы үчүн зәруру вә кафи 
шортдир. 
Гејд едәк ки, (1) шәрти өдәнилмгдикдә 
+= х 
| Р(х) ах tm ШЫ ах = 4-е 
а нээлээ 2 
огар. 
Теорем 2. |а, +, /аримимтерталында. тәсилмо- 
Јән f(x) вә (х) функсијалары үчүн 
O< f(x) < Се (х) (2) 
(С» 0 сабит әдәддир) бәрабәрсизлији өдәнилмрсә, 
+оо 
онда Д- { $ (х) 4х интегралы јыгылан олдугда 
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J -| 7 (2) 4х интегралы да )мғылыр, Л, интегралы дв | 


ruaan олдугда J, интегралы да дагылыр. 
Исбаты. Фәрз едәк ки, /, интегралы }ыгылыр. Онда 
о (х) >0(0<х < + со) олдуғундан 
н 


Л(Уј= | е(х)ах 
интегралы артараг N -=-{ оо шартиуда сонлу лимита |ахынлашыр: 
f 0а ўз (дах =h. (3) 
Бурадан вә @) борвборсивлидижан 
А(М- {уда ссек ах < Сл (4) 
а 


4 
аларыг. Ja (У) интегралы јухармдам мәһдуд олдугундан 1-чи 
теорема көрә Jy нитегралы |ығылыр. 

Jı интегралы дағылан олдугда (4) бэр:борсьзли]инэ көрә 
Л интегр лы да дағылыр. 

Теорем 3. |а, + со) јарынинтервалында кәсилмәјән 
© (x) вә f (х) > 0 функеијалары үчүн 

шт 109. = 1 15) 


а-%е%(х) 


лимити варса, онда 0 < т < + со олдугда Ј = | + (x) ак 


+= 
вә J= 1 f(x)dx митеграллары ејни заманда ja јығы- 


а 
„аыр, ја да дағылыр. 


Исбаты. Лимитин тэ’рифина керә истәнилән 0 <= <-і 
әдәди үчүн елэ Лу»0 вар ки, х-ин бүтүн хэ»/, гијматлориндо 


вә ја , 
(1-9%(9</(х)<(1--е)е (5) (М < с) (0) 
бәрабәрсизлији өдэнилир, 


ВЭ 
J, игтегралы Јығыдан олдугда 1 $ (х) ах интегралы да |ы- 


ғы ыр. Онда (6) бәрабәрсизлијинә хөр | f(x)dx интегралы 
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фытылыр, буралан да, J} интегралынын јығылан олмасы а)дын- 
дыр. 
Исбаты 1 арды ејни мүһакимә илә тамамланыр. 
Нәтиҹә. Тутаг ки, (а, + со) /ариминтергалында. мәнфи 
гијмәтләр алмајан | (х) функсијасы үчүн 
Пт х х) = т 
мүнасибәти өдәнилир. Онда 1) 0 <т 5 со вэ 1 < 1 олдугда 
| годах (7) 


Н 3 
интегралы дағылыр, 2) 0 < т < со вә > 1 олдугда исә (7) 
интегралы јығылыр. 


Нотичоник догрулугуна инанмаг үчүн Ї AX патегралынын 
Е 


^ > 1 олдугда |ығылан, % 41 олдугда исә дағылан олдуғуну 
(62, мисел 1) нәзәрә, алмаг лэзымдыр, 
Хүсуси һалда, 


1 


о) = 


оларса, онда Х> 1 олдугда (7). интегр:лы Јығылыр, А<1 
олдугда исә лағылыр. Ы 


$ 5. КОШИ КРИТЕРИСИ ВӘ АБЕЛ ЭЛЛМЭТИ 


о 
Тутаг ки, J= È Р(х) ах интегралы Јығылыр. Бу, о демак- 


дир ки, | 
х 
F(N) = | f(x)dx 


функсијасынын М -» 4- со шартиндэ conny J лимит! вар. Коши 
критерисинә (ХИ, $11) көрә бу, ашағыдакы їгартин өдәнил- 
мәсинә еквивалентдир: 

истәнилән => 0 әдәди учун елә No- 
нилән №, > №, вэ М; > № үчүн 


м м № 
| Хб) ах одах | уб) ах 
к. a а 


бәрабәрсизлији өдәнилир. 

Бурадан / (х) функсијасынын (а, + сс) (арыминтервалында 
интегралланси олмасы үчүн ашагыдакы зәрури вә кафи шәрт 
алыныр. 


№ (+) пар ки, nera- 


Теорем | (Коши критериси). | f(x)dx интегралынын 


Умгылалс олжасы үчүн зәрури вә кафи шорти беләдир: 
истәнилән ес» 0 aadu учун ела У, вар ки, истәнилән 
№, > No вә > No үчүн 

№ 

| (а) ах 
№ 
бәрабәргизлији өдәнмлир. 


Инди фәрз едәк хи, { |f (x)ldx интегралы Јығылыр. Онда 


<e (1) 


Коши критерисинә ҝәрә истәнилән <> 0 әдәди үчүн елә ^g 
вар ки, истәнилән А, > Л, вә №: > А, әдәдләри үчүн 


РД 
ШЕЛІЗ <= 
Ы 
бәрабәрсизлији өдәнилир. Бурадан, 
н, № 
удах, <| Нах 
қ я. 
бәрабәрсизлијикә әсасән, 
M 
f jax < (N > Ка Мұ>У) 
я 


алыныр ки, бу ла { Р(х) ах интегралынын Јығылан олдуғуну 


кестарир. 
Беләликлә, ашагыдакы теореми исбат етмиш олуруг: 


Теорем2, Гејри-мохсуси | |/(х)}\йх интегралы јы- 
: 


зэ 
гылырса, оида | Г(х) бх интегралы да )ығылыр. 


Теорем 3. (Абел әламәти), Тутаг ки, $ (х) функсијасы 
ја. + со) јармминтерваљтда диференси аласа нбыр, 
монотон азалыр, ж + со шертиндо UCI сыфра јЈахынла- 
шыу вә истәнилән У >а учун 


(лода <М.< +оо (2) 
бәрабәренәлиди өдэнилир. Onda гедри-мохеуси 
(тое оа: С) 
интегралы уыгылыр. / 
8-7 эт 


Исбатн. Ес = | 4! олдугда истәнилән №, вә Л, 

әдәдләри үчүн ? 2 
к, 

Ки (х) е (х) ах = [F (х) ф(х) ш-мен (х)ах (4 


дүстуруну аларып, (х нксиј 
PRIB 40 ба, (x) функсијасм монотон азалан олдуғун- 


Инди Ї F (х)%' (х)ах интегралына орта гијмәт теоремини 
(хі, $6) тәтбиг eaan: 
нешше: коју (ах = РС) 10) (УӘ [EE (Ма. № 
Бурадай (2) ирина вә (4) бәрабәрлијинә әсасән 


гэхэв «омео аи 


мунасибэти алыныр. Шәртә көрә $(х)--0 (х — + = ) олдуғундан 
N 


ИДИ ГКедак- 0 
пре Ni 
олар. Демәли, (3) интегралы |ығылыр (Коши sputi рисина көрә). 


| f(x)dx интегралынын Јығылмасы һаггында сејладијимиз бу 
тәклифләр ујғун шэкилда 
а БЭ 
| f(x)dx вә f дах 
интеграллары учун дә догрудур- Ё 
sin ах с 
Мисал 1. “эв dx вә | == dx интеграллары А> 1 
олдугда мүтләг ]ыгылыр. 


Доғрудан да, 


БЕ зпах тозак 


|< ва 


казсан. 


барабарсизликлари· өдәнилдиугдән ва ТА LX (> 1) интегра- 
x 
лы |ығылан олдуғундан (62, мисал 1) 2-чи теоремә (54) көрә 
+= о 
| лах ах ва [ |совах| ак 
х 
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нитеграллары }ыгыландыр. Онда јухарыда исбат етдијимиз 9-чи 
теорема көрә 


+7 sin ax 72 совах > 
1-7 = ва 1727 ах (5) 
интеграллары мүтлэг |ығылан олур. 
to 
Мисал 2. me интегралы шәрти |ыгыландыр. 


Бу интеграла ћесса-Висез интеграллама дустуруну ($ 3, xac- 
са 3) тотбиг етсэк. аларыг: 


жк душе | 1 а (созл) = — 8 
х бж х 


мо i 
|ж! сох (=) = 
ин 

ЭЁ соз 
= со51 — ) 40355 ах, 
ж 
Сағ тәрәфдәки һәдләрин „икиси дэ сснлудур (интегралын 


Дығылен олмасы 1-чи мисалдан ајдындыр), буна керә дә сол 
тәрәфдәки интегрел |ығыландыр. 


„= 
sinx 
Инди көстәрәк ки, (4885. ах интегрели дағыландыр. 
х 
ї 


Бу мәгсәдлә 
|зпх} > визу = 422023 


бәрабәрсизлијиндән истифадә едәк. Онда истәнилән № > 0 үчүн 
х 
јаз и Lass fher соз2х gx (6) 
2х 


бәрабәрсизлијини Јазмаг слер. Саг тәрәфдәки биринҹи интег 
рал N= + оо шәртиндә сонсузлуга Јахынлашыр, }ә'ни је ГВ 


интегралы дагыландыр: 14 биће, Икинчи интеграл исә 
, 
1 


Дығыландыр. Демәли, /'— + ® шә?тиндә (6) бэргбэр- 
сизлијиндә лимита кечсэк, сағ тәрәф вә буна көрә до сол 


эв 
тәрәф сонсузлуга Јахы"лашыр. Бу ‘исә [е 4х интегра- 
лынын гагылан олдуғуну көстәрир: | 
+æ 
) ezl хе + оо. 
я 
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56. ГЕЈРИ-МОЋДУД ФУНКСИЗАЛАРЫН 
ГЕЈРИ-МУХСУСИ ИНТЕГРАЛЫ 


Тутаг ки, |а, ^| парчасы соғлудур, f(x) функсијасы исә 

истәнилән (а, 2—8], 0 < 8 < 0 — а парчасында интеграллалан- 

дыр вэ (а, 6] парчасында гејри-мәһдуддур (демәли, x= b 

нөгтәсинин истәнилән әтрафында f(x) функсијасы гејри-моћ- 
2: 


дуддур). Онда истәнилән кичик ÒD 0 әдәди учун Ї /(х) ах 


интегралы сонлу олар. Әкәр сонлу 
аш", 1 /(х)ах (0 


лимити варса, онда һәмин лимита f(x) функсијасынын |а, 6] 
парчасында гејри-мәхсуси интегралы дејилир вә 
ь-в 


В 
Шар Ба (2 


кими ишарә олунур. 
Гејд едәк ки, (2) бәрабәрлијини 


b b 
у) ах = КА | f(x)dx, а < b'<b 


кими јазмаг олар. 
Демәли, (1) лимити сонгу әдәд олдугда, Комин лимит 
» 


{ f(x)dx ге]ри-мэхсуси интегралынын гијмәти олараг котуру- 
а 


= $ 
ayp. By һалда, [769 dx ивтегралыга Јығылан, экс һалда, је'- 


ни (1) лимити олмадмгда вә ја + со-а бәрабәр олдугда һәмин 
гејри-мәхсуси инт>грала дарылан дејилир. 

Әҝәр | (х) функсијасы х = а негтасинин әтрафында гејри- 
мәһдуд вә истәнилән [а + 8, 6] (0 <8<2— а) парчасында ин- 
тегралланан олса, онда онун [а, 6] парчасында гејри-мох- 
суси интегралы 


b » 
Ц = 
и Жы ШЫ ах (3) 
кими тә'јин олунур. f(x) фу :ксијасы истәнилән |а, с--8,|(0< 
<% <с—а) во [с +, 2] (0-8, <5—е) парчаларында интег- 
ралланан вә (а, 6] парчасынын дахили х=с нөгтәсинин этра- 
фында гејри-моћдуд олдугда, онун г, $] парчасында ге)- 
< 
ри-мэхсуси интегралы (70) Ах вэ (дах те)ри-мәхсуси 
: 2 
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интегралларынын ҹәми кими : 
[лодае | лодак {одах (9 


вә ја 


h с-а b 
== х) ах + lim (х)ах 

оте um, f fix) а 
кими тэ’]ин олунур. | 

f(x) функсијасы а вә 0 нөгтэлэринин икисиндә дә ејни за- 
манда гејри-мәһдуд оларса, онла онун (а, b) интервалында 
гејри-махсуси интегралы да (4) бәрабгрлији илә тэ Јин Ony- 
нур. Бу һалда с нөгтәси олараг (а, 0) интервалынын истәни- 
лэн негтоси кетүрүлә биләр. 

Нәһајәт, f(x) функсијасы сонлу сајда 


раж беж «хз С Ста С Ха: 
нөгтәләринлә гејри-мәһдуддурса вә 


1 хуйх (к =.0, 1,....77-1) 


"тејри-махсуси интегралларынын һамысы }ыгыландырс:. онла 
b 


170) ах ге]ри-махсуси интегралы 


Гк) ах > ТЕТЕ (5) 
: кез %, 


борабоглији илә то јин олунур. Я 

7 (х) функсијасы |а, 2] парчасында мәһдуддурса вә һәмин 
парчада адн мүәјјән интегралы варса, онда онун (2)-(5) бә- 
рабарликлари илә те'јин олунан „ге]рн-махсуси интеграллары 
ади мүәДән интегралы илә үст-үстә душур. Буна көрә дэ геј- 


ри-мәһдуд функсијанын (1) гејри-мәхсуси интегралыны | дах 


илә (муэ]]эн интеграл кими) ишарә етмәк гарышыглыға сәбгб 


олмур. 
Гери-мәхсуси интегралын ади мүәјјән интегралын (мәхсу- 


си интегралын) үмумкләшмәси олмасы да бурадан а)дындыр. 
b 
Буна көрә дә «| 1(хуах ге)ри-мәхсуси интегралы" эвэзунэ 


v 


“| f(x)dx интегралы" демәк һеч бир долашыглыға сәбәб олмур. 


4 
10 


Гејри-мәһдуд функсијаларын ғејри-мәхсуси интегралынын 
да мүтләг вә шәрти Јығылмасындан данышмаг олар. 


Я 
Плохая (6) 
М 2-% 
интегралы |ығылан олдугда (кода инт гралына мүтләг 
2 4 


ь 
|нгы ан интеграл дејилир. (6) интегралы дагылан, (дах ni- 


b 
тегралм |ыгылан олдугда исә [ f(x)dx шарти ]ыгылан интег- 


а 
гал адланыр. 
b П 


ах ах 
Мисал. Ге)ри-мәхсуси ——— ве |------ интеграл- 
1р 4 1 (х—а)“ | (=x р! 
ларынын |ығылмасыны тедгиг етмали, 
вэ 1! олдугда 


lim 
.... 


= im 
(хак „+0 "+1 


| de (х-аүл 


Дек gi и 
= т, е. = = ЇЇ == ‚>< 1 олдугда 


= р > 1 олдугда 
олур. в = 1 олдугда исә 


” ах 29 t ЖҮ ЛУС 
|” о аи ја Ји өв. 


Демәли, p < 1 олдугда | 57: интегралы ]ыгы зан, нэ»! 


олдугда исә дағыландыр. Зыгылан интегралын гијмгти ашағы- 
дакы кими тапылыр: 
b 


b "= 
| и тре -а) < 1. 


Икишҹи интеграл да 1 < 1 олдугда Јығылыр, y 2 1 оллугда 
исә дагылыр. 


87. ГЕ)РИ-МӘҺДУД ФУНКСИЈАЛАРЫН ГЕЈРИ- 
МӘХСУСИ ИНТЕГРАЛЬ НЫН ХАССӘЛӘРИ ВӘ 
ЗЫРЫЛМА ЭЛАМЭТЛЭРИ 


Тутаг ки, | (х) функсијасы |а, b) |арыминтервалында те'јин 
олунмуш вә х = В нөгтәси әтрафында гејри-мәһдуд олан функ- 
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b 
сијадыр. Онда онун {лах гејри-мәхсусн интегралындан 
нышмаг олар. > қ 
й а ет, интегралларын, мугјјан интегралын мә лум 
хассәләринә (хәттилик, дәјишәни әвәзетмә вә с.) охшар хас- 

сәләри вардыр. Бурада онларын анҹаг бир нечәси верилир. 
ассә 1. |а, 8) Јарымиктервалында кәсилмәјән Гоу 
функсијасынын ибтидаи функсијасы Р(х) олдугда 


% . 
{болак =F (b —0)— F(a) (1) 
Р -0)- Р(х 

@@=®= Шей) 

а а ju (Н/утон--Ле|бнис дүстуру) доғрудур. 
ан apao ашагыдакы кими баша дүшүлүр: 
ја бәрабәрлијин һәр ики тәрәфи сонлудур вә (1) догрудур, ја 
да бәрабәрлијин һәр ики тәрә ринин мэ’насы |охдур. 

(1) бграбарлијини исбат етмәк үчүн [а, 2—8] парчасы учун 
ыт 
! /()ах = Е(5-%9- F (а) 


--Ле(б ис дустуруну (ХХИ, 58) јазмаг, сонра да ахы- 
шин бара нада + = 4-0 шэртиндэ лимито кечмэк ла- 
о. U- На) во У — е(х) функсијаларынын (а, 0) 


јармминтерва линда кәсилмәз төрәмәдәри варса вә | шау, 


T 
оу |, { vau шфадәләринин һәр һансы икиси сонлудурса, 
а а 


онда 


{шуру} — vau (2) 


ве 


дур. | 
ШОЛУ мугјјан интегралын ћисса-ћиссе интеграл- 
лама дүстуруна (XXII, $9) әсасән исбат олунур. 


Мисал. = ) (їп х)" dx интегралним Песабламелы, 


lim х (їп х)"= 0 олдуғундан (2) дүстуруна әсасән аларыг: 
ээд 


ААР 
h= | (ах) ах = жіп у= я (их) dx = 


as Пий =, 2... 


1 
Бурада", Je af Ах = | олдугуна көрә 


пл — п|—(п— 1) 2] = (Пил (—1)°л! 
вә ја . 

Љ = (— пл 
алыныг. 


Ге|ри-махсуси интегралын башга хассәләрини дә ејип гајда 
илә исбат етмәк олар: 

Инди интегралын бир сыра јмемлма әламәтләрин гејд 
едәк. 

Тутаг ки, / (х) функсџјасм |а, b) Јарыминтервалында тә'}ин 
олунмуш, манфи гијмәтләр алмајан вә истән: лән |а. 2—8] 
40 <2 <#— а) парчасында тревни функсијадыр. Онда 


Р = T У(хуах (3) 


функсијасы % — +0 шәртиндә монотон арт:н олар. Буна көрә 
дә сонлу вә в сонсуз | Ит Р (8) лимити һәмишә вар. Бу лими- 


тин сонлу олмасы үчүн гв) интегралынын бүтүн 0<%<2%—а 
әдәдләри учун мећдуд олмаєы зәрури вә кафи шәртдир: 
ІР <М (0<%<2-а). (4) 
Бурадан ашагыдакы тэклифи аларыг: 
Теорем 1. f(x) функсијасы [а,6) ерыжинтервалыида 
ma'jun олунмуш вә мәнфи гијмотлор алмаўан фунн- 
ъ 


сија олдугда (4) мупасиботипинп одэнилмосль | Тағат 


питегральтын јығылан олмасы үчүн зәрури вә кафи 
задртдир. 
Демали, (4) шэрти өдэлчлмэднєдэ 


frao т, 1 раније: 


олар. 
“ Бу теоремдән истифадә едәрәк гејри-мохсуси интегралла- 
рын ]ытылмасы үчүн мүгајисә әламәтини исбат. етмәк олар. 
Теорем 2. ја) b) јарыминтервалында то'јин oryn- 
муш вд истәнилән (а, 0-5|(0<%<0-а) тарчасында 
интеграллянаи, f(x) вә (х) функсијалары учун 


0< f(x) <e (x) қ (5) 


борабарсиалији өдәнилирсә, онда J, = | q (ж) да иптег- 
А 


ь 
ралы јығылан олдугда Jı = | f(x)dx интегралы да 
4 


дығылы)р, ју читегралы дағылан олдугда Ју интегра- 


лы да дагылыр, 
Исбатм. Тутаг ки, Jy интегралы )ығылыр. Онда 1-ҹи т:0- 


pema көрә 
23 


! е(х)4х < М(0<8<5--а) (6) 


олар; Бурадан, 9) озрабарсизлијине әсасән, 
Тју бојене | #(х)ах< М @<%<5—а) 


алыныр ки, бу да Ј, интегралынын }ыгылан олдуғуну кестерир. 
Л, Интагралы. дағылан ONEAN 


jrr - dim, 1 "аналы 
олар. Бу Байда (5) бәрабәрензлииә көрә 
ў Ро) ах < ШЕР 


ӨВДҮРУНДЯВ,. 
+= lim Т дах «їл, Томе нэвс +æ.. 


Теорем 3. |a, 5) была екн тә сме үе] 
муш, мәнфи гијматлор алмадан вә истәнилән а, ф— 
часына интегралламам. Т (ж) вә (ғ) 20 фуннсија- 
лары үчүн 

im и т @<т< о). 0) 
хээг 4(5) 
лимити варса, онда J, вә Jı интеграллары ејни за- 


манда ја јиғылыр, ја да дағылыр- 
и на Лимитин та'рифина көрә истәпилән 0<е<тәдә- 


ди үчүн елә ò> 0 вар ки, х-ин 2-8 < х < Рбәрабәрсизли]ини 
өдајән бүтүн гијмәтләриндә 


t-< Ziti 


ве ја 
(т де(х) «/(5) < 0 + 990) (8) 
ф—?%<х<%) 


барабарсизликлари өдәнилир. 


„= | •(х)ах интегралы }ыгылан олдугда 3 о (х)ах ипт:т- 


ралы да мгылар, Онда 2-чи теоремә вә (8) бәрабәрси эликлә- 
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Қ ь 
ринин сағ тәрәфинә көрә дах интегралы |ығылар. By- 


0 
радан Ja интегралынын Јығылмасы ајдындыр. 


Уул | f(x)dx интегралы |ығылан олдугда f дах m- 
22 


b 
тегралы ва (8) барабзрензлијинз керә Ї (1— е)е(х) dx= 
ын 


b 
=(1—) ) 6(х) ах интегралы |ығылан олар. Бурадан /, ин- 
ыш , 

тыралынын ]ыгылан олмасы а]дындыр. 
гтичг. Тутаг ки, [а, 0) јарыминтервалында то'ји. 
_ ки, |a, н 
олунмуш вә мәнфи гијмәтләр алмајан | (х) функсијасы ИЕ 


| ? „Дш. (д—х)*]{х)=т „ ® 
өдәнилир. Онда 1) 0« т < + со вә p < 1 олбугда 
b 
(дах (10) 


2 

интегралы јығылыр, 2) 0 <1< + со вз (> У 

(10) интегралы дағылыр. б а 
Нәтичәнин доғрулуғуна инанмаг үчүн 


$ 
КЕ , (1) 


интегралынын р < 1 олдугда |ығылан, и > 1 олдугда исә дагы- 
лан олдугуну нәзәрә алмаг лазымдыр. а 
Хүсуси һалда, х ~ 2—0 шәртиндә 
1 
хіш---- 
А а-а 
оларса, онда р < 1 олдугда (10) интегралы |ығылар, ь > 1 ол- 
дугда исә дағылар. | 
Бурада исбат олунан тэклифлэр у]гун шэкилдэ башга rej- 
ри-мехсуси интеграллар (интегралалты функсија а негт. си нә ја 
башга дахили с(а < с < 2) нөгтәси әтрафында гејри-мәһдуд 
олдугда) учун дә догрудур. | 


i . 
Мисал 1. | = > интегралы дағылыр. 


ла 
Догрудан да, П 


ит (|— х) — А 
ЦОЛОО 


1-м 2 
олдуғуидан 3-чу теоремин нәт: ҹәсинә ҝәрә интеграл дагылыр. 
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1 
У 
Мисал 2. ( —24. интегралы Јығылыр. 

ЭЩ === Р р 


Доғрудан да, 
1 


Пт (1—х)* 
к-1-ө 
олдугунлаз нәтиҹәјә көрә интеграл |ығылыр. 


5 8. КОШИ КРИТЕРИСИ ВӘ ИНТЕГРАЛЫН 
МҮТЛЭГ ЗЫРЬЛМА ЭЛАМЭТИ 


Фәрз едәк ки, f(x) функсијасы 1а, 5) |арыминтервалынла 
те'јин олунмуш вә истәнилән (а, Jia <i’ <“ парчасында 
ин егралланан функсијадмр. Онда истәнилән а« х<2 үчүн 


ео) {у dt о) 


интегралы сонлу олар. Ајдындыр ки, х — 2—0 шәртиндә / (х) 
функсијасынын сонлу лимитинин варлығы 
b 


| 7 4 (2) 
2 
гејри-махсуси интегралынын ]ыгылмасына еквивалентдир. 
Коши кр терисинә (ХИ, $ 11) көрә исә (х) функси)асынын 
х-6—0 шәртиндә сонлу . имитинин варлығы үчүн зәрури вә 
кафи шәрт беләдир: истәнилән =>0 әдәли үчүн елә 5=8(:)>0 
вар ки, х-ин 0—0 <a’ <b, 0-—$<х"< бәрабәрсизликләрини 
өдәјән ихтијари х” вә х" гијмәтләриндә 
ДА 0) — F (x)| <e (3) 


мунасибэти едзнилир. Бурада 


F(x") —Р(х) = [7004 0704 = {0а 


олдуғуну нәзәрә алсаг, (3) барабарсизлијини 


{уша 


5 


<e (4) 


кими језа биләрик. 

Бур дан (2) интегралынын варлыгы учун ашагыдакы тгорем 
алыныр: 

Теорем 1 (Коши критерисн). (2) интегралынын jrit bt- 
лан олмасы үчүн зәрури вә хафи заэрт беләдир: UC- 
шәнилән «> 0 әдәди учун елә 5--8(:) вар ки, xun 
—%<х'< во б-8-237-29 бәрабәрсизликләрини өдәјән 
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uxmujapu ж вә х! гијмотлоринде 
3 
ІШ 
ЕЯ 
мунасиботи вдонилир. 


Инди (2) интеградынык мутлэг јығылмасы һаггында теоре- 
мн исбат едәк. 


са ё- Ае 


Теөрем2, Тадлиггэрой ШЕ; миэзегралы јы- 
ғылырса, онда (3) интегралы да )ығылыр. 
> Догрудан да, Ша интегралы |ығылан олдуғундан 
ЗЭН Коши критерисинэ көрә нстәнилән “>0 әдәди үчүн елә 2=2 4) 
вар ки, b— ò <H <6 вә 02-2 <1 <2 бәрабәрсизликләрики 
Фдә)ән истәнвлән #' вә 4” әдәдләри үчүн 


4 ив < 


фе ^^ ` аданелир. ома | 

” 

руах| < ШЫ 

олдугундан көстәрилән ихтијари b’ ва 4” әдәдләрин учун 
2 “ 


2 2 


бәрабәрсизлији ёӧдәнилёр. Бурадан, Коши критерисинә көрә, (2) 
янтегрслынын Јығылмасы ајдындыр, 


< 


Гејд едәк ки, (2) ннтегралы јығылдыгда | 7 0) х интег- 
ағыны таа. ола онгар. Бу һалда (2) интегрална шерт 
Мисал, Jer ах интегралы |мвылыр. 
Доғрудан да, O< х < 1 олдугда 
о«| ЛЭ лэ 
1 


бәрабәрснзлији еданнакр. Сағ тәрәфдәки функсијанын \ 7 == 
ЕДБ 


интегралы (Уягылан олдуғундан (66, мисал). 2-чи теорема 
(67 ЕН ЕСЕЗ 

{$ 7) хөр || УЕ 
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4х интегралы да |ығыландыр. Онда, ни- 


sin x 


ах интегралы 


1 
ди исб:т етдијимиз 2-чи теоремэ керә ! 


Зыгылыр. А 
89. ИНТЕГРАЛЫН БАШ ГИЗМЭТИ 


Г. Тутаг ки, /(х) функсијасы (— со, - со) ичтервалында 


“тэ ин олунмуш вә истәнилән сонлу 1-м. МА парчасында ин- 


тегралланан функсијадыр. Бу һалда ТЕГЕ теіря-мәхсуси 


интегралы У та РЕЗЕ А 
ы л 
i {7e Іт ЗҮ а) 
ией, ВС 
хими та'јик олунур. Бурада А, вә №, кәмијјәтләря бир-бирин: 
дән асылы олмајараг сонсузлуга }фахынлашыр. Ола биләр ки, 
41) лимити јохлур, лакин №, =№=М- о шартияд» һәмин 
Amat вар. Онда бу ликнтө, ы нн 


пандан | 3 Ж (2) 


нфадәси: ә ШЕ интегралынын” Коши мә нада баш zuj- 
моти дејилир вә ашағыдакы шәкнлдә јазмлнр: 
И. P. rosen lim m одах „а 


СИ. Р. ћарфлари „valeur principale“ (боленген гијмәт) 
сезлариник баш ћорфларидир). 


Тутаг ки, | [f (x) + /(—х)] х гејри-мәхсусн интегралы }ы- 
т 


ғыландыр вә (3) баш гијмәти сонлудур. Онда /(х) функсија- 
сыны так гә чүт функсијанын ҹәми шәклиндә 


од = 9С р 
кими көстәрсән, 


ИР, ИОН lim 1 1худх- lim 41 цан 


200-769) ВЕЗЕ) 
+ Ї r 44 = іт Ї = ах 


м-ә 34, 


x} 


а: + 


N ~ 
=2 lim [ах [у + (хм 
н-» 4 2 4 


ва ја 


V. P. | Кдах- (|Ң) +) (— хх (4) 
5 5 
олар. Хусуси һалда, | (x) функсијасы чүт функсија оларса, on- 
да (4) дустуруну 


ИР, Ї Тодах= {лах 


киуи јазмаг олар. 
Мисал 1. 

© ч 

у. Р. j sin хах = Im Јав. ил [—соз/+соз (1-0. 


Гејд едэк ки, sin х 2х ге]ри-мэхсуси интегралы дағылыр. 


1—8 


Мисал. 2. · 


УР | тей” d ыа, 
„1+ а 
И. 70) функсијасы истәнилән (а, с— %,| (0 <, < с — а) вә 
le + %, 2](0<8, < 5 — с) парчаларында интегралланан вә [а. г] 
парчасынын дахили х = с негтесинин әтрафында гејрг-мәһдуд 
олдугда, онун (а, «| парчасында Ге)ри-мәхсуси интегралы awa- 
ғыдакы кими тәҢин олунур. 


% с, b 
! јлда А ! Редак im, | 1(х)4х- 


с-а b 
=i f (дах | (хуйх | (5) 
мо | a 32% 
Бурада 8, вэ ё, кәмијјәтләри бир-бириндән асылы олмаја- 

раг смфра |ахыплашыр. Бу һалда (5) лимити олмаја да бн- 
ләр. Лакин 8, =8, = ð -- 0 шәртиндә бә'зән һәмин лимит COH- 
лу олур. Онда бу лимитә, ја ни 

з b 4 

|] Нох) ах + о | 
3 54 
И 

ифадасино лаах интегралынын’ Коши ма'када баш гијмоти 


а 
дејилир ва 


b tð П b 
и вроде, поа | леда] (6) 
кими ишарә олупур. 


по 


b В 
Мисал 3, | -== (а < с <b) ге}ря-мәхсуси интегралы дағы- 
17х-с 
лыр. Доғрудан да, 
—% А 
| ах + | ах д ыры 40) 
хс Му с-а 5, 


бәрабәрлијинин сағ тәрәфиндәки ифадәнин 5,7 ва 5, кәмијјәт- 
ләри бир-бириндән асылы олмајараг сы фра јахынлашдыгда ли- 


мити јохдур. 
Инди (7) б:рабәрли|индә 8, = 3, =ù һесаб едәк. Онда 


=, ба 23 б ах’ 
lim 5 теі d Ін = 


-+9 хе || с-а 
8. 1 


олар. Демәли, верилмиш „гејри-махсуси интеграл дағыландыр. 


лакни Онун Коши ma'nana баш гијмәти вар. 
Гејд едәк ки, перилмиш гејри-м хсуси интеграл ]ыгылан 
олдугла, онун Коши мэ’нада баш гијмәти дә вар вә һәмин ин- 


тегралын гијмета илә үст-үстә дүшүр. 


IV ҺИССӘ 


ЧОХДӘЛИШЭНЛИ ФУНКСИЈАЛАРЫН 
ДИФЕРЕНСИАЛ ҺЕСАБЫ 


ххуФасил 
ЧОХӨЛЧҮЛҮ ФЭЗАДА НӨГТЭЛЭР ЧОХЛУГУ 


5 1. МЕТРИК ФЭЗАЛАР 


Ри)ази анализин әсас анлајмшларм лимит васитәсилә тә"Јин 
олунур. Лимит анлајышынын тэ’рифи исә әдәдләр фәргини 
мүтләг гијмәтинә, Јә'ни һәгиги әдәдләр арасындакы хәсафә 
анлајышына әсасланыр. 

Һәгиги әдәдлгр арасындакы мәсафә анла|мшыны истәнилән 
тәбнәтли елементләр чохлугу үчүн үмумыләшдирмәк олар. 

Тутаг ки, К илә истәнилән тәбиәтли А, У,2,0,.., елемент- 
ләр чохлуғу ишарә ол нмушдур. , 

Ториф 1. Тутаг ки, К чохлуғунун истәнцлан uku X вә 
У елементинә, һәмин елементләр арасындакы мәсафә ад- 
лакан вә ашағыдакы шортлори (метрик фәзанын аксиом- 
ларыны) едгјон бир һәгиги p(X, У) 20291 У/ғун гојулур: 

1. p (X, У) = 0 мунасиботи (XER, Y+ №) Јалныз вә Јалныз 
X=Y олдугда өдәнилир. 

2. Истэнилэн ХЕ А вә VYER учун 

p(X, У) = р(У, №) 
бәрабәрлији (симметрија аксиому) өдәнилир. 

3. Истәнилән X ER, YER вә 26А үчүн 

. Р(Х, У) <р(Х, 2) +p (2, У) 
мунасибэти (үчбуҹаг бәрабәрсизлији) эдэнилир. 

R чохлуғу илә p(X, У) мәсафә (функсијасынын (R, р) чүтүнэ. 
метрик фәза дејилир. p(X, У) мәсафә функсијасы метрика 
адланыр вә метрик фәзанын гурулушуну те'јин едир. 

Метрих фәзаны, адәтән, бир әрлә E= (^,р) вә ја уетрик 
фәзаны тәшкил едән А нөгтэлэр чохлугунун ишарә едилдији 
„А һәрфи“ илә ишарә едирләр. R чохлуғунун елементләри 
метрик фәзанын нөгтәләри адланы 

Тэ’рифдэки 3-чу аксиомда X = ГА көтүрдүклэ 2 (А, 2) > 
>0 — $ (X, 2) >0 алыныр ки, бу да мәсафә функсијасынын 
һәмишә мәнфи олмајан гијмәтләр :алдығыжы көстәрир. 


из 


Һәр бир хәтти нормалашмыш фәзада (ІҮ, $ 9) метрика 
тојим етмәк олар. Бу мәгсәдлә истәнилән XER вә VER 
нөгтәләри арасындакы мәсафәни 

Р(Х, У) = 1 – УУ Х| 0) 
кими те'јин етмәк лазымдыр. Бела тг’)ин олунмуш мәсафә 
Функсијасы үчүн метрик фәза эксиомлары едэнилир. Доғрудан 
дв, биринчи ики аксиомун өдэнилмэсн ашкардыр, үчүнчү акси- 
омун өдәнилмәси исә ашағыдакы мүнасибәтдғн ајдындыр: 

Р(Х, У) = ПХ У (Х—2)+(2—У)|< 
2 |Х— 2|+|2—У||=> (X, 2) +р(2, У). 

Демәли, (1) шәклиндә тә’ Јин олунмуш мәсафә функсијасы 
илә Нэр бир хәтти нормалашмыш А фәзасы метрик фәзаја 
чеврилир, |э’ни (А, р) wyry. метрик фәза олур. 

Мисал 1. Бүтүн һәгиги әдәдләр чохлуғу, ихтијари X вә У 
һәгиги әдәдләри арасындакы мәсафә р (Х,У) = | — У | кими 
то'јин едилдикдә метрик фәзаја чеврилир. Бу фәзаны E, илә 
ишарә едәк. . 

Бу һалда метрик фәза аксиомларынын өдәнилмәси мүтләг 
гијмәтин ујғун хассәләриндән ајдындыр. 

Мисал 2. Тутаг ки, |а, $) парчасында кәсилмәјән х = (t) 
функсијалары чохлуғу А илә ишарә олунмушдур. Бу чохлугла 
метриканы (мәсафә функсијасыны) 

3 p (x, y) = max |х ()— у()| 


кими та'јин етдикдә метрик (R, р) фәзасы алынар. Бу фәзаны 
С ја, 6] = (10,6) илә ишарә едирләр. 

Мисал 3. п-елчулу Ra һесаби фәзасында (IV, $ 2) истани- 
лан X = (Xy Xp i.s Ха) во У = (у, Уһ... Уһ) нөгтәләри 
арасындакы мэсафэни 


5 А 
p(X. У)= ( У ја — у ) 
5 кті 
кими тә |ин етдикдә метрик (Ra, р) фәзасы алыныр. Бу фәзаны 
Ел == (Аа, е)' илә ишарә едврлор. : 
Гејд едәк ки, ејни бир чохлугда мүхтәлиф метрика тәјин 
етмәк олар. Мәсәлән, л-өлчүлү Ra һесаби фәзасында (IV, $ 2) 


истәнилән N = (ху, хь..., Xa) вә Y= (ул уа) негто- 
ләри арасындакы мәсафәни Е 
һ(Х,У)= E | 1, 
(Х,У) тах, = 
ма-а 3 2У са 
1 л-влчүлү Евклид фәзасы па било ишарә олунур (У, $ б). Бу. ao- 


явшигаыга сәбәб олмур. 


4-4 из 


вә с. кими тә’јин етмәк олар. Бунларын һәр бири үчүн мет- 
рик фәза аксиомлары бдәнилир (буну |охламағы охуҹулара 
һәвалә едирик!). Беләликлә, ејни бир Rn нөгталар чохлуғу 
васитәсилә (Ra, ба), (Ras ра), (А, рз) вә с. кими мүхтәлиф метрик 
фэзалар то'јин олунур. 

Е» ва (Ёс, р) метрик фәзалары А, чохлугунун нөгтәләри 
арасындакы мәсафәни 


n ‚ 
һ(Х, и-( È эн у 


(1<р< ә) 


кими то'јин етдикдә алынан (Ra, p) метрик фәзасынын хүсуси 
һалларыдыр. 

Тәриф 2. Метрик R фәзасынын p (Х.Х) <= бәрабәрсиз- 
лијини өдәјән бутун-Х Е В нөгтәләри чохлугуна Һәмин фәза- 
нын X ER нөгтәсинин әтрафы (вә ја «-отрафы) дејилир. 
Xo нөгтәси әтрафын мәркәзи, е әдәди исә әтрафын радиусу 
адланыр. 

Хо нөгтәсинин г-атрафыны О. (Xo) илә ишарә едәҹәјик. 

Тәриф 3. Хо ногтосинин истәнилән” ОДХ) әтрафында 
Q чохлуғунун һәмин нөгтәдән фәргли һеч олмаса бир нөг- 
тәси варса, онда Ху нөгтәсинә Q чохлугунун лимит нөг- 
тәси дејилир. О чохлугунун лимит нөгтәси олмајан Х.С О 
нөгтэсинэ һәмин чохлугун изолә едилмиш нөгтәси дејилир. 

Тәриф 4. Верилмиш Х,Є () негтосинин Q чохлуғуна 
дахил олан әтрафы олдугда, она @ чохлугунун дахили 
негтаси дејилир. 5 
. Бүтүн нөгтәләри дахили нөгтәләр олан чохлуга ачыг 
чохлуг дејилир : 

Тәриф 5. Бүтүн лимит нөгтәләри өзүнэ дахил олан 
чохлуға гапалы чохлу? дејилир. 

Metpak К фәзасынын өзү вә бош чохлуг ејни заманда һәм 
гапалы вэ һәм дэ ачыг чохлуглардыр. 

Метрик А фәзасынын һәр бир О алтчохлугу һәмин фәза- 
нын өзүнүн метрикасына нәзәрән метрик фәзадыр. Бу hasna, 
ОСА чохлуғу гапалы олдугда она метрик R фәзасынын алт- 
фәзасы де|илир. ч в 

Тутаг ки, К вә В, ики метрик фәзалыр һә опларын apa- 
сында елә гаршылыглы биргијмәтли ујғунлуг ]арадылмышдыр 
ки, бу фәзаларын ујғун ҹүт елементләри арасынлакы мәсафә- 
ләр бэрабэрдир:` 


ЕТО ЉУЕК һә "Є -У"ЄК' оларса, 
#(Х', А) =p (У, У”). 
Онда haman фәзалара изометрик фәзалар дејилир. 
Бурадан ајдындыр ки, изометрик А вә K, фэзалары мүхтә- 


лиф тәбиәтли үнсүрләрдән ибарәт олса да, онлар метрика 
(мәсафә) илә” ифадә Олунан хассәләр бахымындан ејин фәза- 


па 


лардыр. Буна көрә дә изсметрик фәзалары чох заман ејни- 


ләшдирирләр. 
Метрик фәзанын елементләри ардычыллыгынын лимитин- 


дан дә данышмаг олар. Тутаг ки, 
р е (9) 


вә }а[Х® | метрик  фәзасынын елементләри ардычыллығы- 


АМЁ риф 6. Тупаг ки, метрик R фәзасынын XER esne- 
менти вә (2) ардычыллыгы үчүн lim р(Х9, Х) = 0 барабар- 


лији өдәнилир. Онда, дејирләр ки, (2) ардыҹыллығы X нег- 
тәсинә )ығылыр вә буну 
lim ХӨХ ва ја ХӨ - X (к — со) 
ми јазмрлар. а 

қа өл, Мери С (а, | фәзасында |ха(4)| елементләри 
ардычыллыгы х(0)ЄС [а,5] негтасина |ығылырс?, онда 
lim [ зир 1.00 |] =0 

а<1< 


гр бәрлији өдәниләр. Бу исә (хк (1)| функсијалар ардычыл- 
И бш кшк х (Ё) функсијасына мүнтәзәм |Б- 
ғылмасы демәкдир (ХХХУІ, $ 1). да 
Ториф 2. Метрик Ч С ВР ІХ“) нөх ШІН 
г! n-p (ХӨ), X™) ~ () (1- со, т- со) муна- 
О dua фунда метал пайки тиз деер 
Һәр бир }ыгылан ардычыллыг фундаментал ардычыллыг- 
дыр. Догрудан да, (2) ардычыллығы х Ета {тнл 
онда р (Х©?, Х) -› 0 олар. Бурадан вә истәнилән п вә т үчү 


доғру олан а 
а(х, уу «р (9), X) + p(X ХР) 
бәрабәрсизлијиндән 
p(X™, X™) ~ 0 (n= =, т = со). 
Бу тәклифив тәрси доғру дејилдир. Фундаментал ардычыл- 


лыг ]ыгылан олмаја да биләр. Мәсәлән, бүтүн расионал эдэд- 
ләр аел 1-ҹи мисалда ҝөстәрилән мәсафә илә метрик фә- 


задыр. Бу фәзанын Р 
А 1 a 

т-2, в= (1+5) п (12) 
елементләри ардычыллығы фундакенталдыр, лаккҥ Һәмин фә- 
занын һеч бир елементинә |ығылмыр (снун лимити иррасио- 


нал е әдәдидир!). к 
Topup 8: Метрик фәзанын һәр бир фундаментал ap- 
оОыҹыллығы ћомин фәзанын бир елементинә јнғылыр‹а, она 


там фәза дејилир. _ 
Мисал 4. Бүтүн һәгигн әдгдләр чохлуғундан ибарәт олан 


(мисал 1) метрик фәза тамдыр, $ 


a 


2 n 


u5 


Бу, бирдәјишәнли функсијанын лимитинин варлығы har- 
гында олан Коши критерисиндан”(ХП, $ 11) ајдындыр. 

Бүтүн реснонал әдәдләр чохлугу исә там олмајан метрик 
фәзалыр. 

Там олмајан метрик фәза)а „Јени елементләр“ әлавә ет- 
мәклә ону тамамламаг, }ә'ни там фәза һалына ҝәтирмәк олар. 
Мәсәлән, расионал әдәдләр чохлугуна бүтүн иррасионал:әдәд- 
ләри әлавә етмәклә бүтүн һәгиги әдәдләрдән ибарәт олан 
там метрик фәза алыныр. 

Бу үсул үмуми һалда бе]ук һәҹмли дәрсликләрдә шәрһ 
олунур. | ' 


8 2. я-ӨЛЧҮЛҮ ЕВКЛИД ФӘЗАСЫНДА 
МЭСАФЭ ВӘ ӘТРАФ АНЛАЈЫШЫ 


Бурада п-елчулу En һәгиги Евклид фәзасы һггында бир 
сыра мә’лум фактлары јада салаг (ІУ, $ 6,7). 

En фәзасы бүтүн X = (хи Ху... , ха) елементләриндән вэ 
Ја п-өлчүлү негтолардан ибарәтдир. Бу фэзала истэнилон 
X = (ал, д... ха) вә У = (уһ, Ун... Ул) ементләринин 
скалјар һасили ашағыдакы бәрабәрликлә тәни олунур: 


(Х,У) = хуу хау + ха уп. (1) 
Ез фәзасы хәтти нормалашмыш фәзадыр вә онун истани- 


лән X Е En елементинин иормасы 


ПА = УСС =Ухї+ хї+ а 
кими тә)ин слунур. Истанилан X С En ва У Є Е, елементлә- 


ри үчүн 
ИХ + УЦ КЛИ У || 


бэрабэрсизли]ч догрудур. Бундан башга, Ea Евклид фәзасында 
истәнилән Х вә У негтолари арасынлакы мәсафә 


ну И È 


(2) 


бәрабәрли]и илә тә']ин олунур. Бу мгсафә үчүн метрик фәза 
аксномлары өдэнилир ($ 1), јони и-олчулу Е, Евклид фәзасы 
метрик фәзадыр. Бу фәзанын истанилан А во У елементләри 


үчүн „% 
<ү РУДЕ (3) 


У су 
= = = 


Коши—Бунјаковски бәрабәрсизлијн дө догрудур. 

Гејд едәк ки, п--2 олдугда (2) ифадәси мүстәпи узэринда 
Јерләшән (хі, хә) вә (Yn Ур нөгтәләри арасындакы мәсафә, 
п=3 олдугда исә фәзада Јерләшән (х, х», Xa) пә (у, у, Уз) 
нөгтәләри арасындакы мәсафә дустурудур. Бу исә Ez пә Еу 
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әзаларыны „ади мустави“ вә „реал фэза“ кими тәсәв- 
«үч ӨЗДЕ верир. 1553 олдугда исә п-елчулу Ёс Epema 
фәзасыны ә)ани-һәндәси тэсэввүр ETMƏK мүмкүн дејилдир. Эн 
фэзалар анҹаг ријази үмумиләшмәдир (абстраксијадыр) вэ. ot- 
лардан чохдәјишәнли функси]аларын үмуми нәзәријјәсини гур 
стифадә олунур. 
ми еу ао УР арар вә анлајышлар али һәндәсә- 
дәки истилаһ вә анлајышлара охшар олараг көтүрүлүр. 
Тәриф 1. п-елчулу Еһ Евклид фәзасынын 
Хүэс Ха јео = Хуа Хе эн жар ” 
шбәтини өдәјән бүтүн X = (Xr Xas.» -s Ха) негтола; 
И дахин” ИЕ к-чы координат оху (к = 
-1,9,., n) дејилир.0 = (0, 0, . . .. 0) кегтоси координат баш- 
аныр. ” 
жээ метрик фәза олдуғундан һәмин фәзада. әт- 
раф, лимит негтаси, дахили нөгтә, ачыг чохлуг, гапалы чох- 
‘луг вә с. анла)ышлары то'јин олунур. 
© То'риф 2. En фәзасыны. 


их, хөу-ү/ У (хс-хОу < (4) 
к=! 
бораборсизлијини өдәјән оо с (а Ху % 2 арн 
ләри чохлугуна марке = (Хр Х1 ~ 5, E Ба а 
тәсиндә олан e радиуслу п-елчулу (ачыг) күрә дејилир 
О.(Х9) илә пшарг олунур. 

"Мәркәзи ХЭ? нөгтәсиндә олан e радиуслу п-влчулу га- 
палы күрә p(X, ХХ) < в мунасибәтини өдәјән бүтүн X Є Е, 
негтолори чохлугуна дејилир. 

Е, фэзасынын т o 
х А@|<%. Vea – О <... Їжа =a] < % (5) 
бораборсиалиини өдәјән . бүтүн X Є Е, нөгтәләри чохлуғуна 
мәркәзи Х® негтасинда олам л-елчулу паралелепипед дејилир 


ва П(Л®; d. o ., бр) илә ишарә олунур. 
(5) бәрабәрсизлнкләрини 
[а 00|] < 8 (= 1,2,...,п) 


кими кэтурдукда мәркәзи X пөгтәсиндә олан п-олчулу 
палы паралелепипед аларыг. 
Хусуси һалда, == 


„= 8, = 0 оларса, онда П(А); 
у 299. 5) ку 
хуб адланыр вә M(X; $) илә ишарә олунур. T (.Х'; 8) ку 
нун тилдәринин узунлуғу 28-}а бәрабәрдир. 

Мисал. л = 2 олдугда Ов (А) кураси мүстәви узарми- 
дә змәркәзи ХО = (x$, 07) мәгтәсиндә вә радиусу К олан 


‚ Фа) чохлуғу мәркәзи ХӘ нәгтәсиндә олан (-өлчүлү 


м 


1 %, 


сыг 
й, 1 
Шакил 217 Шакил 218 ! 


данрэ олер (шәкил 217). п (х® 


мүсэан үзэриндэ мэркэзн ХӘ 
науғу урт 
узу: В у)кун олараг 28, ва 23, 


: %.%) паралелепипедн ис» 
нөгтәсиндә вә тәрәфләринин 
Олан дүзбуҹаглыдыр (шә- 


Тәриф 3. О, (Х®) ку, < 

2 2 рәсинә Х“> негтасинин е-әт, 
йн зан күрәви, 2трафм), П (XO; 3, бр... Ba) пара а 
пединг исә X® ногтосинии дузбучаглы әтрафы дејилцр. 


Теорем 1. Верилмиш ХО p бир e- 
қ пегтосинит һәр би. 
әтрафы даилиндә онун мүәјјән дуабучаг. 
р у ы 22 уабучагам әтрафы 


Бубето А Мр әтрафы дахилиндә 


Исбаты. Тутаг ки; Х® нөгтэсинин О, (9) 


вгрилмишдир. 8 = не 


вй л пане мәркәзи ХӘ негтесинда олан 
: уна бахаг, Ајдынлыр ки, П(Х'% 5) куб - 
хид олан һәр бир Х` негтаси Х® негтэсинин рузе 


Фына дз дахил олар, Доғрудан дв, [х хорс = {к = 
= 1,2, п) бәрабәрси?ликләринә эс: сән | У 

| ит 

вхо Y ТАИ РЕ 


олар, Демадв. ХӘ нөгтасинин П (Хе, 5) дүзбучаглы этрефы 
онун 0,(Х9)) в-этрафынын тамамилә дахилиндә јерлашир. у 
Инди фәрз едәк ки, XO нөгтәсинки П(Х®), м". 
аүрбулеғдш әтрафы (вера, мишдир. Онда мэркаан ХО) porro- 
ндә 27 - р 
ла вә рэдуусу r pin 5 олан 0,(Х9) күрәсн һәмин дуз- 


бучаглынын дохелинде Јерләшәр. Догруден де, истәнилән 
хо Х9)(6(Х,Х9Э) < в) негтаси үчүн 


х 0 < У Elaa) m p(X, XO) са сы 
= 


олар, jo'na ХЄ П (Х9) 8,..., ба). Башга сөзлә, ХЭ негтоск- 
нин O (XO) =-этрафы онун П (Х“®; 8, . г., ба) дузбучаглы 27- 
рафынын дахилиндә јерлашир. ў 

теорем кестормр KF, ҝәләҹәк мүһакимәләрдә нөгтэлэрин 
анҹаг ж-әтрафына бахмаг кифајәтдир, Буна көрә дә китабын 
сонракы бэндлэрьндэ, вернлыкш негтанин әтрафы дедикдә, 
чох ззман онун є-әтрафы 1 әзәрдә гутулур. 3 » 

То’риф 4. Х® СЕ, негтасинин истәнилән әтрафында 
E СЕ, чохлугунуя ћомин нөгтәдән фәргли Нея олмаса бир 
негтоси варса, онда X? негтаси Е чохлуғунун лимит нег- 
тәси адланыр. % : : 

Е чохлугунун ‘лимит негтоди олмајан ХОСЕ нөгтэси» ~ 
на онун изолә едилмиш нөгтәси дејилир. је 
Лимит негтасинин зэ рифиндэн ајдындыр ки, ХО негтаси Е 
чохлуғунун лимит негтаскдирса, онда онун үстәнилән этра- 

фында ћомин чохлуғук сонсуз сајда нөгтәси |ерләшәр, 

Вернамиш чохлуғун Лимит нөгтәс̧и ола да биләр, олмаја 
да биләр. 5 АЕ 

Тәриф 5. Е чохлугу илә` онун бүтүн лимит жөзтәлдә- 
ри чохауғунун бирлашизсина Һәмин чохлуғун гапајычысы _ 
дејилир вә E илә ишарә олунур. айй 5 Е 

Е-Е, олдугда, де)нрләр ки, Е чохлуғу Ел фәзасында һәр 
Јердә сыхдыр. 1 

Мисал 1. Ёс фәзасынын расиомал координатлы бүтүн вөг- 
тәләри чохлуғу һәмін фәзада һәр Јердә сыхлыр. 

Хусуси һалда (п=1), бүтүн расконал әдәдләр чохлуғу эдэд 
охунда һәр јердә смхамр. 

Тәриф 6. XPE Е нөгтәсинин Е чохлугуна дахил олан 
әтрафы олдугда, она һәмин чохлуғун бахили нөгтәси деји- 
лар. 5 
Тәриф Т. Бүтүн негтолери дахили незтглер олан 
чохлуга ачы? чохлу? дејилир. Б 

Бүтүн лимит нөгтэлэра Өзүнә дахил олан чохлуг гапа- 


“эм чохлу? адланыр. 


Гапады Е чохлуғу үчүн Е--Е олар. 5 

Верилмиш чохлуг сонлу (Јә'ни сонлу сг)да нөгтэдэн иба- 
рәт) олдугда, онун Беч бир яямьт нәгтаси .олмаз. Белә чох- 
луг исә гапалы чохлугдур. 2 Ч 

Мисал 2. Мәрьәзи О (0,0, ‚ 0) негтасиида вә радиусу 
R олан л-өлчүлү Ов (0) ачыг курасиннн, ја'ни 


+++! ө 
пә 


шэртини өлә)ән бүтүн X = (ха, Хь..., хь) Є Ва нәгтәләри 
чохлугунун һәр бир көгтәсі дахили неггэдир. 
Белә чохлуг исә счыг чохлугдур. Буна көрә дэ, чох заман 
Оһ (0) күрәсинә л-өлчүлү ачыг күрә дејилир. 
е Мисал 3. Мәркәзи О (0,0,..., 0) нөгтәсиндә, радиусу R 
жі е о А? (7) 


шарткни өдәјән бүтүн Ж = (л, Хау...» Ха) негталериндан иба- 
рәт олан и-елчулу гапалы күрә галалы чохлугдур, 


Тәриф 8. .ХӘЄ Ea нөгтәсинин истәнилән әтрафында 
Е чохлуғуна Ром дахил олан вә һәм дә дахил олмајан нөг- 
тәләр )ерләшдикдә, она Е чохлуғунун сәрһәд негтаси deju- 
лир. ` 


E «охлуғунун бүтүн сарїїгд нөг- 
тэлэри чохлугуна онун сәрһәди де- 
Јилир. = 

Мисал 4. п-олчулу En фәзасынын 

(i= aP) (raa) ~: + 

+ (ка – х0) R 
шортини әдәјән бүтүн X = (х, 
Шәкил 219 ` Ха... Ха) Є En негталари чохлугуна 
Ч мәркәзи ХО = (00, х), ... 30) нөг- 
тәсиндә вә радиусу R слан (л—1)-өлчүлү сфера дејулир. Бу 
сфераны 54”? үлэ ишарә едәк. 

$@— сферасынын һәр бир нөгтаси ачыг Or (А?) вә rana- 
лы ‚Ов(Х®) күрәсинян сәрһәд негтесидир, Бу сфера ОХР) 
ачыг күрәсинин вә 0,(Х9%) тапғлы күрәси ин сорћадидир. 

50-9 сферасынын һеч бир дахили негтэси јохдур. 

Хүсуси һалда, т=2 олдугда 54) сферасы чеврә, л — 1 ол- 
дугда исә 59 сферасы бир чүт көгтә олар. 


Warna 220 


Шэкил 221 


Тәриф 9. Бүтүн. ногтолорини, мәркәзи координат 
башлангычында. вә радиусу сонлу гдәд олан hap һансы күрә 
дахилиндә (ерлэшдиригк мүмкүн олан чохлуға мәһдуд 
чохлуг дејилир. 

Әкс һалда, чохлуг гејри-мәһдуд чохлуг адланыр. 

Мисал 5. Мүстәви үзәриндә (п--2) јарымохлары а вә b 
здадлари олан еллепсин дахили (шэкил 219) вә тәрәфләринин 
узунлугу сонлу. олан дүзбучаглы (шәкил 220) мәһдуд чох- 
луг, 

Б-((х,х)|- о <А, Сога < ха <h) 
золагы исә гејри-мәһдуд чохлугдур (шәкил 221). 


8 3. ЕВКЛИД ФӘЗАСЫНЫН НӨГТӘЛӘРИ 
АРДЫЧЫЛЛЫҒЫ 


Һәр бир н:лурал к әдәдинә л-өлчүлү Ёс Евклид фәзасы- 
чын бир XO = (x, х9,..., x$) негтаси у)ғун гојулдугда Еһ 
фәзасынын 

хе, ха, 


тық а (1) 
вә |а н 
(хе) (2) 

нөгтөлэри грдычыллығы алыныр. (Ардычыллыгын һәдләри мух- 
тәлиф Олмаја да бүләр). 

Та’риф 1. Тутаг ки, истэнилан мүсбэт є әдәди верил- 
дикдо елә натурал М әдәди көстәрмәк олур ки, к-нын М-дән 
кичик" олмајан бүтүн гијмәтләриндә ` 


р(х, К) <: (>N) - (3) 
бәрабәрсизлији өдэнилир, Онда X = (хі Ха)... ‚ Ж) нөгтэ- 
синә к > со шәртиндә {Х| ардычыллыгынын лимити деји- 
лир вә = = = 

, limX® =X н (4) 
во ја 5 . 
XO > Х (r>) (5) 


кими /азылыр. > 
(1) ардычыллығы лимьтинин А нөгтәси олмасы 
итр(х<®, X) = 0 бәрабәрлијинин өдәнилмәси демәкдир. 
“P пинити олан ардычыллыға јығылан, лимити олмајан 
ардычыллыға исә дағылан ардыҹыллыг дејилир. . 
Ардычыллығын лимити Х олдугда, дејирләр ки, ћомин ар- 
дычыллыг Х нөгтесинә |ығылыр. 
Тә'рифдән ајдындыр ки, ХӨ) грдычыллыгы X нөгтәсинә 
јығылырса, онла һәмин ердыҹыллығын муз]]эн нөмрэдэн сонра 
ҝәлән бүтүн Пэдлэря X негтосинин є-әтрафында јерләшир. Бу 
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һалда ардыҹыллығын анҹг сонлу сајда h = 
эдди һемин е-; - 
да |ерләшмә)ә биләр. ша са шин 
Инди həps едәк ки, [X] ардыҹыллығы Х нөгтәсинә ji- 


кылыр. Onza тә'рифә көрә 
И риф. рә истәнилән =>0 учун (3) мунаси- 


ное) УБ (уш <> 


іні 


кеке кш өдэнилир. Бурадан истэнилэн #(1 <і<л) 
үн 1 
[x | <е (кол) 3 
бәрабәрсиали)н алынар ки, бу да 
ГО? A 
Шт 92 д (1--1,2, 2.11) (6) 
олдуғуну көстәрир. 

Бу тәклифин тәрси “дэ догрудур. :(6) Гмугасибэтларингн 
доғрулуғундан (4) бәрабәрлији алыныр. Доғрудан да, (6) бә- 
рабәрлијинин доғрулуғу 0 демәкдир ки, истәнилән > 0 үчүн 
елә л; = № (e) вар ки, к-нын к> №; барабарсизлеј; ни өдәјән 
бүтүн гијмәтләриндә 

ERNES 


мүнасибәти едэнилир. е әвәзинә —— әдәдини көтүрсәк, онда 
уп 


к-нын N= На 
тах А (5 әдәдиндән кичик олмајан бүтүн ruj- 
мәтләриндә 


Гоо sil <угй-із, ал) 


бәрабәрсизликләри вә буна көрә дә 


*(х®, х) зү вов- < үЗТ- 


на 
бәрабәрсизлији өдәниләр. Демәли, |Х©®) ардычыллығы X = 
= (ж,Ха..., ха) нөгтәсинә Јығылыр. нэн 
Белэликлэ ашагыдакы теорем исбат олунур: 
Теорем 1. |х) (жео f 
дычыллыгыным 'Х = (ту, жа» 
runan олмасы үчүн 


Ак) і 
Ші Х9-ждіе12,...,п) 


борабарликлоринин өдән. а 
7 A илм, ә 
шортдир, - Се эхн 


Бу теорем кестарир ки, л-ө, 
‚ п-елчулу фәза нөгтэлэри ин [X 
ардычыллыгынын X негтосина Јығылма мәсәләси, аи 
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ујғун координатлары олан { х9) эдэди ардычыллығынын УГ 
тун Хү әдәдинә Јығылмасына ҝәтирилир. Вурадан ашггыдакы 
тэклифлэрин доғрулуғу ајдындыр: 

1. Јығыл=н |Х9) ардычыллығы мәһдуддур. 

2. Јығылан ардыҹыллығын анҹаг бир лимити ғар. 

3. | ХЭ) ардычыллығы X нәгтәсинә Јығылырса, онда онун 
истәнилән (ХР алтардыҹыллығы да һәмин нөгтәјә Јығылыр. 

Чохелчулу фәзанын нөгтәләри ардыҹыллығы үчүн Коши 
критериси вә Болсано— Вејерштргсс теореми лә. доғрулур. 

Теорем 2. (Болсано—Вејерштрасс). Истанилан məh- 
дуд (ХӘ) ардымыллығындан јығылан алтардыҹыллыг 
ајырмаг олар. ~ 

Исбаты. |Х%) ардычыллығынын мәһдуд олмасындан чы- 
хыр ки, [хе] (іе 1,2,.... п} Әдәди ардыҹыллыгларынын ha- 
мысы мәһдуддур. Буна көрә дз әдәди ардычыллыглар һаггын- 
да олан Болсано—Вејерштрасс теореминә (XII, $ 4) көрә мәһ- 
дуд (ХҮ) ардыҹыллығығдан |ығылан алтардычыллыг ајырмаг 
олар: 2% + хү (цэс), Х® нөгтәләринин икинҹи коорди- 
патлермндан нбарэт олан (х2) әдәди ардычыллыгы да моћ- 
луд олдуғундан Ондан |ығылан алтардычыллыг ајырмаг олар: 
Хун) + x, (la> ©). 

Teja едәк ки, [хї!”} әдәди ардычыллығы (ж ој әдәди ap- 
Дычыллығынын алтгрдыҹыллығы олдуғундан дї“! —х (1, 
олар (хү әдәдинә јмемлан ардыҹыллығын истәнилән алтарды- 
чыллығы да һәмин ’әдәдә |ығылыр, ХІІ, $ 2). 

Беләликлә, х) — xy (la со) вә ХӘ — ха (l3 2) 

Бу мүһакимәни л дәфә давам етдирмәклә 

Ға 
шәртини едојзи 108) (= 1,2, ..., п) алтардычыллыглары- 
ны аларыг. Бурадан, 1-ҹи зеоремә керә а)дындыр ки, ајрылан 
(Хх) алтардычыллыгы А = (Хх, Ха... №) мегтасино |ығы- 
лыр. 
Ејни гајда илә исбат етмәк олар ки, ХУ” нәгтәси E СЕ, 
чохлуғунун лимит негтасидирса, онда Ё чохлугундал һәмин 
негтеја |ығылан ардыҹыллыг ајырмаг олар. 

Тутаг ки, п-өлчүлү Е, Евклид фәзасынын ногтэлер арды 
ҹыллығы 49) музјан X негтасина Јығылыр, ј9' пи (ХӨ), 
— 0 (к — со), Онла метрик фәза аксиомларынын үчүнчүсүнэ 
(учбучаг бәрабәрсизлијинә) көрә ! стэнилэн т пә к учун 


p(X, XO) < p(X, х) р(х. ХО) 


олдуғундан 
о (же), х9)--0 (m,r => <) (7) 


© д (11-05), i 1,8, 2... 


~ 
олар. Бу, о демәкдир ки, истәнилән => 0 әдәди үчүн еле 
М» = М» (а) немраси вар KH, т вә к-нын М-дан сонра кэлэн 
бүтүн ги|матларинда. : 
p (X, XO) Сит, к> №) 

бәрабәрсизлији өдөнилир, 

(7) мунасиботи өдәнилдикдә |Х%9) ардычыллыгына фунда- 
ментол (вә |а өзүнэ }ыгылан) ардычыллыг дејилир. 

Беләликлә, биз кестардик ки, һәр бир јығылан ардычыл- 
лыг фундаменталдыр. Бунун тарси дэ доғрудур. 

Нотимодо ашагыдакы теореми алырыг: 

Теорем 3 (Коши критериси). |Х9) ардычыллығынын 
Јығылан. олмасы учун онун фундаментал үолмасы ва- 
риурч вә кафи шортдир. 


$ 4. ЕВКЛИД ФӘЗАСЫНДА ДҮЗ ХӘТТ, КӘСИЛ МӘЗ 
ОЈРИ ВӘ ОБЛАСТ АНЛАУЫШЫ 


п-өлчүлү Ea Евклид фәзасынын ихтијари ХО -(х(0, х, 


..., ХОУ) негтасини вә гејд олунмуш Nph. o., a эдэдлориии 

көтүрәк. - 
Topup 1. E, фәзасынын, координатлары 

ХОА, —= <4< со #= 12,...,п (1) 


бэрабэрликлэрини | өдә}ән бүтүн X = (х, х,,..., ха) нөгтэ- 
лери чохлугуна Е, Евклид фәзасында IX® негтосиндон F = 
=(М,®,..., №) вектору истигамәтиндә кечен дүз хәтт 
дејилир. (àr Ха. А, А) вектору (1) дүз хәттинин исти- 
гамэтлэндиричи вектору адланыр. ! параметри (1) бэрабэр- 
лијиндә бүтүн һәгигл гијмәтләри алыр. 

(1) дүз хәттинин, Г параметринин а < 1 <b гијмәтләринә 
ујғун һиссәсинә А = (xf? а а, х4 а... ХО Hina) вә 
В= (xP +h, b, АУА, Б,..., х9-2,0) нөгтәләрини бирлэш- 
дирән дүз хәтт парчасы (АВ. парчасы) дејилир. 

Ё параметри а-дан /-|ә гәдәр ғртараг дә}ишдькдә алынгн 
М көгтәси А-дан B-ja кими дәјишәрәк бүтүн АВ парчасыны 
тәшкил едирсә, онда дејирләр ки, АВ парчасы Ё параметру- 
нин артмасы үзрә истигамәтләнмишдир: Бу һалда, А негтеси. 
парчанын башланғыч, В исә сон 1өгтәси адланыр. 

(1) бәрабәрлијиндә і параметри а < < со областында дә- 
јишдикда wya, Јә'ни һәмин дүз хәттин сонсуз һиссәси алы- 
ныр. 

Инди En фәзасында Xo Х;,... Ха нөгтэлэрийн көтүрәк. 
Хо Х.Х Ха... Ха Xm ае пааша ка 
ныг хәтт дејилир вә Xo Ху... Ха йлә ишарә олупур. Ховә 
Xm нөгтәләри сыныг хәттин учлары, Хх негтәләри исә сыныг 
хәттин тәпәләри адланыр. 
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. чохлугдур. Лакин ики мухталиф 


Тутаг ки, [а, /] парчасында кәсилмәјән х, (8), аа)... 
x(t) функсијалары верилмишдир. Онда #-нин һәр бир / С [a,b] 
гијмәтинә м-елчулу Ea фәзасынын бир Х= (хи (1), ха (t). 
ха (1)) нөгтәси ујеун олар. 

Topup 2. Координатлары һәр һансы (а, 6] парчасында 
кәсилмәз функсијалар олан X = (x; (Ё), ха (t). -> ха(0)) 
нөгтәләри чохлугуна En фәзасында кәсилмәз әјри дејилир. 

1 әјринин лараметри, А = Өз (а), ха(а)..... ха (а)) nor- 
тәси әјринин башлангычы, = (хи (b), ха (b). -o Xa (27) 
нөгтәси исә сону адланыр. 

Параметрин [а, b] парчасынлан кетурулмуш мүхтәлиф ги)- 
мәтләринә әјринин мүхтәлиф нөгтэлэринин у]гун олмасы һә- 
мин әјринин өз-өзү илә кәсишмәдијини кестэрир. 

"риф 3. Е чохлуғунун ихтијари ики нөгтәсини, бү- 
түн нөгтәләри һәмин чохауға дахил олан бир кәсилмәз 


хәтлә (вә ја сыныг хәтлә) бірләшдирмәк мүмүн олдугда, 


она рабитәли чохлуг дејилир. - 
Ачыг вә рабитэли чохлуг област адланыр. Области 
сәрһәдини өзүнә бмрлешдирди AÐ гапалы област алыныр. › 


Гапалы област гапалы чохлугдур, 
Мисал 1. 2-чи параграфын 
5-ҹи мисалында көстәрилән чох- 
лугларын һәр бири ајрылыгда 
(шәкил 219, 220, 221) рабитәли 


консентрик һалгадан ибарәт олан 
чохлуг рабитәли чохлуг дејил- k 
дир. Чүнки ики мүхтәлиф кон- 
сентрик һалганын нөгтәләрини 
тамамилә һәмин һалгаларда jep- 
ләшән кәсилмәз хәтлә бирләш- 
дирмәк мүмкүн дејилдир (шә- 
кил 222) 

Тутаг ки, @ ачыг вә Ја гапа- 
лы областдыр. 

Тәриф 4. О областынын Шэкил 222 
негтолори арасындакы мәса- 
фәләрин дәгиг јухары сәрһәдинә һәмин областын диаметри 
дејилир. б областынын диаметрини 4 (0) илә ишарә етсәк, 


~ тэ’рифэ ҝәрә 


40) = зир Р(Х, ХУ. 


Мисал 2. Мүстәви үзәриндә (2-2) еллипсин диаметри бө- 
ук охуна, дүзбучаглынын диаметри диагональна, дузбучаглы 
үчбучагын диаметри ћипотенузуна бәрабәрдир. Бундан башга, 


d [Ok (X®)] = а [б 9%] = 2R- 
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ХХҮГФЭСИЛ 


ЧОХДЭЛИШЭНЛИ ФУНКСИЈА, ОНУН ЛИМИТИ 
ВӘ КӘСИЛМӘЗЛИЈИ 


$1. ЧОХДӘЈИШӘНЛИ ФУНКСИЈАНЫН ТЭ’РИФИ 


Тутаг ки, л-елчулу Евклид фәзасынын р сла Ж) 
негтэлэриния Е CEn чохлуғу вә һәгиги W әдәдләринин F СЕ 
чохлугу верилмишдир. 

7 ориф 1. Е чохлуғунун һәр бир ХЄ Е негтосина F uox- 
луғундан муәјјән W=} (X) СЕ әдәдини гаршы гојан | ујгунау- 
гуна Е чохлуғунда тэ’шн`олунмуш вә ги/мэтлэри Р чохлу- 
туна дахил олан функсија (вә ја Е-нан Ғ-ә иникасы) дејилир. 

Е чохлуғу функсијанын тә ин областы, Ғ чохлугу исә фупк- 
си)анын гијмотлори чохлугу адланыр. 

By һалда, f функсијасына л (һәгиги) дәјишәнли функсија 
да дејилир вә 


КХ) = f (хус хун ж) 


W = Н ружа) | (1) 
кими ишарә олунур. Бурада X негтосинин ху, Х...., х, коор- 
динатлары функсијанын аргументләри, W исә онун X негта- 
синдә гијмәти (вә Ја функсијапын асылы ләјишәни) адланыр. 

Бир ҹәһәти хүсуси reja етмах лазымдыр. f функсијасы илә 
онун X нөгтәсиндәки f(X) гијмәти мүхтәлиф олдуғуна бах- 
мајараг онлары биз чох заман „ајырмырыг* вә f функсијасы әвә- 
anna У = /(Х) вә ја W= /(хү, ха. Xa) Функсијасы дејирик 
(әлбәттә, бу, гарышыглыға сәбәб олмур). 

Бундан башга, п = 2 олдугда f(x, X) әвәзинә чох вахт 
7 (х, у) (икидојишанли функсија), л = 3 олдугда исә f ÒX. ха 
ха) әвәзинә f(x, у, 2) |азылыр. 

Бирдәјишәнли функсијалар кими чохдәјишәнли функси)>лар 
да аналитик усулла, ҹәдвәл шәклиндә, графики үсулла, про- 
грам васитәсилә вә с. шәклиндә верилә билор. Фупксија ана. 
литик усулла, |ә"нй дүстур: шэклнидэ верилдикдә онун тэн 
областы бә'зән кестарилмир. Буну функсијанын аналитик ифа- 
ләсинә әсасән тапмаг олур. 

Верилмиш функсијанын аналитик ифадасинин мэ’насы ол- 
дугу вә функсијаны: сонлу һәгиги гијмәтләр алдыгы нөгтәләр 
чохлуғуна һәмин функсијанын варлыг (вә ја тәбии варлыг) 
областы дејилир. 

Мисал 1. Икидәјишәнли zæ xy функси]асынын 
варлыг областы мәркәзи координат башланғычында вә раднусу 
ваһид олан гапалы длирә, јони х? + у < 1 шәргини өдәјән 
бүтүн (х, у) нөггәләри чохлугудур (шэкил 223). 
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ва ја 


Ие: а ‚ ~ 
Мисал 2. п-дә)ишәнли W = Х1--Х2 +: Хо функсијасы 
нын варлыг областы бүтүн Х--(Хү, Ху. An) нөгтәләри чохлу- 
ғудур (Јә'ни бүтүн л-өлчүлү Евклид фәзасыдыр). 
Мисал 3. л-дәјишәнли 2 : 
W = пп (2— і 0—6 Ап) 
функси]асынын варлыг областы А 
г> 0 ‹ 
шәртиндән тә|ин олунур. Бу исә мәркәзи О (0, 0,..., 0) нөг- 
эсиндә вә радиусу 7 олан ачыг күрәдир. 
Ше еқ, функсијаларда олдуғу кими, чохде|ишәнли 
функсијаларын да „графикиндон“ данышмаг слар. || 
ғо риф 2. Е с Еж чохлуғунда ma'jun олунмуш W= | (ху, 
ха, 2, ха) функсијасынын графики (п + 1)-влчулу фоза нөг- 
толоринин й 
талының аі, қты ж. WE 1х 
= (Хр, ха -- , Ха) СЕ, = [(Х)| (2) 
чохлугуна дејилир. 

! Ек олдугда бу графики һәндәси тәсвир етмәк чох „чо- 
р, тини исә 
Икьдаришонли z= /(х,у) функсијасынын графикини 
едой Ыр кестармак олар. Бу мәгсәллә һәмин фу! ксија- 
нын тэ’ии областыны э илә ишарә едәк. Онда онун графики 

учелчулу фәзада |ерлэшэн 
эң ЖАДЫ у (8) 
ч y олар. Бу чохлуғун həp бир (х,у,2) негтосинин 2 
айданы ен (х, У)6з нөгтәсиндә гијматидир 
4). 
Шүлгэн тә) н етмәк үчүн o областынын һәр бир (х, у) 
нөгтәсиндә Оху мүстәвисинә галдырылмыш перпендикулјар 


Шакил 228 Шәкил 2% 


үзэриндэ 2 = f (x, у) әдәдинә бәрабәр rapua ајырмаг лазымды; 

(шәкил 224). Алынан (х, у, 2) негталари ©, чохлуғуну ре ыны 
едир вә онларын һәндәси јери чох заман учелчулу фәзада 
сәтһ олур. Бу сәтһин танлији 2 = f (x, у) слар. 

Демәли, икидәјишәнли = = | (x, у) функсијасынын графики 
сәтһдир вә бу сәтһин (Оху) мүстәвиси, үзэринә пројексијасы 
һәмин фуикси)анын те'јин областыдыр. 

Мисал 4. 2 — х + у’ функсијасынын графики еллиптик na- 
раболоид (УП, $ 10) олар (шакил 225). 


Шакил 225 
Шэкиа 226 


Икидәјишәнли функсијанын графики оу а! 
характери һаггында ОР ма ат нису 
~ “Минхэшэнн функси)аны ћондоси көстәрмәк учун совијјо 
әтләриндән до истифадә олунур. Z= f(x, у) функсирасығын 
РАН сабит „С“ гијмәти алдығы (х,у) нөгтәләрн чохлугуна 
һәмин функсијанын сәвијјә хәтти дејилир. Бурадён ајдынлы 
хилэнд хәттинин тәнлији / (х, у) = С олар. Р 
9 ӘВӘЗИНӘ Cı, Су, 63, ... көтүрмэклэ | (х, у) функсија 
холл) сәви|ә хәтләри аларыг. р м ен 
Беа У) сәтһини (Оху) мүстәвисинә паралел олан = = с, 
УЛ и илә кәсәрәк, косишма хәтләрини, 
(жахил 306) узор. пројексијаламагла да алмаг олар 
Сави]э хәтләринин сыхлашдыгы Јердә == 675) у 
јасм сүр'әтлә артыр вә ја кр кеја Лы з 
Јерлошдији Јердә исә функсија Јаваш дәјишир. Функсијанын 
максимум вә минимум гијмәтләр глдыгы нөгтэлэрдэ сәвијјә, 
хәтләри нөгтәјә чеврилир, һәмин ңөгтәнин Јаҳын әтрафында’ 
исә сәвијјә хәтләри гапалы вә консентрик шәкилдә |ерлэшир. 
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Учлајишанли функсијаларын дәјишмә характерини те'јин 
етмәк үчүн сәвијјә сәтһләри гурулур. 

Бирдәјишәнли функсијалар һаггында олан бир сыра алга- 
јишлар чохдәјишәғли функсијалар учун дә вардыр. 

Чохдәјишәнли функсијаларын лимитини, кәсилмәзлијини, 
диференсиалланмасыны, екстремумуну вә с. сонракы Napa- 
графларда әтрафлы ејроночајик. 


& 2, ФУНКСИЈАНЫН ЛИМИТИ 


Тутаг ки, f функсијасы ЕСА, чохлугунла тэ јин олунмуш- 
дур вз ХОС È, нөгтэсн бу чохлуғун лі мит негтасидир (Х9-- 
(9, ж, ... , х6?) гөгтаси Е чохлуғуна дахил ола да билэр, 
олмаја да биләр). Онда Е чохлугундан ХЭ! уөгтәсинә |ығылан 
ХЭ, ХӨ. уулах (1) 

ардычыллыгы ајырмаг олар. 

Ајдындыр ти, Ё чохлуғундан ХЭ? нөгтәсинә ]ыгылап чох 
ардыҹыллыг ајмрмаг мүмкүндүр. 

| функсијасынын (1) нөгтәләриндә алдығы гијмәтләр 

(29), у), п... (АХ), ... (2) 
ардычыллыгыны әмәлә кэтирир. 

Topup 1. Е чохлугунун Х® нөгтасинә јығылан исто- 
нилон (XO ХО) XO) нөгтәләри ардычилликына f функ- 
сијасинин ујгун олан (2) гијмәтләри ардычыллығының 
Ламысы ејни бир А әдәдинә /мгилдыгда, һәмин А әдәдинә Е 
чохлугу үзрә Х Хе) шәртиндә вэ ја X = Хе негтосинда | 
функелјасмнин лилити дејилир. 

Topup У. Тутаг ки, сонлу A әдәди, ХЭ! нөгтәси вә 
истәнилән e> 0 әдәди үчүн елә È> О әдәди вар ки, Е чохлу- 
гунун 


о<р(Х, ХӘ) <è (3) 
бәрабәрсизлијини өдәјән бүтүн X = (хү, ха с ха) СЕ нвг- 
тәләриндә 

IFAI <e с) 


мунасиботи өдәнилир. Онда А әдәдинә Х-=Х® шәртиндә Е 
чохлугу үзрә | функси/асынын лимити дејилир. 

А әдәдинин Е нохлугу yapa Х- А? шартиндэ f функсија- 
сынын лимити олмасыны 


ит ОА) = В / (хү, Хан Xo (5) 
KAOL XEE ум) 7 
р 
© 
2) 
wo 129 


вә ја 
НХ) -А(Х-Х®, ХЕЕ) (6) 
кими |эзырлар. 

Гејд едәк ки, А әдәди Х- Хе) шэртиндэ f функсирсыгын 
лимити олдугда (4) баргбэрсизлиїинин X = Х® негтасиндо 
өдәнилмаси тәләб олунмур. f функсијасы ХЭЭ негтасинда та'јин 
олундугда исә онун һәмин пөгтәдә лимити /(А“?) гијмәтинә 
бәрабәр ола да биләр, олмаја да билэр, 

Бирдәјишәнли функсијаларда олдуғу кими (ХІІ, $ 6) чохдә- 
Јишонли функсијаларын да лимитинин 1-ҹи вә 2-ҹи тә'рифлә- 
ринин еквивалент олдугуну кесгармок олар. Byna кәрә лэ, 
верилмиш функсијанын лимитини һесабламаг үчүн бу тэ’риф- 
ләрин һансы мүнгсибдирсэ, ондан да истифадә етмәк лазымдыр. 

Јухарыдакы тә”рифләрдә E чохлуғу олараг ХЭ ногтасиндан 
кечан музјјан дүз хотти! вә ја әјринин негталари чохлуғуну 
да кетурмэк олар. 4 

Тәриф 3. Е чохлуғу ХЭ) ногтасиндон кечан муәјјән әјри- 
нин нөгтәләри чохлуғу олдугда, | фунгсијасинин Е чохлугу 
узраХ -Х® шәртиндә лимитинә функсијанын һәмин әјри 
узрә ХЭ? негтасинда лимити дејилир. ) й 

Хүсуси һалда, Е чохлугу ХЭ? негтасиндан мүә)ән истига- 
мәтдә кечэн дүз хәттин нөгтәләри чохлуғу олдугда, / функ- 
сијасынын Е чохлуғу үзрә X >X шартиндэ лимитниз, функ- 
сијанын һәмин истигамәт үзрә X негтосинда лумити дејилир. 

Тәриф 4. Е чохлуғу, ХЭ) негтосини өз дахилинә алан 
һәр һансы ачыг чохлуг вә ја Х®’ ногтогинин є-әтрафы 
О,(Х®) олдугда (ХЭ) нөгтәси һәмин чохлуга дахил олмаја 
да билэр), | функсијасынын Е чохлуғу үзрә Х— Х®! шәртиндә 
лимитинә һәмин функсијанын Х® нөгтәсиндә лимити деји- 
лир („Е чохлуғу үзрә“ ифадәси атылыр). 

Бу һалда, (5) вә (6) бәрабәрликләри ујғун олараг 
ит /(Х)= А 
хзх® 
вә 
У(Ху-А(Х-Х9) 
кими |азылыр. А 

А]дындыр ки, f функсијасынын XO цөгтэсиндэ. сонлу лимити 
варса, онда онун һәмин нэгтэдэ истәнилән әјри вә истәнилән 
истигамәт үзрә дә лимити вар вә бу лимитләрин һамысы функ- 
сијанын ХӘ нөгтәсиндәки лимити илә үст-үстә дүшүр. Демәли, 
верилмиш Функсијанын һеч олмаса ики истигамәт вә Ја әјри 
үзрә ?-нөгтәсиндә лимити мүхтәлифдирсә, онда һәмин функ- 
сијанын ХӘ негтасинда лимити јохдур. 
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Мисал 1. Ашағыдакы кими тә|ин олунмуш икидэ)ишэнли 
f функсејасығын (0,0) нөгтәсиндә лимити |охлур 


СЭЭР” Эвт 
х, уул зэ + у? 5-0 олдугда, \т) 
0 ,х=у=0 олдугда. 
Доғрудан да, у = кх олдугда 
Иа, кх) - == 


1--ю 

вэ функсијанын у = кх дүз хәтти истигамәтиндә (0, 0)] негта- 

x > әдәдинә бәр бар олур. Бурадан ајдындыр 
к 

= 1) вә у ҹа 2х(к = 2) истига- 


синдә лимити 


ти, (7) функсијасынын у = х ( у 
мәтләриндә лимити ујғун олараг-1- вэ ЭР эдэдлэридир. Демэ- 
ли, f функси)асывын (0, 0) негтасинда лимити јохдур. 

Мисал 2. $ (x, у) == ху? бәрабәрлијилә та'јин олунмуш $ 
функсијасынын (0,') негтасиндо лимити вар вә сыфра бәра- 


бәрдир. 
Доғрудан да, (0,0) көгтәсинә јығылан истәнилән | (хх, У.) | 


нөгтәләр ардычыллығы учун 


у) = Ите (хк, ул) = lim (хє Еу) -0. 


Бирдајишанли функсијаларын гимити һаггында олан TƏK- 
лифләр (ХИ, 5 11, ...) ујғун шәкилдә чохдојишанли функсија- 
лар учун дз догрудур. Бу теоремлорин внчаг бирини бургда 
исбат едәк. Јердә галан тсклифлерин де]илиши вә исбаты 
охуҹулара һәвалә олунур. 

Теорем 1. Х©! погтосинин муәјјән әтрафында то ~ 
jun олунмун f функсијасынын Һәмин nomada сонау 


ит (Ху + А 0 
х-х® 
лимити варса, оида Х® неетосинии елә ОХ) отра- 


фы вар ки, бу от рафда ((Х) илә А-нын ишарәси ејни- 
дир. 
Исбаты. Функсија лимитинин та'рифина кэрэ ==|А | iasan 
үчүн ХӘ нөгтәсинна елә (XY) әтрафы вар ки, бүтүн 
ХЕ О,\х®)(Х +Х©)нөгтә:әриндә | (Х)-А|<|А| вә ja 
А—|А|<Ј(А) <А+|А| 
Сәгабәрсизлији еданилир. Бурадан ајдындыр ки, А >0 олдугда 
/(Х)> A—A = 0, А <0 олдугда исә ЛХ) СА +1А|= 0 олар 
Гејд едәк ки, верилмиш Х“) негтасинин мугјјан әтрафында 
(Х'®) негтаси мүстасна олмагла) та'јин олунмуш f вә е функ- 


11 


сиралгры ‘учун у]гуя шәртләр дахилиндә 
ит ОА) + (А) = lim f (X) + ime (X), 
хомо. © х х-х@ 
lim [f (X)-ẹ (X)] = im /(Х)-йт (АХ), 
хехе) аети 
ит AX 
109 хохо 


lim = = ХЗХ (р X) + 
жын) 7 іше (1100000) 
хх 


вә б. мүнасибәтләр доғрудур. 

Чохдәјишәнли функсијаларын лимитини | солсузлуг 
пи А) = оо олмасынын вә А — со шәртиндә (X® = се) лими- 
типін тэ’рифини бирдәјишәнли нксијаларын ујғун тә” - 
рә орифи 7,$ ЖЫЛЫП Жа илы ое Нея 
ХО негтасинин мүәдән Oa(X®) әтрафында (ХУ) негтэси мус- 
тәснадыр) тә'Јин олунмуш f функсијасы үчүн Пт /(А) 

Ж) 


олмасы о демәкдир ки, истә: илән №2 0 әдәди учун елә 221) 
вар ки, 0-< P(X, ХӘ) <8 бораборсизлијини өдәјәп бүтүн 
ХЕ (хе) нөгтәләриғдә 112) М мунасиботи едонилир. 

Тогриф. X =X® нөгтәсиндә лимити сыфра бәрабәр олан 
Л функсијасина Х+Х® шортиндо сонсуз кичилэн функсија 
дејилир. А 

Чохдојишанли- функсијалар учун 

70) = 019 (х) 9), 
2 ИХ) = о (0) (ХО) 
: Р) 9 (X) (X= °) 

мүнасибәтләри бирдәјишәнли функсијаларда олдугу кими (ХИ, 
$ 15) та'јин олунур. 5 Ё 


5 3. ТЭХРАР ЛИМИТ 


‚Әввәлки паргграфда фуньси]а лимитинә Х-+Х® шэртиндэ, 
јо'ни х=(ху, ЫС ха) нөгтәсинин бүтүн жі(і-1, 2,..., 1) 
координатлары XO —( xf, АР)... хи?) неггасинин ујғун х® 
6-1, 2, зад, п) координатларына ејни заманда |ахынлаш- 
дыгда (ха > х О (i = 1, 2, ... , п)) та'риф верилмишлир. Буна көрә 
дә Һәмин лимитә бә'3ән л-гат лимит (л — 2 олдугда икигат, 
п = 3 олдугда үчгіт ва с.) дејилир. 

Чахдајишанян функсијаларын, хү аргументләри нөвбә илә 
ујтун х” эдәдләринә |ахынлашдыгда да лимитиндон даныш- 
маг олар. Белә алынан 

Ит Пт Тип / (Ху, Ха ж) (1) 
по хүч 08 ган 


132 


лимитина f функсијасынын тәкрар лимити дејилир. (1) npa- 
дәсиндә лимитләрин (ерийн дәјишмәклә мүхтәлиф тәкрар 
лимитләр алмаг олар. 
Икидојишанли функсијаларын ики дәнә тәкрар льми.и 
вардыр: . 
ит lim f(x, y), Ит lim f(x, у). (2) 
а-а у yab rsa 
Икидајишонли функсијанын икигат вә тәкрар лимитлори- 
пин варлығы вә бәрабәрлији һаггында мүхтәлиф вәзијјәтләр 
ола биләр. 
Мисал 1. 
007 ео бай 
Үс »-| вл {+ У:--0 олдугда, (3) 
0 „х=у=0 олдугда 
функсијасынын (О, О) нөгтәсиндә лимити (икигат лимити) JOX- 
дур ($2), ла ин нөгтәдә тәкрар лимитлори вар: 
lim їнэ 7 (x, у) = lim Пт / (x, у) = 0. 
ху узд хз) 


Мисал 2. 
: у зи у 


(х, у) = | 
о ‚ у=0 олдугда 
функсијасынын (О, О) негтосинда 


іні lim 9 (x, у) = lim y = 
уд хэй узб 


такрар лимити вә икигат лимити 
lim е (x, у) =0 
3-0 
уо 
вар, lim lim ẹ (x, у) тәкрар лимити ксә Јохдур. 
хеб узо 


> 0 олдугда, (4) 


sin} у 
х-+ узт >" х #0 олдугда, (5) 


0 ‚ х=0 олдугда 
функсијасынын исә (О, О) нөгтәсиндә Шт пр (x, у) тәкрар 


DES 


лимити јохдур, јердә галан ики лимити иса вар: 
4 = lim lim% (x, у) =0. 
т (о у= Пи лаа У) 


#(х, у) 


yov 

Бурадан ајдындыр ки, икидәјишәнли функсијанын икигат 
вә тәкрар лимитләринин биринин варлығындан, о бири икиси- 
нин варлығы, чыхмыр. Бунунла белә, һәмин лимитләрин вар- 
лығы вә бәрабәр олмасы һаггында ашағыдакы теореми исбат 
етмәк олар. 

Теорем. (a; b) ногтосинин 17 (а, b); d, 84) дузбьчаглы 
әтрафында то'јин олунмуш Г функсијасыныи һәмин 
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негтодо ихигат 
Пт б у) = А (6) 


эн г 
ити вә угим 0<1у-0|<%, гијмәтләриндә ади 
(у) -limf (x, У) лимити варса, онда опун токрар 
lim lim Ух, 3 а СА | 
Jim ит Y) лимити дә вар вә инигат лимитино 


бәрабәрдир: 
(їл - 
Иш lim f(x, у) = limy (x, у). (7) 
у. 
Исбаты. (6) лимитинин ва 
К рлығы кестэрир ки, ə 
+> 0 әдәди учун (4,6) негтасинин елә arbaa ЛЕ 
з, та) (0 < <, 0 < та <a) әтрафы вар ки, їїсийн әтрафын 
үтүн (х. ууЄ //((а, 8); зи, тъ), (х, у) (а, 6) нөгтәләриндә 
[О у) — Ај <« (8) 


бәрабәрсизлији оданилир. Бу бәрабарсизликдә, у-ин | 
5 ә, у-і /-0|<ч 
бәрабәрсизлијини одојан һәр бир гијмәтин ЭГ ^а 
шәртиндә лимитә кечсәк, да шабына 
19(3)-А| <• 
мунасибэтини аларыг. Бурадан А = Ит (у) бэрабэрлу]и вэ 
-=b 


у 
(6) бара барлијино әсасән (7) мүнасибәти алыныр. 
Әтижә. (и, b) нөгтәсинин муәјјән отрафынд 91 
Нап ЯЛ “уә әп, а mə'jun 
олунмуш | функсијасынын hanun нөгтэдэ икигат нс 
вә ћор uku тәкрар лимити варса, онда ондар, 2 
бир-биринә бәрабәр олар: 4 майн 


| | а 
МА дид 


= lim f (x, у). (9) 
РЕЈ 
Јадда сахламаг лазымдыр ки, икида]ишенли f функсијасы- 
нын тәкрар лимитлоринин варлыгындан онларын бәрабәрлији 
зыхмыр. 


Доғрудан да, 
а, э) + У' % 0 олдугда, 
9%) | 


0 ,х-у-0 олдугда 


бәрабәрлији илә тәни олугмуш f функсијасынын (0, 0) нөг- 
гәсиидә тәкрар лимнтлоринин икиси дә вар: 


1 j) = lim (2) = 
A а). 


2 


lim lim f (x, у) = ит (– = 
узд а у ай: 


такин онлар бир-бирино бәрабәр дејилдир. 
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po - -  .------------ 


Бурадан ајдындыр ки, тәкрар лимитдә лимитләрин јерини 
һәмишә дәјишмәк олмаз. Буну нәзәрә алмадан 
lim lim f(x, у) = lim limf (x, у) 
хм узу у- кей 
бэрабэрли]лидэн истифадә етмәк кобуд сәһвләрә сәбәб ола 
биләр. 


$ 4. ЧОХДӘЈИШӘНЛИ ФУНКСИЈАНЫН КӘСИЛМӘЗЛИЈИ 


Topup 1. ЕСЕ, чохлуғунда тә'јин олунмуш | функси- 
асы үчүн чохлуғун ХОСЕ лимит нөгтэсиндэ 
lim Р(Х) = Р(Х) 0) 
Х.Х), хе 
бәрабәрлији өдәнилирсә, онда она һәмин ХО нвгтаси нда 
кәсилмәјән функсија дејилир. ы 
Бундан башга, Е СЁ. чохлуғунда тә)ин олунмуш f функ- 
ко 
сијасы Һәмин чохлуғун һәр бир изолә едилмиш ХСС Е nerta- 
синдә кәсилмәз һесаб олунур. 

Верилинш ХӘ СЕ нөгтәсиндә (1) бәрабәрлији едэнулмэ- 
дикдә, дејирлар ки, f функсијасы һәмин нөгтәдә кәсилир ва 
XÙ негтаси ј-ин кәсилмә нөгтәси адланыр. 

Функсија лимитипин тә'рифинә әсасән функсијанын нөгтәдә 
касилмазли]ина „е—ӧ дилиндә“ ашағыдаҝы кими дә тэ’риф 
вермәк олар. Ч 

Topup 2. Tyma: ки, | функсијасы ЕСЕ, чохлугукда 
то'јин олунмушдур вә истәнилән => 0 әдәди учун саа 
è: (=) > 0 вар ки, E чохлугунун p(X, ХЭ) борабарсизли - 
junu өдәјән бүтүн ХС Е нагтолгринда 

В оу ~ 
ЇНА)-4(39) == 
бәрабәрсизлији өдэнилир. Онда | функсијасмча ХОСЕ нөг- 
тәсиндә кәсилмәјән функсија дејилир. 

Е чохлугунун бүтүн негтолоринд кәсилмәјән f функси- 
Јасына һәмин чох лугда кәсилмәјән Функсија дејилир. Буну 
бело јазмрлар; f С С(Е). 

F функсијасынын ХЄ Е ва Х© 


Е мөгтәләриндәки гијмот- 


лэринии /(Х) — Р(Х") фәргини Aj (вэ ја МУ) илә ишарә 
етдикдә Ж 
М = РОХ) – 1(Х®). (2) 
(1) бәрабәрлији ашағыдакы кими Јазылар: 
lim А = 0. (3) 
тхо 


Онда функсијанын нөгтәдә кәсилмәзлијинин тәрифини белә 
дэ сөјләмәк олар: 


Тә'риф 3. (3) бәрабәрлији өдәнилдикдә Ый) 
тк 
AO негтосинда кәсилмәјән функсија и сы 
ы е 


p 2 . 
p(x, ХӨ) ү E (aa) вэ же, 09 (1, 2... a 


кл 
оллугундан. X > XO шәртини p(X, А9) ТЕТЕ 

л . > а Ах, ~ 
(^=1.2,..., п) илә дә әвәз етмәк олар. Онда (3) ме 


lim 4/= 0 вә ја іт Af = 
а а. мүм ааг 


кими Јазылар. | 
(2) ифадәсинә / функсијасынын XO 
негтәсинлә там арты- 
мы дејилир. Чохдәјишәнли функсијанын һәр бир им 
нәзәрән хүсуси артымына да бахылыр, Мәсәлән, 
(0) 
byf = Хо, Ж, же д, х... же) — 
2 =, Ар... 9) 
фәргшә 4 функсијасмими жі аргументино нәзәрән А = 
= (30, х{?,...‚ х1?) негтасиндо хусуси артымы дејилир, 
Чохдәјишәнли функсијаларын истәнилән сајла кәсилмә 
нөгтәси ола биләр. Верилмиш әјринин бүтүн нөгталэри f функ- 
сијасынын кәсилмә нөгтэлэри олдугса, она функсијанын кә- 
силмә әјриси дејилир. Чохдәјишәнли Функсијанын кәсилмә 
негтолари чохлуғу сәтһ дә тәшкил едә биләр. 
масая 1. Мәркәзи (0, 0) нөгтәсиндә вә радиусу ваһидә 
6 рабәр олан х*-+ у’ = | чевросинин бүтүн нөгтәләрн 
1 
24 за түгді 
(ға улс х + у#+#& 1 олдугда, 
) о , х®+ у? =1 олдугда 
КҮҮ лә те јин олунмуш | фуғксијасынын кәсилмә нөгтәлә- 
"Мисал 2. Әввәлки параграфда .тэ’]ин ол ү 
K унмуш (3) функсн- 
јасм (мисал 1) (0.0) негтасиндо кәсилир. © 
ыд © мо 
Таиф 4. Х = (af, х9, n, ЖО) нозтосинин мүәјјән 
этрафында тә'јин слунмуш | функсијасы учун 


Т (0) 49 209 оу сө 
В Ду көз МЕ л, Аф»... Ж?) = FAO) 
бәрабәрлији едони лдикдә, она х (61,2, ., п) аргумен- 
тино нәзәрән Х“) нөгтәсиндә кәсилмәјән функсија дејилир. 
Ајдындыр ки, верилмиш нөгтәдә кәсилмәјән чохдойииэнли 
Функсија өз аргументләринин һәр бирицэ нәзәрән дә кәсил- 
мәјәндир. Бунун тәрси доғру дејилдир. 
Һәр бир аргументинә нәзәрән кәсилмәјән чохдәјишәнли 


1% 


функсија X = (ж, Ха, es Ха) аргументинә (}э'ни аргументләр 
күллүсүнә) нәзәрән кәсилән дә ола биләр. 
Мәсәлән, рон 
мо Љу 
=, х + у олдугда, 
На = У ну 
‚ х= у олдугда 


бәрабәрлији васитәсилә тэ’)ин олунан f функсијасы (0, оу 
нөгтэсиндэ һәр бир аргументә нәзәрән кәсилмә)әндир: 


lim f (x, 0) = lim 5x =0= f (0, 0) 
иту (0, у)-- (ујео = 10,0). 


Лакин һәмин көгтәдә (іт (|(х, у) лимити олмадыгындан 
ход ? 


Р 2% 
X = (х, у) нөгтәсинә (вә ја“ аргументләр Күллүсүнэ) нәзәрән 
кәсиләндир. 1 

Бирдәјишәнли кәсилмәјән функсијалар Һаггында олан TƏK- 
лифләр (XII, $3) уіғун шәкилдә чохдајишенли кәсилмәјән 
функсијалар учун дэ доғрудур. Мәсәлән, верилмиш нөгтәдә 
кәсилмәјән ики функсијанын ҹәми, фәрги, һасили вә нисбәти 
(мәхрәҹ сыфырдан фәргли олдугда) һәмин нөгтэдэ кәсилмә- 
әндир. 4 
| Қ ін тәклифләрин бири дә кәсилмәјән функсијанын өз 
ишарәсини сахламасы һаггындадыр. Ы 

Теорем 1. ХОСЕ, ногтосинин мүәјјән әтрафында 
тауип олунмуш, һәмин нөгтәдә кәсилмәјән вә /(Х®) = 
5-0 шортини өдәјәш Г функсијасы ХӘ нөгтәсинин 
јахын әтрафында өз ишарәсини сахлајыр. 

Бу теоремин догрулугу $ 2-дә исбат едилмиш 1-ҹи Teo- 
ремдән вә функсијанын нөгтәдә кәсилмәзлијинин тэ’рифиндан 
а)дындыр. 

Чохдәјишәнли кәсилмәјән функсијалар һаггында башга 
тәклифләрин сөјләмәк вә исбат етмәк охуҹулара һәвалә олунур. 


55. МУРЭККЭБ ФУНКСИЈА ВӘ ОНУН косилмозлији 


Фәрз сдак ки, 
хе о (T), Ху =еа(Г), 5 Ха = Фе (Т) a) 
(7 = (fis Һ,..... ta) E0) 

функсијалары «СЁ» областында та'Јин олунмушдур вә һәр 
їр TEs негтасино у)ғун bnan X = (Xi Хун. Xa) = (Ф (Г), 
са (T), «.. ж(7)) негтоси ЕСЕ, областына илдир. Онда Ё 

ойластында тәјин олунмуш . 

Wæ | (Хү Ханна ЖЭ) 


Функси: ас 7 
ЫН сијасм васитәсилә с областынын һәр бир 7 Сә негтосино 


= И: (Т), Фа (7), 4, ва (Т)] = +(7) (2) 


эман у]гун гојмаг олар. 
елә тојин олунан 9 функсијасына < областында герглмиш 
жүрәккәб функсија дејилир. Y= f [fr Pos ..., Pal ОКА 


rD Фі Po +, Фа функси)аларынын суперпозисијасы да anna- 


кокек. Яо, Фан» Фа функсијаларм ТӘ — (Ко, 40, 
10) Сс негтосиндо во Г функсијасы (ы (7% 

те 5 #0212), 
са (19), ... «(ТФУСЕ ногтәсиндә кәсилмәјәндиреә, 


ойда Fli, Ф, а, Фа) муроккоб функсијасы ТО norma- 
синдә кәсилмәјән олар. 


Исбаты, f функсијасы ХӘ Є Е негтосиндо кәсилмәјән 
олдуғундан, истәнилән •> 0 әдәди үчүн елә 250 вар ки, 


о(Х, Х®) < 8 бәрабәрсизлијини өдәјән бүтүн ХЄЁ погтоло. 


ринда А 
HO-RO) < 
мүнасибәти өдөннлир, Ф (2 = 1, 2,...., п) функсијалары 74 


Шөгтәсиндә кәсилмәјән олдуғуна көрә исә = эдэди 


учун -ena 4> 0 тапмаг олар ки, р(7, 7% 
дә)ән бүтүн 7 Со нөгтгл Ји қ 74% инн 


[я сайн (1-1, 2,8) 
бәрабәрсизликләри | 


әниләр. Онда бүтүн белә 7 нөгтәләриндә 


ное) т-не) Ил: 
= : 
бәрабәрсизлији вә буна керә дэ” 


19(1)-40(79)-11(Х)-41(Х9) гс 


мунасибати доғру олар. Бу исә ф = fli, Фа, ..., ғ.) функси- 
Јасынын 76 о негтасинда кәсилмәз олдугупу көстәрир. 

Бирдәјишәнли елем:.птар функсијалар (ХІ, $ 19) пә онларын 
кәсилмәзлији һаггында олан тәклифләр (ХИ, 55), ујғун wə- 
килдә чохдәјишәнли елементар функсијалар үчүн ло догрудур. 

Хү, Хз, . Ха дајишанлари вә сабитләр үзәриндә сонлу 
сајда топлама, чыхма, курма, бөлмә әмәлләри по суперпсзи- 
сијалар вә һәм дә биртәјишәнли елементар функсијадүзәлтмә 
әмәлләри тәтбиг етмәклә алынан функсијалара чохоојитопли 
елементар функсијалар дејилир. 
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_лији өдәнилмәлидир. Бу исә (1) бәрабәрсизлијин 


Мәсәлән, > 
Һе х*+ у?е”, h= шен sin у, 


Ју = зїп?х + соз? (x+y), в = <" фу" + 37 
елементар функсијалардмр. 
Елементар функсијалар синфи чох кенишдир вә онлар 
ријази анализ курсунда ө)рәнилир. 
Јухармла исбат етдијимиз теоремә әсасән кестәрмәк олар 
ки, бүтүн чохда]ишэнли елементар функсијалар то'јин област- 
ларынын Бар бир нөгтәсиндә кәсилмә|әндир. 


$6, ГАПАЛЫ ЧОХЛУГДА КӘСИЛМӘЈӘН ФУНКСИЈАНЫН 
ХАССЭЛЭРИ 


Гапалы вә мәһдуд чохлугда кәсилмәјән чохдэ]ишанли 
функсијаларын бир сыра мараглы хассәләри вардыр. Бу хас- 
сәләр парчада кәсилмәјән бирдәјишәнли функсијаларын ујғун 
хассәләринин (ХИ, $ 8) аналогудур. 

Теорем 1. Моћпдуд вә гапалы ЕСЕ, чоглугунда кәсил- 
mojon Г фупксијасм Һәмин чохауғда мәһдуддур. 

Исбаты. Эксини фәрз едәк ки, f функсијасы E чохлуғунда 
мәһдуд дејилдир. Онда һәр бир к әдәди үчүн елә ХОСЕ 
нөгтәси вар ки, 

к ЕТ 2,6). . (1) 

Бу |Х99| ардыҹыллығы мәһдуддур (Х9 Є Е). Буна көрә дә 
ондан һәр һансы ХӨ C Е негтасино }ыгылан [X~] алтарды- 
чыллыгы ајырмаг олар (XXV, 53). | функсијасы Ху “ЕЕ nor- 
тәсиндә кәсилмәјән олдуғундан lim f (XC) = f(X) барабар- 
ә зиддир. 


Демәли, | функсијасы Е чохлугуида мәһдуддур. 
Теорем 2. Моћдуд со гаталы ЕСЕ, чоғаугуида ко- 
енамәјәи Г фуннсијасм бу чохлугун һеч вла 
а = (op жу в ба) EE погтосинда өзүнүн һәмин ч 
done алата сәрһәдини, һеч олмаса бир 
а) ЕЕ погтосиндо uco дәгиг Јухары сәрһәдини 


Ка) = ЫН Ху = те 10)- вир /00- Мо, (2) 


Исбаты. Әксини фәрз едәк ки, | функсијасы Е чохлугу- 
нун һеч бир нөгтэсиндэ Мо гијмәтини алмыр. Онда Е чохлу- 
гунун бүтүн ХЕ Е негталориндо f(X) < М» олар. Бу һалда 
мәһдуд вә гапалы Ё чохлугунда кәсилмә]ән 


л 1 
ФО = мия 


Функсијасы әввәлки теорема көрә мәһдуд олар: 
М 8 (3) < М (М, О). 
Бурадан ` 
К) « М, =i (XE E) 
А 


алыныр ки, бу да М, әдәди fun Е чохлугунда дәгиг јухары 
сәрһәди олмадығыны кесторир. 

Алынан зиддијјәт кесторир ки, фарзијјамиз доғру дејилдир, 
Јә'ни һеч олмаса бир @ Є Е нөгтәсиндә J (3) = М, олар. 

Функсијанын һеч олмаса бир a С Е ногтэсиндо догиг ашагы 
<әрһәдини алмасы да ејни jonna исбат олунур. 

Теорем 3. Рабитоли о CEn областында косилмәјән Г 
Функсијасы бу областын ики погаоиидо бәрабәр 
оламајан А = Г(а) + f (=B гијнотлорини алырса, онда 
һәмин А вә В әдәдләри арасында јерлошон һәр бир С 
әдәдини дә областын һеч олмаса би р погтосинодг алыр. 

Исбаты. в областы рабитәли олдугундан онун ә во 8 
нөгтәләрини кәсилмәз / әјриси илә бирлошдирмок олар (ХХУ, 
$ 4). Бу әјри Х-(х, (£), ха(в), ... , ха (1)) (а < £ <b) nortona- 
ринин һәндәси |еридир вә == (х; (а), х.(а),.... хаа)), 
%е(4(0), х. (6), ... , ха(0)) негтолори онун учгврылыр. 

Бу һалда, /[х, (6), Хх,(0,.... ха (N) = Ë (t) мурэккьб функ- 
сијасы |а, ^] парчасында кәсилмәјән ($ 5) бирдәјишәнли функ- 
сија олар вә Ғ(а)-Аз-8-Е(0). Ouna верилмиш парчала 
кэсилмэрн бирдәјишәнли функсијанын ујғун хассәсинә (ХШ, 
$8) көрә елә 1" негтәси вар ки, F (t*) = С олур. Бу 1" цөгтаси 
[а, 2] парчасында |ерләшир (а < #" = b) вә тамамило o облас- 
тында Јерләшән / әјрисинин Е = (x, (#*), х, (4), ..., Xa (69) Св 
нөгтәсини то'јин едир. Ајдындыр ки, 


F(E) = Р(х, (в)... ха (0) = Ј |) = С. 


$7. ЧОХЛӘЈИШӘНЛИ ФУНКСИЈАНЫН МУНТЭЗЭМ 
косилмазлији 


Верилмиш f функси]асынын Е СЕ, чохлуғунда кәсилмәзлији 
ону чохлуғун ајры-ајры нөгтәләриндә характеризә едир. Бүтүн 
Е чохлуғунда функсијаны характеризә етмәх үчүн верилән 
аплајышларлан бири дэ мүнтәзәм косилмозлик анлајышылыр. 

То'риф 1. Тутаг ки, f функсијасы Е чохлуғунда то јин 
олунмушдур вә истәнилән е>0 әдәдинә гаршы елә %-%(«)>0 
вар ки, Е чохлуғунун ((ХӘ, ХЭ) <В бәрабәрсизлијини өдэ- 
Јән истәнилән Х® ва ХЭ? нөгтэлэриндэ. 


(< 4 (1) 
мунасибэти өдэнилир. Онда f функсијасына Е «охлуҒунда. 
мунтозом кәсилмәјән функсија дејилир. 


мо 


теорем 1. Мәһдуд во гапалы Е чохлугунда косилмо- 
уои f фупкенјаст һәмин чохлугда мүнтазәм косилљид- 


Јәпди р. 2 
с AES ETEN Әксини фәрз едәк ки, | функсијасы Е чохлу. 


гунда мүнтәзәм кәсилмәјән KEND Онда елә ф > 0 әдәди 
вэ Е чохлугунуи (ХО, 0) < бәрабәрсизлијини өдә)ән 
ХЭ вә ХО) негталари вар ки, | 
(XP) — ХР) > > 0 2) 
мүнасибәти едэнилир. | 
? ХҮ цегтәләри мәһдуд гапалы Е чохлугуна дахил олдугун- 
дан {Х| ардычыллыгы мәһдуддур вә ондан һәр һансы Х ОБЕ 
нөгтасина |шғылан алтардычыллыг ајырмаг олар: 
XP — Х® (т = со). 
4 КІ) 
„(Хе хә) <-> бәрабәрсизлијинә әсасән Л — А 
(т — œ) олар. | Функсијасы Е чохлугунда кәсилмәјән Олду- 
гундан ХӘ иөггәсиндә да кәсилмә)әндир. Онда касилмазлијин 
тәрифинә көрә а 
іш (ХЫ)—Г(ХЮЛ-1(Х%— ХР) = 0 
тоо 


олар ки, бу да (2) бәрабәрсизлијинә зиддир. 
Алынан зиддијјәт теоремин доғру олдуғуну кесторир. 
Гејд едәк ки, Ё чохлугунда мүнтәзәм кәсилмәјән 7 функ- 
сијасы һәмин чохлуғун һәр бир негтәсиндә дә (]ә'ни, Е чох- 
луғунда да) кәсилмәјәндир. Бу тәклифин тәрси дору дејил- 
дир. Е чохлуғугда кәсилмәјән f функсијасы һәмин чохлугда 
мүнтәзәм ҝәсилмәјән олмаја да беләр. у 
Функсијанын герилмиш нөгтэдэ вә чохлугда характеристи 
калармидан бири дэ опун рәгсидир. И 
: "тутар ки, Нфугкарсын чохлуғунда тәјин олунмуш мәһ- 
J Функсијадыр. Онун 2 чохлуғунда дәгиг ашагы сәрһәдини 
т (Е) вә дәгиг јухары сәрһәдини M (Е) ила ишарә едәк. 


ыда v (E) = М(Е)-т(Е) (3) 
а | функсијасынын Е чохлугунда рәгси дејилир. 
4 ИЕ) Іі (Е) олхугундан в (Е) > О олар: 
Верилмиш XE Е негтесинин 0, (ХФ) әтрафы илә Е чох. 
лугунун косишмасиии Æ (8) илә ишарә едәк: Е (8) = ОДА JAE. 
Orina сыфра јмемлан 
мо 


монотон ардычыллығына ујғун 
E @,), Ебу, 


Ва 0 (п— со) 


ш 


чохлуглары ардычыллыгы алыныр. Бу һалда, монотон 
М [Е (8, | > MIE BH >> МЕ)... 
"(ЕО < т [EA] <- с т [Е (| <. 


о [Е 6, }] > ® [E (8,}]> - “> о [Е (8,)] > --- 
ардыҹыллыгларынын сонлу лимитлэри вар. Һәмин лимитләри 
lim M [Е (| = M(X), lim т [Е (%Ь)] = т(х9) 

дэв э» 


вә à 
limo [E (8,)] = «(Х9) 


кими ишара едәк. * 

Topup 3, М(Х), п(Х9) вз а (Х"") адодларино f pyur- 
си/асынын ујғун олараг ХӘ негтосиндо јухары Сәрһәди, 
ашакы сәрһәди вә рәгси дејилир. 

Ајдындыр ки, 

т(х®) < (х9) < м(х9) 

бэрабарсизли]н өдәнилир. 

Хүсуси һалда, Х® нөгтәси E чохлуғунун изолә едилмиш 
нөгтәси`олдугда 


т{Х®)= j (Ху = м(х®) 


о(х у = о | (4) 

бэрабэрликлари догрудур. 

Буядан башга, ашагыдакы теоремни дэ догрулугуну исбат 
етмак олар. 2 

Теорем 2E чохлугунда тәјин олунмуш f fynn- 
сијасипим ХФЕ Е цегтосиндо кәсилмәјән олмасд yiyit 
онун Meanie зеогтода рәгсинин сыфра борабәр олмасы 
(Jonu, „(Х®) = 0 олмасы) зарири so кафи шәртдир, 

Бу теоремә atacan f функсијасынын Х®Е Е цөгтэсиндэ 
кәсилмәјән олмасына ашагыдакы кими дә то'риф пермәк олар. 

Тогриф 4. Вериялаш ХӨ СЕ нөгтәсиндә рәгси cuppa 
бәрабәр олан f функсијасына Һәмин негтодо кәсилмә)ән 
Функсија дејилир. * 

Бу. функсијанын нөгтәдә кэсилмәзлијинин БЕР тә'рифи 
адланыр. 


вә , 


$ 8, КӘСИЛМӘЗЛИК МОДУЛУ 


Тутаг ки, f функсијасы E чохлуғунда тә']ин олугмуш моћ- 
дуд функсијадыр. Бу һалда, · е 
а (8) == (5; Хау. (хе 
“@ == Пер т) (Ш 
БИЛГЭ 
о. 520 Р 


кумијјатина f функсијасынын Е чохлуғунда кәсилмәзлик 
Ў, е|нляр. 
ШАА ұна Sasano ки, а(8) >0 олар. 
Бундан башга, кстэннлэн 0 «5, <% әдәдләри үчүн 
Ж об) < (8) 
бәрабәрсизлији едзнилир, ј> ни кәсилмәзлик модулу монотон 
азалмајан функсијадыр.-Доғрудая да, 


эш. IHX) — (ХЭД < 5 
шы, Д Док : 
, Хо), х= : 
< зир 1ңХх®)— AXO) = o (8). 
AKED) < . 
ХӨ) хе А 
Демәли, һәмишә . А 
= то (8) (0-8) => > 0 A . (3) 


22 
лимити вар. Функсија Е чохлугунда мүнтәзәм кәсилмәјән ON- 
дугда (3) лимити сыфра бәрабәр олур. 

нугунда mo унэ олунмуш Г. функси- 
угда мунтолом кәсилхә}ән оймасы 


Шаа ђ=о А (4) 
К 
жүнасиботилсас өдонияжәси дә рури во тафи шортдир. 
Шәртин кафилији, (4) шәртиңин едонилмаси о демәкдир 
ки, И => 0 эдэдн үчүн елә & = 8, (6) вар ки, 0<8< 5% 
Сорабарсизлијини едајок истәнилән 8 учун 
«(ы f} <e 8626) 

мунасибати өләнялир. Онда Е чохлугунун р(х, х9) <з 
ппортиви өдәјән ихтијарн ХӘ ва ХЭ) нөгтәләрн учун 

РО) – А) е (5) 
олар. Бу исә f функсијасынын Е чохлугунда мүнтәзәм кэскя- 

әз олмасы демәкдәр. 
А Шәртын рур ишк. f функеијасм Е чохлуғуғда мүнтәзәм 
кәсилмәјәи олдугда тстэнилэн .>0 anana үчүн еә 3» 
тапмаг олар ки, E чөхлуғунун ө(Х9), ХО?) <8 бәрабәрсизли- 
{ини едојон ихтијари ХО) рә ХЭ? нөгтәләриндә (5) бәрабәрсиз- 
лији едонилар. Онда j Р . 
°@)=зшр, 2 11Х9)-ЦХ9)«. 

Кох) 5 

(ее 
олар ки, бурадан да ы (8)-нын азалмајан олдуғуна әсасән (4) 
бәрабәрлијн алыныр. а Ч 
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Теорем. Euo 
асынын hosii ч 
учун 


Кэсилмэзлик модулунун белә бир мараглы хассгси дэ HIP- 
дыр; Е чохлуғу габарыг олдугда нстәпнләп 8, > 9 вә ô> 0 
эдэдлэри учун 4 

“ы /) < w (8; ђ w (êz Р (6) 
бәрабәрсизлији доғрудур. 

Доғрудан да, Ё чохлурунун p(X, ХЭ) < 5, +%, шартини 
өдәјән ихтијари икн АС вә XO цөгтәскин көгүрәк. Бу ner- 
тәләри бирлэшдирэн парча узорћд о јерлошон вэ pl AP, Х)<2, 
вз р(Х, XP) < 3, шортлорник өдә}ән ихтијари мертони X илә 
ишарә етсәк, онда. 

«0,446 P) = sup ПЕС) -x< 
СА RITEN 


<= (ХФ) ОХ) зар (Х)-4(Х9)- 
$ их сы 


аде, ~ 
=w; P +o G Р 
мүнасибәтини аларыг. 
8, = 8, = 5 олдугда (6) бораборсизлијиндон 
(28; f) < 2w (8, /) 
мунасиботи глыныр. Бурадан, там ријазн нидуксија методу 
васитәсилә истонилом натурал т злади учун 


р w (15; Глоб) 2 о) 
бәрабәрсизлијини алмаг олар. 


ХХҮН ФӘСИЛ 


ЧОХДЭЛИШЭНЛИ ФУНКСИЈАНЂН 
ТӨРЭМЭСИ ВЭ ДИФЕРЕНСИАЛЫ 8 


$ 1, ХҮСУСИ ТӨРӘМӘ 


Фэрэ едәк ки, л-дојишанли f функсијасы о с. Ға облас- 
тында тә']ип олунмушдур вә Х = (ху, х;,...,д,) бу областын 
һәр hancs- негтесидир. Функсијанын A пегћосиндо хү аргу- 


ментипә нәзәрән хүсуси артымы ашагыдакы кими тэ’|ии олу- 
нур: 5 
åy W = buf (X) S У (у Ват, а, ТЭЭН 
ба, Хаоса) ({1,2,...,т [0] 
Topup 1. Ах, 0 шәртиндә 
4,700 2 
“ЭС, о 


‘нисбәтинин сонлу лимити варса, homun лимит» f функси- 
Јасынин X негтасиндо х, аргументино нәзәрән хусуси тө» 
рәмәги дејилир вэ ашағндакы KUMU шиаро олунур: 


ЦЭ 


ЭЕ, 500. Н одела =. 
ял шиш ах, а 
већа...) 


Чохдәјишәнли функсијанын һәр бир аргументкиз нәзәрән 
хүсуси терэмэсиндан дакышмаг олер. Хусуси һалда, икндс- 


‚ јишанли 2=/(%, у) Функсијасынын х вә у аргументләринә 


нәзәрән хүсуси `төрәмәләри == вә 35 9р. . 5 


Teja. f функсијасынын ж; аргумеитинә нәзәрән хүсуси терәмэснин кос- 

зөрөн И) марка „ва“ бише жүздер онун сүрэг кө кыйч 
ТА 7 

зррылыгла мо’насы Јохдур. 


Тә'рифдән ајдындыр ки, чохдә|ршәнли функсијанын бир 
аргументинә нәзәрән хүсуси терэмэсини Гесаблалыгла, онун 
Јердә галан аргументләривн собит һесаб етмәк л зымдыр. By- 
на көрә да чохдәјишәнли функсијаларын хүсуси терамалорини 
ћесабладњгда бирдәјишәнлн функсија төрәмәсинин һесабланма 
гајдаларындан. вә дүстурларындан билаваситә истифадә олунур. 


Мисал. W = Ах EAn — A Xa Xo функсијасынын 
хүсуси төрәмәләри ашагыдакы кими һесвбланыр: 
дт : 4 
кельты О: Е 
òw КЕГІ жү ; 9 Б hii 
Ж {хх Хы Хо „ал 


ра топан" ы.а. 
бх. 

Вервлмиш X негтоснида х; аргументинә незэрэн сонлу 
„со хүсуси төрәмәси олан | функсијасы һәмин пөгтәдә х 


аргументино нәзәрән кәсилмәјәнлир. Хүсусн төргмәнин вар- 
лығы учун бу зәрури шарг к‹фн дејилдир. Верилмиш Horia- 


дә хі дәјишәнинә нәзәрән кәсилмәјән функсирнын һәмин дә- ` 


јишанг нәзәрән хүсусн терәмәси Олмаја да биләр. 

Ге|д-едәк ки, верилмиш нөгтәдә сонлу төрәмаси олан бир- 
дәјишәнлк фу ксија һәмин нөгтәдә кәсилмәјә! дир. Чохләји- 
шәнли функсијаның исә верилм ш негтала бүтүн аргументлгра 
нәзәрән хусуси тәрәмеләринин варлығындан һәмин нөгтәдә 


касилмозлији чыхмыр. . „ 5 
Мәсәлән, йкидә)ишәнлн ` Ба 
Ји p A ЕЛ 


x фу +0 елдугла, 


0. х=у=0 о. лугда 


функс ијасынын (0, 0) нөгтәсиндә һәр ики аргументә нәз-рән 
сонлу хүсуси төрәмәси вар: 
Ж (0,0) = (0,0) =0, 

лакин һәмин нөгтэдэ кәсиләндир (ХХУІ, $ 4). 

Икидәјишәнли Функси)аныл хүсуси тэрәмәләринин садә 
һәндәси мә'насы вардыр. ша 

Тутаг ки, Z= f(X, у) функсијасынын (хо, yo) нөгтэсиндэ 
сонлу хүсуси төрәмәләри fx (Хо, Yo) вә Ју (Хо, уу) вар. Һәмин 
функсијанын графики фәзада бир 5 сәтһи олар. Бу сәтһ үза- 
риндә (Хо, у) нөгтэсинэ ујғун олан нөгтәни Ma |» Ул, /(Хо,Уо)] 
илә ишарә едәк. у= у, мустовиси $ сәтһини бир АМ,В әјриси 


Шакил 228 


Шәкил 227 


` 
үзрә кәсир (шэкил 227). Бу әјринин тәнлији исә х дәјишәнин- 
‚ дән асылы олан Z= f (х, уо) функсијасы (икинҹи дәјишән 
гејд олунмушлур) оар. Бирдојишанли 2 =/ (х, у.) функсија- 
сынын хо нөгтәсиндә төрэмэси, AMB әјрисинә Mo (хо, Уо, 
J (хо, уу) нөгтэсиндэ чокилмиш тохунанын абсис охунун MYC- 
бәт истигамәти илә әмәлә кәтирдији а бучағылын танкенсинә 
бәрабәрдир (ХІУ, $ 2). Бурадан fx (хо, у) хүсуси төрәмәси- 
нин һәндәси мә'насы алыныр: 


| анк, = fi (ко Yo) = tg >. 19 
у (ху, Yo) хүсуси төрэмэсинин һәндәси мә'насыны да ејни 
үсулла изаһ етмәк олар (шәкил,228): 

‚Л (Хо Уо) = ШВ. 
Бирдәјишәнли функсијанын диференсиалына аналожи ола- 


раг (ХУ, $ 2), чохдәјишәнли функсијанын да һәр бир аргу- 
ментинә нәзәрән хүсуси диференсиалыны тэ’ин етмәк олар. 
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7 Ториф 2. f функсијасынын х, аргументино нэзэрэн 


ўт, ХУсуси төрәмәси илә аргументин ах, диференсиалы ha- 
: 


силинә һәмин функсијанын хі оргументинә нәзәрән хүсусш 
диферексиалы дејилир вә a 


daf = Ша 2an) в) 


кими ишарә олунру.. 

(5) ифадеси х, аргументинин 4х; диференсиалына нәзәрән 
хәтти фупкси}адыр. 

Хүсуси һалда, 7-1 олдугда функсијанын хүсуси терэмэ- 
синин тә хүсуси дифере:сиалынык тэ’рифи бирда|ишэнли 
Функсијанын тәрәмәсинин (ХІУ, $ 1) вэ диференсиалынын 
(ХУ, $ 2) ујтуп тәрифи илә үст-үстә дүшүр. 


52. ФУНКСИЈАНЫН НӨГТӘДӘ ДИФЕРЕНСИАЛЛАНАН 
ОЛМАСЫ 


Верилуиш а с Е» областыгда те'јин олуғмуш икилэишэн- 
ли f пункси]асына бах я 
Фәрз еләк ки, (х, y) бу облестын hp № нсы нөгтәсилир 
B3 х, у лојишенлори ујгун олараг елә Ах ва Ау артымлары 
алыр ки, (х--Ах, у4-Ау) негтаси јенә дә һәмин обл: ста дахил 
олур. Онда W = Ј (х, у) Функси]асы 
AW = зах, унау) — f (ж у) @) 
артымыны алыр. 
(1) ифадәсинә f функсијасы: ын (х, у) кегтесинда ар ымы 
(вә ја там артымы) де}илир. 
Тә' риф 1. f функсијасынын (х, у) нөгтәсиндә арп ымыны 
AW ААх-+ В5у-+о5х+4у (2) 
шәклиндә көспермәк мүмкүн олдугда, ока Пәмин нөгтгдэ 


` диференсиалланан (вә ја диференсиаллана билэн) фун сија 


дејилир. Бурада А А (x, y) вә B= b (x, у) аргументләран 
Ах вә Ау артымларындан асылы олмајан комијјотлор, 
a=a (Ax, Ау) вә ф-ф(ах, Ау) исә (4х-0, Ау- 0) шартинда 
сонсуз кичилан функсијала;дыр: 
іш © (Ах, ду) = 0, lim В (ах, ду) = 0. (8) 
ах +0 | ы 
БЭ . Syao 
(2) бәрабәрлијини Сашга еквивалент шәкилдә дә Јазмаг 
олар. Бу мәгсәдлә (х,у) вә (x+ Ах, у+ Ау) негталери арасын- 
дакы меса) ни р илә ишарә едәк; р = Ү (ах) + (ау). 
Ајдындыр ки, (4-0, Ау-0) вэ р-. 0 шерт. әри еквивалент- 
дир. Онда (3) бөрабарликл рини өдә)ән a вә В учун 


....., p+0 (4) 


0 è 7 


кемијјати р-0 (вә ја Ах->0, ду— 0) шәртиндә сонсуз кичилан 
Г? 
олар, Доғрудан да, ==] <1в | У | < 1 олдурундан 


еј =], 523 м |2 < ae 


мүнасибгти вә (8) борабарликлдрине эсёсэн тәләб олунан 


ime=0 , (5) 
Р 3 4 
бәрабәрлији алыныр, (4) „борабарлијики ашағыдакы кими јазаг: 
ойх + ВАу = р. (6) 
Буну нәзәрә алсаг, (2) бәрабәрлијини 
МУ = Аах + Вду + єр (7) 


олгр. 
ше Се Dain). Бунун тәрси дә, је'ни (7)-(2) тәклифи 
5. Бүнү нот етмәк үчүн (7) бәрабәрлијиндәки = камијја- 
тини ашагыдакы шәкилдә көстәрәк: 
при РЕР: ыг У — шань Баљу, 
, 
Бурада а= БЭХ „р КАУ һесаб етсәк, онда 
П Р 
єр = айх + ВАу 
бәрәбәрли}ини аларыг. а вә B кәмк]]әтләри учун (3) бәрабәр- 
ликләри өдәнилир. 
Догрудан да, 5 Л 
ан зан | < 19 


бәрабәрсизликләринә вә (5) бәрабәрлијинә көрә 
lim ча = lim a = 0, іш%- Пт В=0 
з 94755016 
олар. | 
Демәли, верилмиш диференсиалланан f функсијасы учун 
2 7) шәртләри еквивалентдир. 
5 ЈА ла аның верилмиш нөгтәдә диференсиалланан 
ә'рифи алыныр: 
ориф аня тарифи аннан (х, у) көгтәсиндә артымы- 
ны (7) шокландг көстәрмәк мүмкүн олдугда, она һаман нөг- 
тэдэ диференсиалланан функсија дејилир. хоо 
(7) бәрабәрлијиндә иштирак еден e комијјати үчүн (5) 
5 А р 
хар ишинд, Юн 1 ва 1 тә'рифләри еквивалентдир. (2) (ва 
һәм дә (7)) бәрабәрлији f Фунхсијасынын (X, у) нөгтәсиндә 
диференсиалланма шәрти адланыр. Функсијанын негтэдэ 
диференсиалланан олмасынын (7) шәртини | 
AW = Аах + Ву + 00) (8) 


кими дә јазмаг Олар. 
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Мисал. М=л-2х+ у? функсијасы истәнилән (х, у) 
нөгтасиндэ диференсиалланандыр. Р 

Доғрудан да, онун истәнилән (х, у) нөгтәсиндә артымы 

AW = (х+3Х)--2 (х+Ах) +(у+-ћу)—х"—9х—у:= 
(324-2) Ах++2у-Ау+[3х.Ах+ (А) ‘Ах+Ау.Ву 
ва ја 
А (32 4 2) Ах рдугАу4 (3хАх (Ак) Ах-Ау-4у (9) 
шәклиндә көстәрилир. Бу исә е 5 
А=3хї+29, В=2у, а=3х-Ах + (Ах), В = ду 
кәмијјәтләри үчүн (2) бәрабәрлијинин өдәнилмәси демәкдир. 

Topup 9. ә областынын истәнилән нөгтәсиндә дифе- 
ренсиалланан функсијаја әмин областда диференсцалла- 
нан функсија дејилир. 

Икидајишанли функсијанын диференсиалланан олмасы har: 
гында )ух:рыда вердијимиз тә’рифләр ујғун шәкилдә и-дэи- 
шәнли (л:>2) функсијалар үчүн дә доғрудур. т-дәјишәнли f 
функсијасынын Ж = (х, хә... Ха) нөгтәсиндә диференсиал- 
ланма шәрти 

AW = А, (X) Ах, А, (X) Ах, +: ФА, (X) ах, + еҙ (10) 
т 
кими јазмлмр; бурада р- үз (Ах)? во іше-0. 
к-і кз 


$ 3. ФУНКСИЈАНЫН ДИФЕРЕНСИАЛЛАНАН 
ОЛМАСЫ ҮЧҮН ЗЭРУРИ ШӘРТЛӘР 


Теорем 1. (х,у) мөгтәеиндә диференсиаллянаи f 
Ффупксијасм һәмин нөгтәдә кәсилмәўәнди р. 


Исбаты. № = f (x, у) функсијасы (х, у) нөгтэсиндэ An- 
ференскалланан олдуғундан һәмин нөгтәдә онун артымы 


AW -- Адх + ВАу + ах + Ау, а-»0, 8—0 (0 
шәхлиндә ҝөстәрилә билир ($ 2, (2)). Бурадан 

lim AW = 0, 

қ-а 

гулд 


алыныр ки, бу да функсијанын (х, у) нөгтасинда кгсилмәз ол- 
лууну көстәрир. 

этичә 1. Функсија кәсилдији нөгтәдә диференсиал- 
ланан ола билмәз. 

Теорем 2. Верилмиш (x,y) Є с негтосиндо npe- 
репсиалланан f функсијасынын Һәмин могтода con- 
ау (ғу) вә ру (х, у) хүсуси торомолари вар, 

Исбаты. № ==] (х, у) функсијасы. (х, у) нөгтәсиндә ди- 
ференсналланан олдугундан бу нөгтәдә онун артымы үчүн 
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(1) кестарилиши догрудур. Һәмин бэрабэрликда Ах -= 0 вә 
Ау =: 0 һесаб етсәк 

А W = Asx + «-Ах, а--0 (Ах--0) 
олар. Бу б>рабәрли|ин һәр Иби тәрәфини Ах артымына бөлә- 
рэк Ах--0 шәртиндә лимита кечәк: 


4w 
=A+o, lim gy =A. 


Демәли, (х, у) нөгтәсиндә У = К(х, у) хүсуен төрәмаси 
вар вэ А = fx (х, у) бәрабәрлији догрудур. 

Ејни rajaa илә (х, у) нөгтэсиндэ /,(х,у) хүсуси төрәмә- 
синин варлығы вә В =f; (x, у) бәрабәрлијинин догрулугу ис- 
бат олунур. A 

Нэтича 2. Верилмиш (х, у) нөгтэсиндэ диференсиал- 
ланак f функсијасынын һәмин негт ода артымы 

AW = ЈА (x, у) Ах + Ју (x, у) у, 8-0 (2>0) (2) 
шәклиндә көстәрилә биләр. | k 

Нәтиҹә 3. ) функсијасы У, (х, у) вә fy (х, у) хүсуси 
төрәмәләринин һеч олмаса биринин олмадығы нөгтэдэ ди- 
ференсиалланан дејилдир. 


Ге] д. Исбат етдијимиз теоремларин тарси доғру дејилдир: функсија- 
нын верилмиш негтадо кәсилмәз олмасындан вә һәм дә һәмин негтад» 


сонау fy вэ fp зүсусн төрәмәләринин олмасындан онун һәмин негтодо 
диференсиалланан олмасы чыхмыр. 
Мәсәлән, 
ху 
үү а | у^ +” о оми 5 
9, у = 0 олдугда 


шәклиндә тэ'|ин олунмуш f функсијасы (0, 0) ногтосиндо кәсилмәјәнлир ээ 
һәмин нөгтәдә сонлу /,(0,0)=0 вә f, (0, 0)-0 хүсуси төрәмәләри вар, ла- 
кин (0, 0) нөгтөснөдө мифе нсналланан дејилдир, 
огрудан да, экар (3) Функсијасы (0, 0) нәгтәсиндә диференсналланан 

олса, онда онун артымы үчүн (2) бәрабәрлији 

- 3 Ах-5у ес У 

— ч 0, 0) ау-- 
TEO 7 00 А0 0 ауе 
вә ја fy (0,0)-/; (0, 0) = 0 олдугундан 
4х.Ау 
У (22025) 

мүнасибәти өдәнилмәлидир, бурада lim 8-0. 

(8) бәрабәрлијиндә дх=ду гәбул стеох, онда 


ув УА] 


мүнасибәтини вэ бурадан исә є = —— бәрабәрлијини аларыг. Бу нәтиҹә 
lim «=0 олмасы шәртинә зиддир. Демәли, (8) фушксијасм (0, 0) нәгтәснидә 
диференсналланан дејилдир. 
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$ 4. ФУНКСИЈАНЫН ДИФЕРЕНСИАЛЫ 


Форз едәк ки, икндәјищәнли 7 функсијасы (х, у) С а uer- 
тәсиндә диференсиалланандыр. Онда һәмин нөгтәдә онун 
артымы 

AW = fx (x, у) Ах ју (х, у) Ву ++ ep, =-0 (2-0), (1) 
шәклиндә көстәрилә билир ($ 3, нәтиҹә 2). Бу бәрабәрлијин 
сағ тәрәфиндәки биринҹи ики һәддин ҹәки 


Је (x, у)&х + Ју (x, y) ћу (2) 

Ах ва Ау артымларына нәзәрән хәттидир. |, (х, у) 320 вә 

Jy (х, у) #0 олдугда исә (2) ифадәси функсијанын AW арты- 

мындан р комијјотино нәзәрән Јүксәктәртибли сонсуз кичилан 
олан гр кэми]]этила фәргләнир (р-+0 шәртиндә e— 0), 

Бу һалда (2) ифадәси функсија артымынын баш һиссәси 


ур. 

Тәриф 1. (х, у) нөгтәсиндә диференсиалланан | функ- 
сауасынын һәмин нөгтэдэ артымынын (2) хәтти Һиссәсинә 
онун (х, у) нөгтәсиндә диференсиалы (вә ја там диферен- 
спалы) дејилир вә dW, јахуд ај (х, у) илә ишарә олунур: 

к aW = х, У) Ax + (x, у) Ау (3) 
вә ја М А 

df (x, у) = В (x, у) ах + fy (x, у) 5у. (4) 

х вә у сәрбәст дојишонлоринин Ах вә Ау артымлары OH- 
ларын диференсиалы адланыр ва ујғун олараг ах ва dy илә 
ишарә олунур. Бу һалда, функсија диференсналынын (3) 


ифадәси И 5 
aW =f: (x, у) dx + Ју (x, У) dy (5) 
шәклини алар. Бу ифадәни f функсијасынын [хүсуси дифе- 
ренсиаллары ($ 1) гаситэсилэ е 
ағ-ау-ау (6) 
кими Јазмаг олар, је' ни функсијанын там диференсиалы онун 
хүсуси диференсиалларынын чәминә бэрабэрдир. 
п-дә|ншәнли f функсијасынын X = (Ху, Xass. s Ха) НӨГТӘ- 
синдә диференсиалы 
а = БАХ) ба ОРА 0, (X) Аа (7) 
ифадәси олар. Бу һалда да функсијанын артымы 
А-а о (р) (2—0) . 


3/(Х)-4Г (X) + о (p) 
шәклиндә кесторилир во функсијанын диференсиалы онун ар- 
тымынын Ах, ӧха,..., Аа дэ|ншэнлэринэ нәзәрән (7) хәтти 
һиссәсинә дејилир. 
Ах (1=1,.. 2, ж) кемијјатларини ујғун олараг dx; (i = 
=1,...,7) илә (буна хү сәрбәст дәјишәнинин диференсиалы 


вә ја 
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де)илир) ишарә етсәк, диференсналын (7) ифадосини 
aW = fx, (X) dxit fu (А) dxat <+- + fia (Х) аха (8) 
кими јазмаг олар. 

Тә'рифдән ајдынлыр ки, верилмиш нөгтэдэ диференсиал- 
ланан функсијағын һәмин нөгтәдә диференсналы (вә ја там 
диференсиялы) вардыр. Функсијанын дифер-исиалланан олдугу 
нөгтәдә онун сонлу хүсуси төрәмәләринин олмасы да мэ’лум- 
дур ($ 3). Бунуй тәрсинин доғру олмадығыны, јо'ни верилмиш 
нөгтэдэ сонлу хүсуси төрәмәләрин варлығынлан функсијанын 
һәмин нөгтәдә диференсиалланан олмасынын чыхмадығыны әв- 
вәлки параграфын сонунда көстәрмишик. Бурадан ајдындыр 
ки, функсијанын сонлу хүсуси төрәмәләри васитәсилә дүзәл- 
дилмиш (3) вә ја (5) ифадәси функсијанын диференсиалы ол- 
маја да билэр, 

. Функсијанын верилмиш нөгтэдэ диференсиалы олмасы үчүн 
Һәмин нөгтәдә о, диференсиалланан олмагыгыр. 

Функсијанын верилмиш нөгтэдэ диференсиалланан олмасы 
үчүн: кафи шәрти ашагыдакы теорем шәклиндә сөјләмәк олар. 

Теорем. f функсијасынын (жо, Yo) нозтосинии my- 
әй әм әтрафында ү; (ж, у) вә Г, (к, у) тусуси mapana- 
лари варса вә бу хүсуси торомолор Һәмин тогтода 
хэсилжэ)эмдирсэ, онда f функсијасы (ж, у) noma- 
синдә диференсиалланатдыр. 

Исбаты. Хуе (Хо, уо) нөгтәсиния теоремдә көстәрилән 
$-этрафыны О» (Хо) илә ишарә едәк. X вә у дәјишәнләринә 
(хо, Yo) нөгтәсиндә ујғун олараг елә Ах вә Ау артымлары ве- 
рак ки, (Xo + Ах, Уз-+АУ) нөгтәси јенә дэ һәмин әтрафа дахил 
олсун. Онда | функсијасынын там артымыны 

AW /(ху-ҒАх, уз НАУ) (ху, Yo) = [7 (Xo+ Ах, уо+4у)— 
— Í (xo, Yo + AY) + If (£o, Yot Ау) — S (Хо, уу)! 
шәклиндә јазараг, сағ тәрәфдәки ме'таризоларин һәр биринә 
Лагранжын бирдәјишәнли функсијалар һаггындакы теоремини 

(ХІУ, $ 2) тәтбиг етсәк, 

AW = у (хофб Ау, уо-ҒАу) Ах + Ју (Xo, Уол-9, ду) у (9) 
аларыг (0<9,<1, 0<8:<1). Хүсусн терэмалэр (Хо, уә) негтэ- 
синдә кәсилмәјән олдугундан 


F (об, Ах, у+-4у) 


Б (хо Уо + Һау) Jy (Хо Yo) + а 


0 вә тс, = 0. 


/ (хь, У) + 
вэ 


олар; бурада їл 2% im 
й 
Бу гијмәтләри (9) бәрабәрлијиндә јериџо )аздыгда 
AWS (ху ууд Ар (хо, Yo) AY + а Ах + о, Ву 


көстәрилиши алыныр ки, бу да / функсијасынын (Xo, Yo) нөгтэ- 
синдә диференсналланан олдуғуну кестарир. 

Hamua. Верилмиш негтадо кәсилмәјән хүсуси тәрә- 
молари олан функсија һәмин ногтгда кәсилмәјәндир. 

Гејд едәк ки, функсијанын верилмиш нөгтәдә диференсиал- 
ланан олмасы үчүн онун хүсуси төрәмәләринин һәмин нег- 
тәдә кәсилмәз олмасы кафи шәрт олдуғу һалда зәрури дејил- 
дир. Функсијанын диференсиалланан олдуғу көгтәлә хүсуси 
төрәмәлӛри кәсилән дэ ола биләр. 

Мисал. 


Ке» -| (x+y "9 (а>0), расионал нөгтэлэрдэ, 
0 ‚ Јердә галан нөгтәләрдә 


бәрабәрлијилә тә|ин олунан f функсијасы (0,0) негтасинда 
диференсиалланандыр: 


/(0--Ах, 0+ Ву) — / (0, 0) = f (Ах, ây)=0-Ax4-0-Ay+ p"; 


бурада 
рт = o (p)- (2—0). 

Һәмин функсија (0, 0) нөгтәси;дән фәргли олан бүтүн HOr- 
тәләрдә кәсиләндир вә % А 
їх (0,0) = Ју (0,0) =0.: 

Демәли, f функсијасы (0, 0) нөгтәсиндә диференсиалланандыр, 
лакин һәмин нөгтәдә кәсилмәјән хүсуси төрәмәләри јохдур. 
Тәриф 2. Верилмиш областда (вә ја оны) кәсил- 
мәјән хүсуси төрэмэлэри олан функсијаја һәмин областда 
(нөгтәдә) кәсилмәз алатан Функсија дејилир. 
Ајдындыр ки, функсијанын нөгтәдә диференсиалланан ол- 
масы һәмин нөгтәдә хүсуси төрәмәләринин олмасы шәртиндән 
күчлү (ағыр), кәсилмәз диференсиалланан олмасы шәртиндән 
исә зәифдир. л 
$ 5. ФУНКСИЈА ДИФЕРЕНСИАЛЫНЫН 
ҺӘНДӘСИ МӘ'НАСЫ - 


Фәрз едәк ки, икидәјишәнли / функсијасы в областында 
тәјин олунмуш, кәсилмәјән вә областын Хо = (Хо, Ya) Є 5 Her- 
тәсиндә диференсналланан функсијадыр. Хо нөгтәсинә | функ- 
сијасынын графики үзәриндә ујтун олан нөгтә 


Мо= (хо уо, f (Хо Yo)) 
ИИА Xo нөгтәсиндә лиференсиалланан олдуғунд ан 
Ре у)—/ (Eo уд = 22248 (х—х,) 08209 узде 
во ја 
i 2=2. + ~ Y (хх) + жасым (у-у) +0 (0) (1) 
(Е--/(х6у) ва Zo = Í (Хо у4)) 
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мунасиботи доғру олар. Бурада р = у(х 
Ит = ~ 0, 


"+ (У 


0 
* Ардыгдыр ки, тәнлији 
2 Of (хо: у) д (хь уд 
Zory Шы + (у у) в) 


олан мүсгәви f функсијасынын графики үзәриндә олан Ма 
нөгтасиндән кечир вә OZ охуна паралел дејилдир. (1) вә (2) му- 
насибәтләриндән ајдындыр ки, р-+0 шәртиндә 2—2 фәрги 
2 = | (х, у) функсијасынын гијмәти илә (2) мүстәвисинии ујғун 
нөгтәси аппликатынын Фәрги). сыфра |ахын. ашыр. 

Тәриф. 2—2 фәрги p> шортиндо р комијјотино нозо- 
рән јүксәктәртибли сонсуз кичилон кәмијјәт олдугда, (2) 
мустовисино | функсијасынын графики олан сотһә Мо нөг- 
тосинда тохунан мустәви дејилир. 

(1) вэ (2) мүнасибәтләринә әсасән p0 шәртиндә 

2—2 =o (p) 
олмасы кесторир ки, (2) мустависи f функси]асынын графики 
олан сәтһә М, = (Хо, Yo, Zo) нөгтәсиндә тохуган мустовилир. 

Демәли, f функсијасы (Xo, уу) негтосиндо диференсналла- 
нан олдугда тәнлији 2=/ (х, у) олан сотћин ујғун (х. Yo, 
Ё (хо, Уд)) негтосиндо Ог охуна паралел олмајан тохунан myc- 
тәвиси вар. Бу тохунан мустови јеканодир вә о, (2) тәнлији 
илә те'јин олунур. 

Бу тәклифин тәрси дә догрудур: f Функсијасынын графики 
олан сәгһин (хә, уо, f (Хо, 30) нөгтәсиндә Ог охуна паралел 
олмајан тохунан мүстәвиси варса, онда һәмин функсија (хо, Yo) 
нөгтэсиндэ диференсиаллансндыр. 

х—х,=%х вә у—у = Ду илә ишарә етсәк, (2) бәрабәрлијини 

Рае Bf (xo y) Хү +4 (ж. у) лу 
ох ду 

кими јазмаг олар. Бу борабар- 

лијин сағ тәрәфиндәки ифадә 

Т функсијасынын (Ху, Yo) HOr- 

тәсиндә диференсиалыдыр: 

2— = 4| (Xo, Yo): (3) 
Бурадан икилајишонли f 
функсијасы диференсиалынын 

һәндәси мә'насы алыныр: f 

функсијасынын (Хо, Уа) погто- 
2 синдә диференсиалы (вэ ја 


2) М * 


там диференсиалы). һәмин 
«у Е i 
функсија графикинә (ху, Ум 20) 
2.0 нөгтасинда чҹәкилмиш TO- 
хунан мүстәви аппликатынын 
Шакил 229 артымына бәрабәрдир (шәкил 
229). 
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Сәтһин тохунан мүстэвисинэ М, тохунма нөгтэсиндэ пер- 
пендикулјар олан М.М дүз хәттинә һәмин сәтһин М. нөгтэ- 
синдә нормалы дејилир. Сәтһин М, = (Хо, У, 20) нөгтәсиндә 
тохунан мүстәвиси вә нормалы перпендикулјар олдугундан 
шормал дүз хоттин бучаг әмсаллары (2) тохунан мустевисинин 
ујгун 


њу) бы р 
де а ду 4 


эмсаллары илә мутэнасиб олмалыдыр (УП, $ 7). Бурадан 2 = 
1 (х,у) сәтһинә (хо, Уу 20) нөгтәсиндә чокилмиш нормалын 
тәнлији алыныр: 


. (4) 


Демәли, f функсијасы (Xo, Уа) негтэсинда диференсиалла- 
нан олдугда Z= / (х, у) сәтһинин ујғун (хе. уо, 2) Нөгтэсиндэ 
пормалы да вар вә онун тәнлији (4) шәклиндә јазылыр. | 

Мисал. у? Јарымсферасына (1, 2, гу5) 
ногтосиидо тохунан мустовинин вә нормалын тәнлијини јаз- 
малы. 

Верилмиш функсијанын 

2 х 


хусуси төрэмэлэри (1,2) нөгтэсиндэ вэ онун этрафында ка- 
силмәјән олдугунлач һәмин нөгтэдэ 2=и25—х7—у? функсија- 
сы диеренсналланандыр. 

' Буна көрә дә сәгһин (1, 2, 2 75) нөгтәсиндә тохунан myc- 
тависи вз нормалы вар. 


2 УБ 8: = КЕ 
ze (де вә 20.2) 5 
олдугундан (1, 2, 2 V5) негтасинда тохунан мүставинин TIH- 
anjn 
Ы ұғ», УВ 9 
А п 0 0-2. 
һәмин нөгтәдә сәтһин нормалынын тәнлији исә 
y5 
ва ја 
10 Р 
олар. : 
Гејл еләк ки, л-дәјишәнли f функсијасынын верилмиш 
гөгтөдө диференсналланан олмасы илә W = f (хаха. Х) 
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сәтһинә тохунан мүстәвинин вә нормални варлығы һаггында 
да јухарыда дедијимиз кими тәклиф доғрудур. Бу һалда сәт- 
Вин тохунан мүстәвисинин вә нормалынын тәнлији (2) вә (4) 
мүнасибәт. әринә охшар шәкилдә Јазылыр. 


$ 6. МҮРЭККЭБ ФУНКСИЈАНЫН ТӨРӘМӘСИ 


Фәрз едәк ки, х=х(И, У) вә у= у (И, И) функсијалары 
(U, И) негтасинин мүәјјән әтрафында тәјин олунмушлур вә 
һәмин нөгтәдә 

дк Әк ду ду 
807 ду’ о0' ду 
хүсуси төрәмәләри вар. 

Бундан башга, W= f (х, у) Функсијасы (х, ү) нөгтәсинин 
мүәјјән әтрафында тојин слунмушдур вә (U, И) негтосинин 
кестәридән әтрафында W = f |х (О, У), у (И, У)] суперпози- 
сијасынын мэ’насы вар. 

Бу һалда, әҝәр f (х, у) функсијасы (x, y) негтасинда ди- 
ференсиалланандырса, онда мүрәккәб 

W = f |x (U, V), y (U, И) =F (U. У) 
функен]асывын (U, V) негтәсиндә сонлу 57 вэ 25 хүсуси 


терэмэлари вар вә онлар 


ОИ ОИ 108 п. Р ну. (1 
90 дх ду | ду әш” ) 
W 1.49 Фу. ду (2) 


av ox ду ду оу 
дүстурлары васитәсилә һесабланыр. 

-gy ХҮсуси төрәмәсинин варлығы ғә (1) дүстурунун доғ- 
рулуғуну исбат етмәк үчүн U дәјишәнинә AU артымы верәк 
(И дәјишәнинин гијмәтини сабит сахлајырыг). Oraa х вә у 
дәјишәнләри ујғун Олараг 

Av x =x (U +4U, У) — ХИ, V) 


Au y = y (U +4U, У) —y (U, У) 
артымларыны алар. Бу артымлара /-ин там артымы, F(U, V)- 
нин исә (-ја нәзәрән хүсуси артымы у)ғун олар: 
AW = Sf (x, у) = АЕ (U, У). 
1 функсијасы (x, у) нөгтэсиндэ диференсиалланан олдугун- 
дан онун там артымы үчүн 
А — E хух-- 27 Ау а. дих + Асу (3) 
9х ду 
ҝөстәрилиши догрулур. Бурада 
а .О(А)х-0, Аџу-»0) вә 8-0 (4; х>0, ду »0). 


вә 


156 


Ајдындыр ки, 207-0 шәртиндә Дух +0 вә Ay yC олур. 
Демәли, = 
lim а = Пт В- 0. (4) 
30-0 8040 
Инди (3) бэрабэрли]инин һәр ики тәрәфини AU артымына 
бөләрәк, алынан бәрабәрликдә 407 0 шәртиндә лимита кечсэк 
вэ (4) барабарликлэрини нәзәрә алсаг, онда 


aw Au F(U V) ду, ux 
lim =! = 11 + 
auso 20 аро 37 дк әуе 40 
+2” му 00 òx 4 ЗУ ду 


ду auo AU дк oU ду oU 


ЗУ. ЗУ. х... ӨР. бу. (1) 
90 ох О ду 00 
“олар. (2) бәрабәрлијинин доғрулуғу дз ејни гајда илә исбат 
олунур. 
Умуми һалда, 
у (хао 
=f [Xi (һ..... В) ха (б) Xn (о) 
мүрәккәб функсијасынын fx аргументино нәзәрән хүсуси TƏ- 
рәмәси 
(5) 


ва ја, 


д\ў _ ОҒ дх | 08 дж 
4, 7 ох) 4, Од 9, 
(к-1,2,..., т) 
дүстуру илә һесабланыр. (5) дүстуру Јухарыда апардығымыз 
мућакима илә исбат олунур. 
Бурада бир хүсуси Вала бахаг, 
Тутаг ки, =] (ху, Ха... Xa) ва Хада (Ху), Ха= Хз (Х1).. 
44, а= ха (х1). Онда ЈУ = | [ху ха (Хү)... Ха (ху)] = F (ху) 
мүрәккәб функсијасы анчаг бир х, сәрбәст дәјишәнинин функ- 
сијасм олар. Бу һалда, (5) дустуруна көрә 
аж _ ду, ах сод ЭЛЧ 
ах ды +5 ут + ба dx, © 
аларыг. Хүсуси һалда, W = f (х, У) вә у= у (х) олса, онда 
W= р(х, у (х)] вә (6) дүстуруна көрә 
ай _ ОУ, ФУ ау 
А 206 | ат аш) (7) 
ах хо? ду ах 


олар. Р 

Peja едәк ки, (6) дүстурунун һәр ики тәрәфиндә W доји- 
шэнинин хү аргументино нәзәрән төрэмэси иштирак едир. Бу 
төрәмәләрин мэ’насы исә мүхтәлифдир. Сағ тәрәфдә -нин 


Хүга нәзәрән хүсуси ос төрэмэси иштирак едир (бу төрәмә- 
н ж, 

ни һесабларкән ]ердэ галан аргументләри сабит һесаб едир- 

ләр, онларын х,-дән асылылығы нәзәрә алынмыр). \-нин Хуе 
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а 
нәзәрән сол тәрәфдә иштирак едән х торэмасини ћесабла- 


дыгда исә М-нин х -дон һәм билаваситә гсылылыгы ва һәм 
дә башга аргументләр васитәсилә асылылығы тамамилә нәзәрә 
алыныр. 


Буна көрә дә 90 төрәмәсинә 10 -нин x, дәјишәпинә иэзэ- 
рән там төрәмәси, (6) (вә һәм дә (7)) дүстуруга нсә там 
төрэмэ дүстуру д?)илир. 

Мисал. \Ў=х?ї+?у+ уг, x=", у віп ЗГ олдугда функ- 
ијанын 4-|ә нәзәрән төрәмәсини һесабламалы, Ајдындыр ки, 


2 зу W муо, 
ар 28 30у, ФЕ. +, 
45 = 06", S 3 cos3t 

“ dt 


олар. Онда І/-нин {-]э нәзәрән теромосини (1) дустуру ила 
ћесабламаг олар: 
зди. ИХ Ж. у.о аа ЖҮ 
“ Зе @ Т ду ш Catok yhe" + 
+ (2425) 3 cos 3t --(267- Зе" sin 3t) 2е + 


+ 3(е" + 2 sin 3t) cos 3t. 


$ 7. ДИФЕРЕНСИАЛ ШЭКЛИНИН ИНВАРИАНТЛЫРЫ 


Тә'рифә көрә диференсиалланан W = f (х,у) функсијасы 
артымынын хәтти һиссәсинә опун диференсиалы дејилир вә 
аш 90 ах + 97 ду а) 
ох ду 
kuxu ишара олунур ($ 4). х вә у сәрбәст дәјишәнләринин Ах 
вә Ау артымларыны ујғун олараг dx вә Фу илә әвәз етдикдә 
1 функсијасынын (1) диференсиалы 


а = 20 ax + Тау (2) 
Гана 
шоклиндо Јазылыр. 
Инди, фәрз едәк ки, / (х, у) функсијасынын х вә у аргу- 


ментләри сәрбәст дәјишән олмајыб башга U вә У дәјишәнлә- 
ринин ди реренсиалланан функсијаларыдыр: 


х=х(0. У), у= у(О, V). 


Бу һалда, W == [х (U, V), у (U, У)] мүрәккәб функсија- 
сынын диференсиалы 


225:3 ЗУ, 3 
а = 27 ФУ зу У (3) 


шәҝ̆линдә олар. Мурэккэб функсијанын хүсуси төрәмәләринин 
“ГАРЖ УК бе: 007, ду. 
ox oU ду òU’ 
ду _ д де ‚ ду ду 
“үс ах Фу ду ЈУ 

ифадәләрини ($ 6, (1), (2)) (3) ЖАРГА кюз јазсаг, 

» [ОМ дх | ФУ ду ФУ дх ‚ду 
аш рт + ду ШЫ үт ду + ду пи) 4 


ва ја 

у DW (де dx д\ (ду ду 

у = — | -- =/= — аи 4 

с Бест [ш 0+9 «урь ду (0+ ov ) 9 

бәрабәрлијини аларыг. Сағ тәрәфдәки ме'таризелор ичәрисин- 

дәки ифадәләр х=х (U, V) вә у=у (U, У) функсијаларынын 
диференсиалларыдыр: 


2009ж дх Ет "Л с ду 
4х = 2040-6444. = о ty áV. 


Буну нәзәрә алдыгда (4) бәрабәрлији 
ау- — ах +—— ду 


кими Јазылар, 

Демәли, W — f (х, у) функсијасынын х вә у аргументләри 
сәрбәст дәјишәнгәр олдугда да, башга Јени U вә V дәји- 
шәнләринин функсијалары олдугда да онун диференсиалы 
һәмишә (2) шэклингэ олур. “ 

Буна диференсиалын (2) шәғлинин инвариантлыгы (дарш, 
мозлији) лејилир. 

Функсија диференсиалынып (1) шокли исә инварнант де- 
јилдир. х вә у аргументләри сәрбәст дәјишән олдугда онла- 
рын артымлары диферененалларына бәрабәрдир, лакин башга 
U вә V дојишонлоринин функсијасы олдугда исә онларын ар- 
тымлары. үмумијјәтлә диференсиалларына бәрабәр олмур: 

Ах ах, Ау ду. 
п-дәјишәнли (п> 3) f функсијасы диф еренсиалынын 


à, д) òf 
aj= ах + у аа дейт 
{формасы да инвариантдыр. Бу тәклиф Јухарыда апардығымыз 
мүһакимә илә асанлыгла исбат слунур. Ый. 
Функсија диференсиалынын тә'рифинә вә формасынын 4 
вариант олмасына эсасланараг исбат етмэк олар хн, бардаи. 
шәнли функсијаларын диференсналлары һаггында мә лум улан 
тәклифләр чохдејишанли функсијалар үчүн лә дотрудур. А 


ai а(сју = са, 401-9) = vdi + fde, 


/—/4+ + 
aiio =, «(Р-Н С (6) 
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Бурадан а}дындыр ки, f (7) диференспалланан ва чохдаји- 
шонли дифе, енсиалланан функсија олдугда 
df (0) =] (6) а > (6) 
бәрабәрлији догрудур. 
Мисал. | = іп (2+ у") функсијасынын диференсиалы- 
ны вә хүсуси төрәуәләрини тапмалы. 
(5) (үчүнчү дүстур) вә (б) дүстурларына көрә 


а а. үзү 2х4х43уйу 
а ту) Eo 


мунасибати вә бурадан 
ФУ _ _2х 0 391 
ox 2864» ду 24Х-9 
бәрабәрликләри а|дындыр. 


$ 8. ЈҮКСӘКТӘРТИБЛИ ХҮСУСИ ТӨРӘМӘЛӘР 


Әввәлҹә в областында тә']ин олунмуш икидәјишәнли W = 
= f (х, у) функсијасынын |үксәктәртибли хүсуси төрәмәләрини 
тэ ин едәк. 

3 Ајдындыр ки, икидәјишәили W = / (х, у) функсијасынын 
fx (х,у) вә fy (ж, у) хүсуси төрәмәләри дә х ва у дәјишәнлә- 
ринин функсијаларыдыр. Буна көрә онларын да хүсуси терэ- 
мэлэриндэн данышмаг олар. 

Р(х, У) функсијасынын биртартибли /, (х, у) вә Ју (х, у) xy- 
суси төрәмәләринин х вә у арғументләринә нәзәрән төрэмэлэ- 
ринг f функсијасынын икитәртибли хүсуси төрәмәләри деји- 


гир вә 
ӨР. Га (х, у) (ардычыл олараг ики дәфә х-ә нәзәрән 
ох жота төрәмә алыныр), 


= Ку (х,у) (әввәлҹә х-э нәзәрән, сонра исә у-ә HƏ- 
x ду заран төрәмә алыныр), 

ФУ _ Га (х,у) (әввәлҹә у-ә һәзәрән, сонра исә х-ә NƏ- 
ду дх d зәрән төрәмә алыныр), 

ЖЕУ „ Гу (х,у) (ардыҹыл олараг у-ә нәзәрән ики дәфә 
ду лэ терэмэ алыныр) 


кими ишарә олунур. 

Функсијанын икитэртибли хүсуситөрәмәләринин х вә y ap- 
гументларинә нәзәрән төрәмәләринә онун учтортибли хүсуси 
тәрәмәләри дејилир вә 


ду ду ду ду 
д” дхаду” дхдудх ` дхду: 
кими ишарә олунур. Функси]анын (т—1)-тәртибли хүсуси 
тәрәмәсинин терэмэси онун т-тортибли хүсуси төрәмәси 
олар. Верилмиш функси]анын әввәлчә /г дәфә ардычыл олараг 
хээ нәзәрән, сонра исә (т--к) дәфә у-ә нәзәрән теромоси he- 


Ito 


———— 


сабландыгда онун т-тэртибли 


PE aa A 
Fa oy" ж хүсуси төрэмэси 
алынар. 
Ејни rajaa илә п-дојишонли W= f (xi, хь..., ха) функ- 
Ў 
сијасынын биртортибли эж икитәртибли ти учтартибли 
ё/ : 
аза (6127-13. 
данышмаг олар. 
Верилмиш функсијанын мүхтәлиф аргументләринә нәзәрән 
алынмыш Јүксәктәртибли төрәмәләринә Онун"гарышыг хусуси 
төрәмәләри дејилир, Икидәјишәнли / (х, у) функсијасынын 


ики дәнә икитәртибли вә ——— гарышыг хүсуси төрә- 
ГҮҮ! 2) а ры ү р: 


Мисал. 1 =х?е" функсијасынын икитэртибли хүсуси TƏ- 
рэмэлэрини һесабламалы. 


2-7) вә с. хүсуси төрэмэлэриндэн 


ЭУ охе уха“ вә ЭЕ мүр 
дх ду 
олдугундан 
0 сш vipa DV 20у зу 
= = 2е — =зх e де”, 
та = 26 + Ayre” фу же“, 2 ду Зх е“ фух? е 
(12 эй зу PW a 
= 3х2 е9 еу, С. леч 
уз 3067 уже тене 
олар. . 


Бурадан керунур ки, УУ =х?е' функсијасынын икитәртибли 
гарышыг хүсуси төрәмәләри бәрабәрдир: 
Ш 32 о уже 
Әх ду ду дх Вее Буе”. 

Бунунла әлагәдар олараг белә бир суал гаршыја чыхыр: 
чохдојишепли функсијанын мүхтәлиф аргументләрә нәзәрән 
диферсисиалланмасынын нәтиҹәси диференсиалланманын HƏB- 
бәсиндән асылыдырмы? Бу һагда ашагыдакы теөреми исбат 
едәк. 

Теорем (Шварс). (Xy уу) негтосинин мүәјјән отрп- 
Финда П = Гек, у) функсијасынын мкитәртибли гары- 
тыг хүеуси торомэлори Ту (ж, у) вә Гу (х, у) варса вә 
(ғ. Yo) негтосиндо кәсилмәјәндирсә, онда Һәмин ног- 
тэдэ онлар бир-биринә бәрабәрдир: 

ћу (къ у) = (Хо Уо). (0 

Исбатм. Аргументләрә елә Ах вә Ау артымлары верәк 
ки, (х,+3х, уо+2у) нөгтәси (Ху, Yo) нөгтәсинин теоремдә KOC- 
тәриләп әтрафына дахил олсун. Бу һалда 
A= f (х, + Ах, уо + Ду) — | (хо + Ax, Yo) — 

-1 (хо, Yo + Ау) (ко Yo) (2) 
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пар 


ифадәсини 9 (ж) = ] (x, 3545) — F (x, Yo) Функсијасы васито- 


силә 

A= ө(х--Ах) — $ (хо) (3) 
кими Јазмаг олар. (3) фәргинә Лагранжын сонлу артым ћаг- 
гындакы теоремини тәтбиг етсәк, 

A- (х0 Ах) Ах, 00,1 
вә ја 

А = [А (хүл дах, yotay) — ja (X,+ Ах, у) Ах (4) 

бәрабәрлијини аларыг. (4) фәргинә исә у дојишонина нәзәрән 
Лагранж теоремини тәтбиг єтмәк олар: 


A= Ау (хо Ах, у 0, Ву) Ах-Лу, 0<0,<1, (5) 
0-%-1. 
(2) ифадәси узэриндэ апардыгымыз омоли]аты әввәлҹә у, 
сонра исә х дәјишәнинә нәзәрән апарсаг, онда | 
А = fys (хо+0 Ас, уз 0, Ау) Ае Лу, 06%<1, (6) 
ос <1 
алынар. (5) вә (6) бәрабәрликләринә осасон 
[у 0+0 Ах, уоба Ву) = yx (х, 40, Ас, у, 40, Ау) 
олар. Бу бәрабәрликдә 4х-"0, Ау--0 шортиндо лимитә кечсәк 
вэ икитортибли гарышыг` хүсуси төрэмэлэрин (Xo, Уз) ногтэ- 
синдә кэсилмэз олдугуну нәзәрә алсаг, 
Б» (Хо, Ув) = [ух (Хо; Уб) 
алынар. 
Нәтичә І. f (x, у) функсй/асынын икитартибли гары- 


шыг хүсуси төрәмәләри o обласи ында кәсилмәјәндирсә, онда 
һәмин областда 


Fis (х, у)„= [ух (Х, у) @) 


олар, јуни мүхтәлиф аргументләрә нәзәрән ардичил ди- 
ференсиалламанын нәтиҹәси диференсиалламанмн нөвбә- 
синдән асылы дејилдир. * 

Нәтичә 2. f (х, у) функси/асынын а областында n nop- 
тибә гәдәр бүтүн хүсуси төрәмәләри варса вә йәмин об- 
ластда кәсилмәјәндирсә, OHA онун т-портибли (тт) 
гарышыг хүсуси торомолоринин гијмәти мүхтәлиф аргу- 
ментләрә нәзәрән ардыҹыл диференсиалламанын нәвбәсин- 
дән асылы дејилдир: 

д" дт 5 
ы У. Јоу, (8) 
дх* ду 

Белә тәклифләр истәнилән сајда дәјишәнин функсијасы 
үчүн дә доғрудур. 


Гејд. Икидојишонли функсијанын ихитортибли гарышы хүсуси, төрэ- 
мэлэрн үчүн теоремин шәртләри өдэнилмэдикдэ (1) бэрабэрлији дору O1- 
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маја да билэр, Догрупан да, 


x34 y? + 0 олдугда, 


#(х.у= 
9, хар у? = 0 олдугда 


функсијасынын (0, 0) нөгтәсиндә 4), (0, ()=1 вэ у, (\ 0)=—1 гарышыг 
хүсуен төрэмәләрн вар, лакин онлар бир-биринә бәрабәр дејилдир: 
е, (0. 0) 49), (0. 0). Бунун сәбәби 9, (X, у) вә Чу, (х, у) гарышыг хүсуси 
лерзмэләринин (0, 0) нөгтәсиидә кәсилән олмасыдыр. 


$ 9. ЈУКСОКТОРТИБЛИ ДИФЕРЕНСИАЛЛАР 


Икидајишанли W = f (х, у) функсијасынын бахылан об- 
ластла икитәртибли кәсилмәз хүсуси төрәмәләри олдугда, онун 


Гаје Шах Шау а) 


ли еренсиалынын (буна функсијанын (биртәртибли диферен- 
сналы дејәҹәјик) диференсиалындан данышмаг олар. 

Функсија диференсиалынын диференсиалына һәмин функ- 
санып икитортибли вә ја икинчи диференсиалы дејилир вә 
ат. №, ... вә с. илә ишарә олунур: 

а = а (dj), ФУ =d (41). 2 

Икитортибли диференсиалы һесабламаг үчүн х вә у сәр- 
бәст дәјишәнләринин ах вә ду диференсиалларынын сабит 
эдалләр олдуғуну вә һәм дә биртәртибли вә икитәртибли ди- 
Ференсиаллар үчүн ејни олдуғуну гәбул едәк. Онда (1) бәра- 
бәрлијинин сағ тәрәфи анҹаг х вә у-дән асылы функсија олар. 
Диференсиалын тә'рифинә көрә 


ёр =а(ар=4 H drt 3 dy) =ax-a (90) + 
òf ду д әу Di (ауу, 
+ aya (£) = (ау Ot ya dx+ лг (dy) 


Икитәртибли хүсуси төрэмэдэр кәсилмәз олдуғундан га- 
рышыг хүсуси төрәмәләр барабар аар ($ 8): 
2 г 2 


-81 2 х 
У дхду ду 0х 
Онда функсијанын икитортибли диференсналы үчүн 
У ай И йе ayy в 2 
Ф|- эн ах И леду ахау+ ду y ( 


ифадэсини аларыг. Е)ни гајла илә функсијанын үчтэртибли 


диференсиалыны да тә'}ин БЭ мл 
у ә 4 
бар а(ау=-уа®+3 дух ауф 


! k 
жз dx dy + ур (8) 
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Функсијанын (л--1)-тәртибли дифереисизлынын диферен- 
сиалына һәмин функсијанын и-тортибли диференсиалы де]и- 
лир вэ ағ), 4" 1,... кими ишарә олунур: d'f: d (dj) 
Функсијанын п-тартибли диференсиалы учун ријазк индук- 
cuja усулу васитасило 

пу DL ах" де 
d'f + е? ах" "ау-- 


дт Я дур а 
ах ду. + иду (4) 


п (п—ђ 
Ж а у“ 
ифаләсини алмаг олар. Гејд едәк ки, функсија диференсиал- 
ларынын ифадәсини јаздыгда ах вә фу ифадәләрини ме тори- 
зәдә Јазмырлар, (4х) к ва (dy)™ әвәзинә ујғун олараг хк вә 
ау" јазырлар. Функсија диференсиалынын (2), (3) вә (4) ифа- 
дэлэри тапыларкэн бу шәртләр нәзәрә алынмышлыр. 
Функси|анын Туксевтәртибли диференскалларыны гыса шә- 
килдә дә јазмаг олар. Бу мәгсәдлә, (2) бәрабәрлијинин сағ 
тәрәфинлән ј-и формал олараг мө"тәриза кәнарына чыхарыб 
Јердә галан нфадәни „икићодлинин формал квадраты“ wə- 
линдэ јазаг: 


а ò 2 
О РОЈ © 
(3) вә (4) ифадәләрина дә ејни rajaa илә 
г1-(2-ах + «| П 
(71 ду 
вә 
4 ачу (2-а ay? 
ач (5:4 + > дуј 1 6) 
кими јазмаг олар. (6) дүстурунун мә'насы беләдир: әввәлҹә 
мө'тәризәдәки икнһәдлинин гуввети Нјутон биному дустуру 


! 
илә формал олараг ачылыр, алынан (5 | (= 
фор! р: р. 1 =>) әу! гүввэтлэри 


дат с gim 4 
ии е ‚Со гор- 
эу" ә эвээ єдилнр, С нра исә а” ифадәләри фор. 
мал олараг {-э „вурулур“: 
дч" өту 
о ду" да ду" 


(6) дустуруну истэнилэн сајда сәрбәст дәрмшәнин фулксн- 
асы учун дә үмумиләшдирмәк олар. Бу һалда, =} (х1, Хр - 
2, Хы) функсијасыпын п-тәр"ибли диферепс иалы 

м; = (2 й. офа ахи ( 

5 e= (= 4+ дә шалны Л а) F (9 

шэклийдэ јазылыр. 


Гејл едәк ки, (6) вә һәм дә (7) дүстуруну алмаг үчүн 
апарылан мүһакимәләрдә функсија аргументләринин сәрбәст 
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даришан олдугу нәзәрә алынмышдыр. Аргументләр сәрбәст 
да]ишэн олдугда опларын диференсиалы сабит әдәдләр огур. 

Функсијанын аргументләри сәрбәст дојишан олмајыб башга 
ләјишәнләрин функсијасы олдугда онун јуксактартибли @"%/ 
диференсиаллары (п> 2), умумијјатла, (6) вә ја (7) шаклинд» 
олмур- 

Доғрудан да, нкидәјишәнли / (х, у) функсијасынын х вә у 
аргументләри башга Јени Ё вә < дәјишәнләринин Функенјасы 
х=х (Ё, т), у = у (6, =) олдугда, онун Јұксәктәртибли диферен- 
сналлары (6) шәклиндә олмаз. Бу һалда, мәсәлән, функсија» | 


пын икитәртибли дифер`нсиалы 2 « 
ар-агар-а (Zax $ 3 дуу-а (3 ax + a (ах) + 
ча (2 ву + аму- (z dx + ә) 
- + А+ Los эй. (8) 


шэклинда олур. Бу исә (5) ифадәсиндән Last Фу һәд: 


ди илә фәргләнир. 

Демәли, функсијанын јуксектортибли а" (п>2) диферен- 
сналыным (6) (ва ја (7)) шәкли инвариант дејилдир. 

Хүсуси Һалда, икидәјишәнли функсијанын х вә у дәјишән- 
лари Јени É вә т дәјишән: әриндән хәтти асылы, JIRU 

ха Фу би y= att battia О 

оларса, онда d’x = Фх= = dax ==0, Фу=фу=- -фу 0 
олар вә (5) вә (8) ифадәләри уст-усте дүшәр. Демәли, бу 
һалда икидајишанли f Функсијасынын јуксактартибли anbe- 
ренсиаллары (6) шәклиндә олур, ја'ни бу һалда јуксектартиб- | 
ли дифереисналларын (6) шәкли инваряантдыр. 

Бу тәклиф истәнилән сајда дәјишәнин функсијасы һағгын- 


да ла доғрудур. 5 қ == 
8 10, ИСТИГАМӘТ ҮЗРӘ ТӨРӘМӘ 

Фэрэ едәк ки, W=f (x, у, 2) Функсијасы а CE, областында 

тәјин Олунмушдур вә Мо = (Хо Уо, Za) бу областын һәр һансы 


нөгтәсидир. М» нөгтәсиндән ваһид Ї (соѕо, cos 8, с05.1) Bek- 
тору истигамәтиндә кечан 1 дүз хәттини көтүрәк (шәкил 230). 


Бурада л, В ва y кәмијЈәтләри Bahna Г векторунун координат 
охларынын мүсбэт нстигамати илә әмәлә котирдији бучаглар- 
дыр. 4 дүз хәтти үзәриндә |ерләшән ихтијарн. М=(х, у, 2) 
негтасинин (МЕ о) те'јинетдији истигаметли М.М парчасынын 
(векторунун) гијмәти (Ш, 6 5) р олсун: р= Мом. Онда 
I х— хо = р 05а, 
у— уо = р соз Ё. а) 
2-2,-р(981 m 


аларыг. Бу һалда f функсијасы 4 дүз х 
|ншэнин мүрәккәб функсијасы бду: ено оса 


Дх, у, 2) = / (ху + р соза, ))-Ерсоз), =, + р 05 1). (2) 
Әкәр (2) функсијасынын р да- 

Јишәнинә көрә р-0 пегтосин- 

дә төрәмәси варса, онда һәмин 

төрәмә}ә · / функсијасынын М, 

ея верилмиш # истига- 
ти үзрә төрәмәси дејил! 

% (мо ДАГА 5) 


10 (вэ ја 
g> (вә 1 əl ' ді 


Кими ишарә олунур. А, 9 
дар йй, Р унур. Ардын 


% > 


Шокил 230 


олар. Бу һалда A; f = f (M)—f (М ? 
перм 1 истигамәти ЦИ» РА НИ аец 
усуси һалда, l дүз хәтти абсис оху илә үст-үстә дүш- 


aysa — = = 
У ог “ду, ОРлинат оху илә үст-үстә дүшдүкдә ган 


- олар. 
Демәли, истигамәт 7) 
7 үзрә төрәмә хүсуси ома 
DAE rA р усуси тәрәмә анларышыный 
йн АП ки, f ‘функсијасы (Xo, Yo, 2) пөгтәсиндә диферен- 
9 андыр. Онда онун верилмиш истигамәт үзрә төрәмәси- 
ин мурэккэб функсијанын диференсиалланмасы га|дасына (56) 
асән тапмаг олар. (2) функсијасы учун 


=% 
Фу 8Э аппликат oxy илә уст-усто душдукдо х = 


А/М) ӘМ) ах YM) ау | ду(му dz 
4 TE т “а” 
2 НУС 4 Д ду ар дг 4; 
Й а (М, 
ә'рифә көрә За - 200. вә (1) бәрабәрликләринә әса- 
сән 
хо 4у д dz 
ть сок, 505), Ж” cos y 


олдуғундан нәтиҹәдә 
дё (мә _ осмо) ој (м, 0 
ил 9. cos pp 2209 


ду д: 


7 соза cosy (4) 


бәрабәрлијини аларыг. 
Беләликлә, ашағыдакы теорем исбат олунур: 


Теорем. Верилмиш (2 
Я Xo, Мо» 5) пегтосиндо дифе- 
ренсиалланан f функсијасынын һәмин негтода исто- 
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нилән 1 истигамоти үзрә торомаеи вар вә (4) дүс- 
туру илә һесабланыр. 


Бурадан ајдындыр ки, функсија верилмиш нөгтәдә дифе- 
ренсиалланандырса вә хүсуси төрәмәләри мо лумдурса, онда 
онун һәмин нөгтәдә истәнилән истигамәт үзрә терэмэсини (4) 
лүстуру илә һесабламағ олар. Функсија диференсиалланан ол- 
малыгда исә (4) лүстуруну тәтбиг етмәк олмаз. 

Функсијанын ғерилмиш нөгтәдә диференсиалланан олмасы 
онун һәмин нәгтәдә истәнилән истигамәт үзрә төрэмэсинин , 
ворлығы учүн. кафи шәрт олдуғу һалда зәрури лејилдир. 
Функсијанын верилмиш нөгтәдә истәнилән истигамәт үзрә TƏ- 
рэмэсинии варлығындан һәмин нөгтэдэ диференсиалланан ол- 
масы чыхмыр. % 

Мисал. /(х,у)- Мх ФУ функсијасы (0,0) нөгтэсиндэ. 
диференсналланан дејилдир, лакин һәмин нөгтәде истанилэн 
1 истигамоти үзрә теромоси вар. 

Функсијанын (0, 0) нөгтасиндә дифер?нсиаллангён олмамасы 
ајдындыр. Онун истәнилән / истигамәти үзрә төрәмәси белә 
һесабланыр: 


AOD _ па 90 дүр ETÈ =, 
ГД Рао ? 2-0 р 


бурада р = Ух?+у? олдугу нәзәрә алынмышдыр. 


$ 11, ГРАДИЈЕНТ 


Функсијанын төрәмәси онун дәјишмә сур’этини кестарир. 
Буна көрә дә чохдәјишәнли функсијанын верилмиш нөгтәдә 
1 истигауәтиндә төрәмәсинә, онун һәмин негтэдэ 1 истикамати 
үзрә дәјишмә сур’эти кими бахмаг олар. Функсијанњи мүхтә- 
лиф истигамәтләрдә дәјишмә сур'ати, умумијјатла ејни олмур. 

Бир чох мәсәләләрин һәллиндә бә'зән бахылан функсија- 
нын в'рилмиш ғөгтәдә ән бе]ук сүр'әтлә артма истигамәтини 
тапмаг тәләб олунур. Бу мәсәләни бугала үчдэ)ишэнлн | функ- 
сијасы учун тәдгиг етмәклә кифа]әтләнәк. 

Тутаг ки, W= f (х, у, =) функсијасынын М = (х, у, 2) нег- 
ләсиндә сонлу 2209, VUD вә ULN хүсуси төрәмәләри 

эх ду 02 

вар. Бу хүсуси төрэмэлср васитәсилә 
= ФМ) =, ðM 1 9/(М)- 
агт ду вн 


векторуну дүзәлдәк. Г векторуна / функсијасынын M нөгтә- 


сипдә градијенти дејилир вә Г = grad J (M)' кими ишарә 
олунур. Демәли, 
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Му _ “мт дем); 2/(М)- 
grad f (M) = —— 1 + —— —— 
grad /(М) та ҮТ жже а) 
Л функсијасы о СЕ областывда диферегсиалланан олдугда 
онун истәнилән М Єз нөгтэсиндэ исТЭнглэн / истигамәти үзрә 


дум 
сонлу иг төрәхәси олар. Бу тәрәмәни функсијанын М нег- 


тәсиндәки градијенти васитәсилә ифадә етмок мүмкүндүр. 
Доғрудан да, | дүз хәтти үзәриндә Ј:рләшән ваһид Í (сова, 
<оз 8, cos т) вектору илә (1) векторунун скалјар һасили | функ- 
сијасмими M нөгтәсиндә [ истигамәти үзрә төрәмәсинә бора- 
бәрдир: 
ттар _ 2209) (M) 
1. = = БА 
тай] (М) зк 6082 + сов + 
ЖЕЛІ)! БЕЛІҢ 
Fag Се" ді B 
Г grad ](М) вә ваһид 7 вектору арасындакы бучег $ on- 
сун. Онда вект рлары! скалјар һасилинин то'рифино (Ш, 59) 
әсасән (2) барабәрли)индә 
әм) _ 
д 


мүнасибәти алыныр. Бурадан ајлынлыр ки, функсиј‹нын М 
негтэсиида | истигамәти үзрә төрәмәсинин ән бејук олмгсы 
учун © = 0 олмалыдыр, ]э’ни функсијанын терэмэси градијен- 
тин те'јин етдији истигамәт үзрә көтүрүлмәлидир. Бу һалда 

С = MÝ о, /ддмур 

(22), теза = уы (22) (25) 9 
олар. Демэли, диференсиалланан функсија верилмиш нөгтәдә 
өз градијенти истигамәтиндә ән бејук сур’этла аргыр вэ бу 
дәјишмә сур'етинин ән бејук гијмәти гради]ентин -кодулуна 
бәрабәрдир. 

Чох вахт функсијанын градн]ентинч Һамилтон! оператору 
(вә ја Набло оператору) гялан?н 


д 
дг 


тй алг - 
ови T (5) 


вектор-оператору васитэсилэ ифада едирлэр (\/ ишарэси Набло 
адланыр): 
grad f (M) = V ҚМ). (6) 


Бу бәрабәрлијә Y векторунун f функсијасына „с мволнк 
Ћасили“ ва ја тәсири кими бахмаг олар. 


Уу. 
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һамилтон (1:05—1865) инҝилис ријазијјатҹысыдыр. 


| гай (М) |-соз® (3) 


$ 12. ТЕЈЛОР ДУСТУРУ 


Бирдәјишәнли функсијалар үчүн мэ’лум олан Тејлор дүсту- 
ру УЈғун шәкилдә чохдајишенли функсијагар үчүн дә догру- 
дур. Буну, садәлик х:тиринә, икидәјишәнли функсијалар учун 
кестәрмәклә киђгјетланок. 

Бирдәјишәнли функсијалар үчүн Тејлор дүстуру вә онун 
галыг һәдди мүхтәлиф шәки "ләрдә |азылыр (ХУІ, $ 5). Бурал? 
һәмин дүстурун 


Ар (а) = ар (а) 3-0 (а)+ + 15 е (а) + 
1 
(n+ D 


4“ g(t) о 


+ 


шәкл: ндә |азылышындан истифадә олун 


Р. 

Фәрз едәк ки, икидә}ишәнли | (х, У функсијасы (хь Yo 
негтасини" музјјон әтрафында то'јин олунмушдур вә (л + 1} 
тәртибә гәдәр кәсилмәјән бүтүн хүсуси төрәмәләри вар. Бура- 
да х вә у дәјишәнләринә елә Ах вә Ау артымлары верәк ки, 
алынан (Xot Ах, у, ФА у) нөгтәләр Јенә лә (Хо, уо) нөгтэси- 
нин көстәрилән этрафын: дахи/ олсун. Онла истәнилән 0< {< Е 

чун 
4 х=ж+ Ахвәу у„+ФАу 
дәјишәнләриндән асылы — 

ч( = (у) = | бо +! АХ, у Ау) @ 
функсијасына бахмаг олар. Бирдәјишәнли Ф (#) функсијасы х 
вә у дәјишәнлгри васитәсилә [-нин мүрә хәб функсијасыдыр. 
Белә тәјин олунмуш бирдәјишәнл Ф (t) функсијасынын t =0 
нөгтәси әтрафында (7-1) тәртибә гәдәр бүтүн төрәмәләри 
вар ($ 6) вә онун учун (1) дүстуруну јазмаг олар: 


40-4 О de(n: + d'e (0) + 


1 ла 
Ц 3 

Жерг ж(б, (3) 
бурада а = 0, 05031 ва 41 4-а-1-0-і. 

Инди Ае (0) вә. “ә(0) (к 1, 2,..., ж +1) Kam |гтләри- 
нин | функс | см васи эсилэ ифадәсини TANT. 

(2) бәрабәргијиндән 

Sp (0) Ф()—е(0) =] (х+ Ах, Yo HAY) — 7 (Xo Yo) 

A Í (Xo Yo) (4) 
олмасы ајдындыр. 4" Ф (0) ке |әтл punu васитгсилә ифадә 
етмәк үчүн нәзәрә алм г л зымДыр ки, х вә у дәјишәнләри 
ё-дән хәтти асылыдыр ва буна көрә лә е (4)-нин Түксэктэртиб- 
ли диф ренсивллары 9-чу napar: рш (6 дустуру илэ һесаб- 
ланыр (59): у 


веб (аса ау" 1%». 
3 дх ду 
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Бур“ да t= 0 олдугда х = 


Y= уо вә # = 8 олдугда х 
Bix, y= у, + 0Ау олдугу 


ну нәзәрә алдыгда 


{е ш) (б у ду) /(хь уд) (к = 1 


п), (5) 
у қ ын 
до = (аля T 2) Ј (хо дах, у,-4-%Ау) (6) 


олур. (4), (5) вә (С) бәрабәрликләринә әсасән (3)-дэн алырыг: 
~ 1 ја д Ы 
Ред arhar Atay 9), + 


д 


+ + 
пау (аб 4У) Ухо бх, yet ау) (7) 


C+D 


вә ја 
AF (xo yo) = ар (хь y) H 41 (то y H 

1 
0-0 
091. (8) 
(8) (вэ ја 14) бәрабәрли}инә їкидэришанан / (х, у) фукк- 


ы prs ејлор дустуру дејилир. Бәрабәрлијин сағ тәрә- 


+ Фук у) + 4 Гов, у, + бау), 


L d! f (xatba, уо бау) 


(+1) 
һәдди Тејлор дүстурунун Лагранж шәклиндә галыг ћодди 
адланыр. 

Тејлор дустуруну башга шәкилдә дә Јазмаг олар. Бу мәг- 
«эдлэ dx = А хаё, ду = Ауа, dt = At = 1—0 (£ сәрбәст дәји- 
шән Олдуғу учун), ах= Х— х, вә Ау-у-у, олдуғуну 
нәзәрә алмаг лазымдыр. Онда (7) дүстуруну Ы 


R= 


FE оо уд E [ea 8 + 
юэ. ох 
шй #1 Ч 1 а 
+07) ае ту [а-о + 
по Рос), м (9) 
кими Јазмаг олар. 
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Хусуси һалда, x, = 0 вә у, = 0 олдугла (9) дүстуру 


[= у= /(0, 0E ( уулоо 
á 


1 д ар, я 
тр ву) вав) (10) 


шаклинда јазылар. Бу бәрабәрлијә чох гаман / (х, у) функси- 
јасм үчүн Маклорен дүстуру дејилир. 


ххуш ФЭ СИЛ - 


ГЕЈРИ-АШКАР ФУНКСИЗАЛАР 
ВӘ ОНЛАРЫН ТОТБИГИ 


$ 1, БИРДЭЛИШЭНЛИ ГЕЈРИ-АІШКАР ФУНКСИЈАНЫН 
ВАРЛЫҒЫ ВӘ ДИФЕРЕНСИАЛЛАНМАСЫ 


Бирдәјишәнли ге]ри-ашкар функсијанын та'рифи во төрә- 
мэсинии бир сыра hamanna тепмлха га|дасы әвваллар кәстә- 
рилмишдир (ХІ, 57 вэ ХІУ, $ 11). 5 

Тутаг ки, F(x, у), мүстәви негталаринин һәр һансы o= 
[(х, у)) чохлугунда те'јик слунмуш функсијадыр вә E= |х) чох- 
лурунда (ХСЕ ~ (х, у) Єз) тәЧин олунмуш елә у = f (х) функ- 


сијасы вар ки, А у 

Е (х, ў) = 0 * (1) 
бәрабәрлијини һәмән Е чохлуғунда х-ә нәзәрән е)нили)ә чеви- 
рир: F [х, /(х)| жО. Онда y = f (х) функсијасына (1) тәнлији 
васитәсилә E чохлутундатојин олунмуш гејри-ашкар функ- 
сија дејилир. 

Бирдәјишәнли функсија y= f(x) шәклиғдә дүстурла (ј9'- 
ни y- нәзәрән һәлл Олунмуш шэкилдэ) всрилдикдә, она 
ашкар функсија дејилир. Бәзән (1) тәнл:)ини у-ә нәзәрән 
һәлл еларәк, һәмин тәнликлә та'јин олунан ге)ри-ашкар функ- 
сијаны ашкар шә: лә кәтирмәк мүмкүн олур. Мәсәлән, + у— 


— 4 = 0 бәрабәрлији илә та'јин олунан гејри-ашкар у=) +—х" 
функсијасыны һәмин тәнлији у-ә нәз.рән һәлл стмакла тапмаг 
олар. Бир чох һалларда исә (1) тәнлијини у-ә нәзәрән һәлл 
етмәк чох чәтин олур вә ја мүмкүн олмур. Тарсина, Функ- 
сија у f(x) ашкар шәкилдә верилдикдә ону у-/ (х) 
кими јазмагла гејри-ашкгр шокилдэ верилмиш функсија ала- 
рыг. 

Бурадан ајдындыр ки, функсијаја „ашкар“ вә ја ,ге)ри- 
ашкар“ ады верилмәси онун хүсуси бир хассәси оглуғуну 
көстәрмир, јалныз һансы усулла вери диј ни кестэрир. 

Мэ’лумдур ки, (1) шэклиндэ тэнлик-Їїсч бир функс ја та'- 
јин етмәјә д. билэр (ХІ, $ 7). Ола да биләр ки, (1) тәнлији 


т 


васитәсилә бир ва ја бир нечә функсија тәјин едилир. Әлбәт- 
тә, (1) тәнлији заситәсилә гејри-ашкар у = f (x) функсијасы 
нын тәјин олунмасы, һеч дә һәмин тәнлијин у-э нәзәрән (ел 


ментар функсијалар синфиндә) Һәлл олуна билдијини көстәр- 
мир асары > 3 
Месалан, МИ = > 4 
х=Фу—чпу (-ө<у<с) (2) 


Ффункеи)асынын бүтүн эдэд охунда у-ә нәзәрән төрәмәси ваг: 

2ёх 

ЧЕ 2 — соз у> 0 вэ мусбатлир. Бу һәмин фупкси]анын бүтүн 
М 


эдэд охунда арган олдуғуну кестэрир. Аотан функсијанын нсә 
тәре функсијасы вар вә артандыр (ХІ, $ 14). Демәли, х = ду— 
— siny функсијасынын монотон гртан y- f(x) тәрс функси- 
Jacu вар вә һәмин функсија 
с +. х-2у +ѕілу= 0 (3) 
тәнлији васитәсилә гејри-ашкар функсија кеми тајни олунур. 
(3) тәнлијини у-ә нәзәрән Һәлл етмәк * (|э’ии, у дејешенини 
<онду сајда елементар фуексијаларла ифалә CTMƏK) мүмкүн 
дејилдир. - 

(С) тәнлији нә заман гејри-ашкар функсија та'јин едир? бу 
тејри-ашкар функсија диферснсиалланан ола биләрми? 

Бу суаллара ашгғылакы теорем чгваб верир. 


Теорем (гејри-ашкар функсијанын варлығы). 2'/таг 
жи, Е (х, у) фуннсијасы азшагыдакы шәртләри одојир: 
1. (ғу у) мөгтасимин муојјан әтрафында mə'jun 
‚ олупмушдур вә кәсилмәјән Ё\, Б) хүсуси төрәмәләри 
жар; 4 
2. Ғ(ху уд) = 0 вә Fy (хо, Yo) + 0 мунасиботлори өдә- 
тилир. 
Онда (1) тәнлији ху нвгтосинин муојон (х, — 8, 
4-8) әтрафында ғејри-оликар y = f (2) функсијасыны 
то'јин едир. Бу гејри-аштар функенја / (ғ) = уо шәр- 
MUNU одојир, жосторилон (Ly — È, Vo +B) интериалын- 
да кәсилмәјән терәмдси вар вә бу төрәмә 


0) 
s STR æ. 
É Фустуру илә һесабланыр. 
¥- Исбаты. Үмумилији азалтмадан фәрз едәк ки, Ех, Yu) >0. 
-Ouna (Xo, Yo) нөгтәсинин елә []((х„ уз); 9) әтрафы 


вар ки, һәмин әтрафла кәсилмәјән F, (х, у) функсијасы өз 
ишәросини сахлајыр, јави Fy (х, у) > 0 олур. Буна көрә дэ 


(4) 


‚ Р(х, у), угин фупксијасм кими [= [х = Хо [у — yaf 0] nap- + 


‚часында монстон артан, кәсилмәјән вә у= у погтосиндо 
сыфра чеврилэн (F (Xo у) = 0) функсијадыр. Бурадан 
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Я ` реа и 


1 (у уз) <0 вә Р(хе, у) > 0 олмасы айды: дыр. Онда функ- 
сиранын - кәсилмәзлијинә әсасән елә (Хо — 8, Xo + 8) интервалы 
тапа биләрик ки, х-ин һәмин (дӧ, хо +8) н тервалында jep- 
ләшән бүтүн ги|мэтлэрийлэ. : 

Е(х,у,-У)<0 вә F(x, уул )э 0 
мұнасиботлэри өдәнилар. 

Инди (х= ê, хо4-8) интервалында Дерләшән истәнилән х 
негтесн кетурак вэ |у;—%, )4-%! парчасыняа у-ә нәзәрән 
F(x, у) функсијасына бахаг. Ајдындыр ки, Г (х, у) функси- 
јасы (xE (Xa — ê, xat 8)) у-ә нәзәрән [%—8, Yo + 8] napua- 
сында артав, кәсилмәјән вә парчанын уҹ нөгтәләриндә мухта- 
лиф ишарәли гијмәтләр алан фу: ксі |адыр. Онда 5—2, y+] 
парчасында |ерлэшэн вә у=} (х) кими ишарә олунан елэ јеканә 
у пар ки, В (х, } (Х)] 0 олур. Бунугла да, Р(х, уго Tanai- 
јинин (ху—%, X, + 8) интергалынла гејри-ашкар у = Ғ(х) функ- 
сијасыпы та'јин етдији исбат олунур. Гејри-ашкар J (x) функ- 
си]асы (хе) = у, шәртини өдөрр вз онун (Хо-8, хо +3) 
интервалында кәсилмәз олдуғуну асанлыгла исбат етмәк олар. 

Гејри-ашкар y= ѓ (х) функсиасынын кәсилмәз терэмэси 
олдуғуну исбат етмәк үчүн онун артымыни Ау-/(ХҒАх)- 
— Ро, хфахе (х, —%, х)4-5)) нлә ишарә еләк. Ајдын- 
дыр кн, 


} у ai, 
ое F (atar уау) РО) = (а) 34 
22 5 
++) ву (5) 
олар. у = | (х) функсијасы кәсилмәз олдуғундан Ах — 0 шэр- 
кага Ху йн мүнаснбэги өләнилир. Онда F (х, у) функсија- 
сынын диференсиаллангн олигсына әсасән ё|- 0(Ах-0) вэ 
в > 0 (Ax = 0) олар. Шарта көрә Ру (х, у)> 0 олдуғундан 
кифајәт гәдәр кичик Ах үчүн Ру(х, у) фе;> 0 мунасибрти дә 
өдәниләр. Буна көрә лә (5) бәрабәрлијиндән 


ву ЕКЫ вә f (л) = lim E a Я 
ах Ружа > од ах Р,\® у 
мупасибатлори алыныр. Демәли, £ 
> fan РНЕ 
7 o=- E Е: (6) 
ду 
Бу барабэрликдэ у әвәзинә f (х) |аздыгда 
. 52121877 
=- === (Руж 0) 
Го) AAI ул 0) 


олар. Бу косрин сурәти Р, |х, f (х)] вә махрачи Руди, ХО 
касилмојан Фунхсијанин кәсилмәјән функсијасы олдуту үчүн 
' | | * 173 


К 


касилмајенлир. F (х) функсијасы исә икн кәсилмәјән функ- 
си]анын нисбәти Олдуғу үчүн (хо — 5, хо 4-8) интервалында 
кэсилма|:н олар. Беләликлә, теорем тамамилә исбат олунур. 
Теоремин исбаты просесиндә (1) танлији васитасилә тә Јин 
олунан гејри-ашкар / (х) функсијасынын терэмэсини ћесаб- 
ламаг учун (6) дустуру да тапылды. Бу дустуру х-ин мүз)ән 
гијмәтләри чохлуғунда доғру олан Р |ж, / (х)]==0 ејнилијиги 
а-ә нәзәрән диференсиалламагла да алмаг олар: 
2 о ERSO шү, ЯН „ дЕ | 95, ду 
үза, ах ШЕТ дх ду их 
Бургдан алынан 4 ы 
4 2 ЕР Ж р (7) 


2 дх ду ах 
е]нили]индэн БЭ төрэмэсини те'јин етсәк, јенә дэ (6) дусту- 
ГЭВ» 


руну аларыг. 

Бахылан обдастда / (х, у) Функсијасынын икитагтибли KƏ- 
силмәз хүсуси төрэмэлэри олдугда (1) тәнлијинин те'јин етди- 
"Ји гејри-ашкар / (х) функсијасынын икнтэртибли төрәмәсини 
дә тапмаг олар. Бу мәгсәдлә (6) бәрабәрлијинин сағ тәрәфини 
х-ин мүрәккәб функсијасы һесаб етмәк лазымдыр (у = 7 (Х)). 
Онда һәмин дүстурдан : 


. ау af Е +2 ғ. \ ау 
Ме ах ғ; ду Ру) ж 


Ы вә ја 


аларыг. У -ин (6) дүстурундакы гијмәтини Јеринә јазаг ва алы- 
нан ифадәни садэлэшдирэк: 

T о O A + O 5 
Ау, ‚о у=-— и. 
өсуі . ох (5) 

е; Бу лустуру (7) ејпилијини х-ә нәзәрән диференсиалламагла 
>. да алмаг олар. Нәһајәт, гејри-ашкар у = / (х) фун сијасынын 
јуксоктартибли төрәмәләрипи тапмаг учун бу просеси давам 
етдирмәк лазымдыр. 

исал. х — 2у + ѕіп у= 0 тәнлији илә тә Јип олунмуш 
гејри-ашкар у = у (х) функсијасынын биртәртибли вә нкитэр- 

тибли теромолорини тапмалы. 
(6) вә (8) дүстурларына көрә 

; 1 


y= 


siny 


2 — соз у)? 


олар. 


5 2. БИРДӘ)ИШӘНЛИ ГЕЈРИ-АШКАР ФУНКСИЈАЛАРЫН 
БИР СЫРА ТӘТБИГЛӘРИ 


Гејри-ашкар функсијанын варлығы һаггында теореми ($ 1} 

тәрс функсијанын варлығы вә гејри-ашкар шәкилдә верилмиш 

әјринин тохунаныны вэ нормалыны тапмаг мәсәләсинә тәтбиг 
едәк. А 

1. Тутаг ки, у = f(x) функсијасы х, нөгтэсинин муојјзи 
этрафында тәјин олунмуш функсијадыр. Бу фугксијавв 
y— f (х) = Ё (х, у) = 0 тәнлији илә тә|ин олунмуш функсија 
һесаб етмәк олар. 

Инди белә бир масэланин-тадгиги илә мәшғул олаг; у— /\х)== 
= 0 тәнлији нә заман у (у, = / (Хо)) кегтасинин әтрафынла 
Ж-ә нәзәрән Һәлл олуна биләр? у — f (х) = 0 тәнлијинин axta- 
рылан х = #-! (у) һәлли верилмиш y= / (х) функсијасынын 
тәрс функсијасы олар. a 

Әввәлки параграфда гејри-ашкар функси}йнын варлыгы 
һаггында исбат едилмиш теорема әсасән гојулмуш мәсәләнин 
ћолли һаггында ашағыдакы нәтиҹә алыныр: у = f (х) функси- 
јасынын х, нәгтәсинин әтрафында сыфра бәрабәр олмајан 
сонлу төрэмэси олдугда, һәмин негтевин мүәјјән әтрафынла 
верилмиш функсијанын х = ј“' (у) тәрс функсијасы вар вэ бу 
тәрс функсија у, (уо = / (х,)) негтасинин мугјјан әтрафында 
диференсиалланандыр. Тәрс функсијанын уд нәгтәсиыдә төрэ- 
маси әввәлки ` параграфда исбат едилмиш (3) дүстуру илә 
песабланыр: з 3, 

ж. g= ома је. фы (и) 
Р, (хь. Yo) 1452) 


Бу дүстур тэрс функсијакын төрәмәси һаггында мэ’лум 


олан (ХІУ, $7) дустурла уст-уста дүшүр. 

2. Координатлары верилмиш жы 

Р(х,у)=0 . 7 | (2) 

тәнли}ини өдәјән М (х, у) нөгтэлэрн чохлугуну L илә ишарә 
enak, L бош чохлуг-олмадыгда опа мүстэви әјри, (2) бәрабәр- 
лијинә исә онун тәнлији дејилир (УІ, $ 2). Бу һалда, чох вахт 
дејирләр ки, (2) тәнлији гејри-ашкар шәкилдә L әјрисини 
та'јин едир вә Ја L ајриси гејри-ашкар (2) тәнлији илә верил- 
мишдир. Верилмиш Му = (Ху Уо) негтгсиндг Е, (х, у) вә 
Ру (х, у) хүсуси төрәмәләринин һеч олиаса бири сыфырдан 
фәргли олдугда, һәмин нәгтәјә L әјрисинин ади вә ја дүз- 
кун нөгтэси дејилир. Әкәр Р, (хо. уд) = Ё (Ху, у) = 0 мумаси- 
бәти өдәнилсә, онда Му нөгтәси Z ајрисинин мәхсуси нөгтәси 
адланыр. Р 

Тутаг ки, Мо негтаси L ә)рисинин ади нәгтәсидир вэ 
Руско ус! 0. Онда (2) танлији Му нөгтәснинн муајјан әтрафында 


ЗУ зше мм” 


| 
| 


диференсиалланан гејри-ашкар ух f(x) функсијасмин та'јин 
Едәр. Бу функсија» ын һәмин әтрафда |ерләшән графики ади 
гөвс олаҹагдыр. Мо нөгтәсиндә Һәмин гөвсүн муэ]]эн тохунаны 
вә нормалы вар (f (х) функсијасынын Хо нөгтэсиндэ сонлу 


До и Ты” 

А Ру {хь уд 
төрәмәси олдуғуна кәрә). 4 5 
баў) (хо, Yo) нөгтәсиндә чекклмиш тохунанын тәнлији 


_ № 


35-9 > 
Ру (хо уд) 


(х— о), Yo =F (xo) 


Bə ja 


Fy (хь, у») (Y — yo) + Р‹ (Xo Yo) (2 = хо) = 0 (3) 
ме, Һәмин нөгтәдә ә)ри)ә чекилмиш нормалын.тәг.лији (ХІУ, 
иса , 


Р, (хь, Уд , ? 
y= yos == (1 = х), га (ко Ya) #0 
- Ба (Хо Yo) : 
вә ја 
202 ХУ 
Ру (хо у) Е (кь у) (ж н) 
олар. у 
за Л 
Мисал. Пи ћиперболасмна (хр, Yo) (Yo # 0) 
нөгтэсиндэ чәкилмиш тохунанын тәнлији = 


2» №. 
х с 
Beye 1, 
нормалын тәнлији нсә 


аа 2 
па 0 09-30 0 


олар. 
$3, чохдајишанли ГЕЈРК-АШКАР ФУНК 
ВӘ ОНУН ВАРЛЫРЫ нА 
Чохдајншанли гејри-ашкар функсијалар бирдајишанли 


гејрн-ашкар фу нкси)алара аналс.хи олараг те'јин е, 

у йи ол 'дилир. 
Фәрз едәк ки, (л + 1)-дәјишәнл" (x ] р 
Јасы (! + 1)-өлчүлү Enayi фәзасы ногталоринин һәр Па! сы o = 


(ху Xa 
елә y= f (2) Функенјасм вар ки, һәмин ( унксија 
> 4 (ху Ан... Хе У) = 0 (1) 


бәрабәрлијини Е чохлуғунда X = (ха, х„..., ха) нөгтәләрипә 
нәзәрән е]нили]э чевирир: - М 


БХ, Xp и. Ха [ Өй, Хр «=» Хај] е0. ШЕ 


2. Жа) функсијасына (1) 
"јин олунмуш гејри-ашкар 


Онда п-дојишзили, Y= f (Ху, 
тәнлији васитәсилә Ё чохлуғунда 
функсија дејилир. 

Мәсәлән, 23 — х2 — у? соз? 8860 тәнлајн бүтүн мүстәвидә 
икидэјишәкли гејри-ашкар Z= v х? + у? соз? х + 5 функсија- 
сыны та'јин едир. Догрудап да, 2-ин бу ифадәсини тәнликдә 
Јеринә Јазсаг, х вә у-ип бүтүн ги|мэтлэриндэ фданилон - 

(уха усов х +5) — 2 — y соёх-5-5 
ејнилијини аларыг. 2* + Х + у +5— 0 тәнлији исә һеч бир 
ге]ри-ашкар функсија та'јин етмир, 

Демали, (1) тәнлији һеч бир функсија то'јин етмәјә да би- 
ләр. Ола да биләр ки, һәмин танлик бир ва ја бир нечә функсија 


тајин едир. 
Чохдәјишәнли ге)ри-ашкар функсијанын взрлығы һаггында 


кафи шарт ашағылакы теоремдә кестерилир. 
‚хь, у) функсијасы 


Теорем. Tyma: ки, Ғ(ж ж 
ашағыдакы шәртлори өдәјир: 
1. (x, зоо, ти, Yo) нөгтәсиним муәјјән атра- 
фында тәјин ољупмушдур вә коси амојен хүсуси meo- 


рәмэләри (биртәртибли) вар. 

8. E(P, кб 0, о) ва Р, (aP, р, «87, о) О 
жүнасиботләри одонилир. 

Өнда (1) тәнлији Хо = (х, әй?...., а) ногтәси- 
nun мүәјјән от рафымда т-дәјишәнли гејли-ашкар 
y =f (X) функсијасыны. mo'jun едир. By гејри-ашкар 
увија yo =f (XÙ) шортына. едојир, XO nomen- 
NUN помни отрафинда кәсилмәјән түсуен теромоло ри 
вар вә ћомит торомолор 


А Fan- 
у= = (к 1,2,0 ” (3) 
fy 


дустуру ts» несабланыр» 


Бу теорем бирдајишанли гејри-ашкар функсијснин варлыг 
"теореми ($ 1) кими исбат олунур. j 
‚ Teja едәк ки, гејри-ашкар f функси]асынын хүсуси төрәмә- 
ләрини һесабламаг үчүн көстәрилән (3) дустуруну, (2) бэра- 
бәрлијини Xe (К = 1, 2,..., п) аргументилэ нәзәрән диферен- 
сиалламагла да алмаг олар. Догрудан да, ејнигиклә сыфра бәра- 
бәр олан Ё|Х,, Ха...» Ха (Роху... Ха)| функсијасынын лја 
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нәзәрән там хүсуси төрәмәси де смфра бәрабәр олар: 

дЕ ӘР, ду 

+ ===> =0 (к= 1,5 . 

öx ду дк, ( ч а) v 
Бурадан (3) дустуру алыныр. 

F функсијасынын икитәртибли кәсилмәјән хүсуси терамо- 

ләри олдугда (4) бәрабәрликләрини х, аргументләринә нәзәрән 
диференсналламаг а гејри-ашкар f функсијасынын икитартиб- 
ли хүсуси терамолорини дә тапмаг олар. Бу мәгсәдлә (4) 


бәрабәрлијини xı (# = 1, 2,..., п) аргументинә нәзәрән дифе- 
ренсиалласаг, аларыг: 
жаты АА ышты 
+ -0, 
=; т елу $ 22 + буд 2, жш. + е ә 45 
ÒF 
+ 23° 0, 


(ке 15... п). 


Биртартибли -22- ғә терэмэлэринин (3) бәгабәрлифиндән 


гијмәтләрини тапыб, бурада Јеринә? |азмагла икитәртибли 


гы хүсуси төрәмәләрини тапмаг олар. Бу просеси давам 
б 

етдирмәклә бэшга |үксэктэртибли хүсуси тәрәмәләр дә TA- 
пылыр. 


$ 4. ГЕУРИ-АШКАР ШӘКИЛДӘ ТӘНЛИКЛӘ ВЕРИЛМИШ 
СӘТҺИН ТОХУНАН МҮСТЭВИСИ ВЭ НОРМАЛЫ 


Фәзада верилмиш координат системиндә 
F (x, у, 2) =0 1 
танлији илә тајин олунан 5 сәтһинә бахаг (УІП, $7). Фәрз 
едәк ки, Р(х, у функсијасынын биртәртибли кәсилмәјән 


бүтүн хүсуси төрәмәләри вар. 

‚ Верилмиш Мог (2, Yo, Zo) нөгтэсиндэ Р, (Xy уһ Zo), 
Ру(хо, уо, Zo) вә Fz (Хо, Yo, Zo) хусуси төрәмәләринин һеч ол- 
маса бири сыфырдан фәргли олдугда, һәмин нөгтәјә 5 com- 
ћинин ади вә ја дузкун нөгтәси дејилир. F: (Моје (М) = 
= F, (Mo) = 0 мунасибәти өдэнилсә, онда Мо нөгтәси $ сәт-” 
ћинин мәхсуси негтоси адланыр. 

Тутаг ки, Му нөгтәси 5 сәтһинин ади пегтасидир вә бу 
нөгтәдә ЁР, (М) + 0. Онда чохдәјишәнли гејри-ашкар функ- 
сијанын варлыг теореминә ($ 3) көрә (1) тәнлији М, негтаси- 
нин мугјјан әтрафында диференсналланан ге)ри-ашкар = 


178 


=/(х, у) функси]асыны тәЧин едир. Бу функсијанын Комин әтраў - 
да јерләшән графики садә сәтһдир вә Mo негтәсиндә Онун 
тохунан мүстәвиси вә нормалы вар. 

Инди һәмин сәтһә Мо негтасинрз тохунан мүстевікін вэ 
исрмалын тәнлијини (ХХУП, 65) тапаг. 

Ј (х, у) функсијасынын Me = (хо, Yor 20) нөгтәсиндә хүсуси 
төгәмәләри әввәлки паргграфда чыхарылмыш (3) дүстуру илә 
песабланыр: 


К (хо Yo) = — 


(XXVII, 55) А 


кубыз») 2) уо» а) у 
8-1 а ОЛИ кю 7 у) 
вә Ја , | 
Ру (Xos Ур Zo) (X — хо) + Fy (Хо Јо 20) (у— Уо) + 
; га (Ху у Zo) (2—20) = 0 (2) 
олар. Кестәрилән нөгтәдә сәтһин нормалынын танлији иса 
5-22 ИВАНА 1-7 = 2-2 (3) 


Е (Хо Yo а) у Со У» 2) Fa (ко у 5 


кими јазылар. : я 
Мисал. х +У--2 К? сферасына (Хо, Уо, Zo) негтасин- 


дә (2, + 0) тохунан мүстәвинин тәнлији 
хох t yoy + 2 — А? 

вэ порм: лын тәнлији 
Хм =» 


х у % 


50 (к +0, уоз-0, г, + 0) 


олар. 
$ 5. ТЭНЛИКЛЭР СИСТЕМИНЛЭН ТЭЗИН ОЛУНАН 
ГЕЈРИ-АШКАР ФУНКСИЈАЛАР ВЭ ЈАКОБИ 
ДЕТЕРМИНАНТЫ 


Фәрз еләк ки, т-өлчүлү фәзаны муэ]ен негтәләр чохлу- 
тунда тә'јин олунмуш т-дәјишәнли фи (Ху, Х..... Xm) (К = 1, 
2... т) унксијаларынын бүтүн дәјишәнләрә нәзәрән сонлу 
хүсуси төрәмәләри варыр. Бу төрэмэлэрдан ашағылакы кими 
детерминант дүзәлдәк: 
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(7) детерминантына % (хі, Ха ха) (К-1,9,.... т) 
функси/алар системинин ху, ху, Xm дојишонлорино нәзә- 
рэн Јакобианм вә ја /акобинин! функсионал детерминанты. 
дејилир вә 

+ 


D Ф) * 
Dize у Хи) 
кими ишарг олунур|т—1 олдугда Јакобиан бирдојишонли у(х) 
Функсијасынын х, дәјишәнинә нәзәрән төрәмәсипә чеврилир: 
рф _ 49 (о) 
Р(х) dzy 
Буна көрә дә Јакобиана төрэмэ анла|ышынын чохдәјишәнли 
функсијалар системи учун үмумиләшмәси кими бахмаг олар. 
Инди (л + т)-елчулу фәзанын мүә)ән негтолор чохлугун- 
да тәЧин олунмуш (л + т)-дејишонли Гұ(Ху Жа... Хи Ун 
Уд... Уа! (к - 1,2,..., т) функсијалармидан дузэлмиш 
Fi (ж, ха Хр Уб Унэн 0, 
x Ру (ху, хь... Xm уз, Yz 0, 


етра тие A P F (2) 
Ға (Хү, Жень Ж». Уу, Ур - +» Ув) = 0 
тәнликләр системинә бахаг, Бу тәнликләр системиндән у,,Уд,с. 
Ут дәјишәнләрини Јердә галан Xi, Ху,.... Хэ дәјишәнләри BA- 
ситәси илә тапмаг мүмкүн олдугда һәмин тәнликләр системи 
васитәсилә те јин олунан п-дәјишәнли 
Ук = fu (Хү, Хһ.... Ха) (к= 1,2,..., т) (8) 
функсијалары алынар. 
(3) функсијалары п-өлчүлү фәза негтэларинии һәр һансы 
Е чохлуғунда тәјин олунмуш вә (2) тәнликләр сисгемпин 
Ху, Ха,..., Ха дәјишәнләринә көрә Е чохлуғунда ејинлијә 


чевирән 
Р, [х Хау seas Xm fi (Xi хи), 7: (Xie eea Ahy es 
J= 0) (к}- 1,2/..., ту (4) 


Ја (Хр... Ха 
Јеканә функсијалар системи олдугда, дејирләр ки, һәмин функ- 
сијалар (2) тәнликләр системи васитәсилә та'јин олунмуш 
гејри-ашкар Функси)алардыр. 
Мәсәлән, 


шашақ 
х-д2у-г-0 


тәнликләр системи Е --(-- со, ©) чохлугуйда ге]ри-ашкар 
у =$х вә 2 -—5Х функсијаларыны то'јин едир. 


"Кара Густав Јаков Јакоби (1801—1851) алман puja- 
зијјатчмсмлар. 
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Әлбәттә, верилмиш тәнликләр системи һеч бир ге)ри-ашкар 
функсија тәјин етмәјә дә биләр. (2) тәнликләр системинин 
һансы кафи шәртләр дахглиндэ гејри-ашкар функсијалар то '- 
јни етмәсини ашағыдакы теорем шәклиндә сө)ләмәк олар. + 

Теорем. ЛЈутаг ки, Ғұ(х»..»» Жа Џр•••» Ya) (к=1, 

т) фулкеијалары ашагыдакы шәртләри одоји р; 

„(Хх®,у®) = (ам... 2, 9... уш!) ногтосинин 
муәјјән (n+ m)-oauyay) әтрафында то'јин олунмуш= 
oyp аә hanun әтрафда кәсилмәјән биртортибли Gy- 
MYN хусуси торомолари вардыр. 

2, (Х9, УФ) ногтосинии координатлары (2) систе- 
мөтін одојир: 


30), yP ..., №) 0 (к--1, 2, 
Јакобиани (2 
22) 


сыфырдап форглидир. 

Өнөө (2) тәнликләр системи (ХО, уа) (х), хо, 
09... +. У) ногтосинии муәјјән әтрафында п-доји- 
шәнеш гејри-ашкар је (жүзө, Жа) (n=l, Мо т) фун 
см уааарыны ma'jun едир. By гејри-ашкар функсија 
aap |, СК) 009 (к= 1, 2... т) шәртини одоўир вә 
(у, YO погтосинин көстәрилән әтрафында бүтүн 
дијитонаоро позороп кәсилмәјән хүєуен торомолари 
аар. | 

горемип исбаты верилмир. 
Теоремин шарглари едэнилдикдэ (2) системиндән тэ’]ин 
олунан гејри-ашкар (3) функсијаларынын хүсуси төрәмәләри- 
ни тапмаг үчүн (4) ејниликләрини х: (i = п) аргумен- 
тимә шәзәрән диференсиалламаг лазымдыр: 
ÒF, | ӘР ду, p 25, дун, го, 


‚ т) 


©, yO) ногтосиндо- 


Әл | др дом Oym 9 
ФР; душ, 
Da D 0, 
ӘЕһ | Фет ду дЕш дут 5 
Фа Уйу, ом бу ди б) 
д) д ду 
Бу систем ахтарылан 92. Л „е 22 хүсуси терәмәлә- 


puna корэ- т-мачћуллу т дәнә хәтти тәнликләр системидир. 
Һәмин системин әсас детерминанты (мәҹһуллғрын эмсалларын- 
дан дүзәлдилмиш детерминант) олан 

__О(ћу Ру, Ва) © 
Yo) 
Јакобнаны (Х9), y) нөгтэсиндэ сыфырдан фәрглидир. Буна 
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көрә дә (5) системинин Крамер дүстургары илә тапылан je- 
канә ћалли вар: 


ду, 
77 


(к= 1, де, т; 2,5310); (7) 


$6. ЧОХӨЛЧҮЛҮ ФЭЗА ОБЛАСТЛАРЫНЫН 
ГАРШЫЛЫГЛЫ БИРГИЈМӘТЛИ ИН'ИНКАСЫ 


п-өлчүлү фәзанын <-|Х|, Х = (2, Xn., ха), областында 


та'јин олунмуш вә кәсилмгз диферегсиалланан 


VS fi (к, жа... Ха), 

ув = аб, ро Ж), 

ара: а) 
= ја (о Ж... Ka) 


функсијалар системинә бахаг. (1) функси]алары васитәсилә с 
областынын һәр бир X Со төгтәсинэ л-өлчүлү (у, Yas- Ya) 
нөгтәләри фәзасынын мүә]|ән бир У = (у, уз, ..., Ул) пәгтәси 
ујғун олур, башга сөзлә, һәр бир X Сс негтаси бир У nerra- 
синә ин'икас олунур. Бүтүн X © о негтәләринин образлары чох- 
луғу G олсун. Бу һалда, дејирләр ки. (1) системи < областы- 
ны С чохлугуна кәсилмәз диференсиалланан ин'икас етдирир. 
(1) чезирмәсинин 
д—-2бе ) 
ЦОГ 
Јакобианы с областынын бүтүн нөгтәләриндә сыфырдан 
фәргли олдугда, һәмин чеверма о областыны С обласгына ин- 
икас етлирир вә бу ин’икас әввәлки параграфда верилмиш 
теоремә көрә локал гаршылыглы биргијмәтлидир. Јене, (1) 
чевирмәси hap бир ХӘ Є o негтосинин муэ]эн әтрафыны У“ - 
= (у ћ ane AI), уд = р (А... 0) (1, 2,... л) нөгтә- 
синин муэ]эн әтрафына гаршылыглы биргијмәтли ин’икас 
етдирир. Бу һалла, У“ негтасинин мугјјан әтрафында (1) cnc- 
темивин |еканә һәлли вар: о 


Xi == Фа (у, у Ya), 
X= an у). 
Ха = Ф (у; Удон» Уа) (2) 


вә бу функсијалар У негтосинин көстәрилән әтрафында кэ- 
силмәјәндир. 
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XXIX ФӘСИЛ 


ЧОХДӘЈИШӘНЛИ ФУНКСИЈАЛАРЫН 
ЕКСТРЕМУМУ 


$1. ФУНКСИЈАНЫН ЛОКАЛ ЕКСТРЕМУМУ 


Тутаг ки, f(X) = J (ла, хь..., ха) функсијасы с ЕЁ, облас- 
тында тојин олунмушдур вә Х®— (х0, aP...” 209) бу o6- 
ластын һәр һансы негтасидир. 

Тогриф. ХЭ Е а ногтасинин һәр һансы О(ХФ)з>0) отра- 
Фынын бүтүн X E(X”) негтолориндо 

PX< Құ”) (1) 
бораборсизлији әдәнилдикдә, дејирләр ки, f(X) функсија- 
сы ХУ! негтосиндо локал максимум гијмәт алыр. ХФ нөг- 
macunun həp Вансы О, (ХӘ) әтрафынын бүтүн ХСО(ХУ) 
нөгтәләриндә Ч 

1009 > / (Х9) (2) 
бәрабәрсизлији өдәнилдикдә исә, дејирләр ки, f (X) Функси- 
jacu ХЭ нөгтәсиндә локал минимум гијмәт алыр. 

Функсијанын локал максимуму вә локал минимуму бирлик- 
дә функсијанын локал екстремуму адланир. Бә'зән функсија- 
нын локал екстремуму истилаһы әвәзинә функсијанын локал 
мүтләг екстремуму истилаһы ишлэдилир. 

Функсијанын верилмиш областда бир вә ја бир нечә локал 
максимуму вә локал минимуму ола биләр. Функсијанын бахы- 
лан областда локал екстремуму һеч олмаја да биләр. 

Мисал 1, /(х, у)= х+у: функсијасы (0,0) нөгтәсиндә ло- 
кал минимум гијмәт алыр. 

Доғрудан да, (0,0) негтасинин әтрафында јерләшән бүтүн 
(х, у) негтолориндо 

7(х, у) > }(0,0)=0 
бәрабәрсизлиј : едэнилир. 

Мисал 2. е(х, у) = УТ у: функсијасы (0,0) нөгтэ- 
синдә локал максимум гијмәт алыр. 

Доғрулан ла, (0, 0) нөгтэсинин кичик 0» (0, 0), 8 <1 эт- 
рафынын бүтүн нөгтәләриндә 

(х, у) < (0, 0) =1 
бәрабәрсизлији едзнилир. 

Функси]а локал екстремум гијмәтләрини һансы негталорда 
ала биләр? 

Теорем (локал екстремумун варлығы үчүн зәрури шәрт). 
Гах) функсијасы ХӘ погтосиндо локал екстремум 
ијмәт алыреа вэ бу ногтодо сонау хүсуси төрәмәләра 
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аарса, онда һәмин хусуси төрәмәләр ХӘ могшосии- 
дә cuppa бәрабәр олар: SN и, о, п). 
Исбаты. f(X) функсијасынын ху, ye, Хе Халуун, Ха ар- 
гументләрини гејд етдикдә бирдојишанли е(х„) = /(хФ,.., 
хе, хє, х®, |... 0) функсијасы алыныр. Теоремин шэр- 
тинә көрә е(хұ) функсијасы хе = А0 нөгтәсиндә локал екс- 


тремум гијмәт алар. Функсијанын төрэмэси локал екстремум 
нөгтэсиндэ сыфра бәрабәр (ХУЦ, $ 4) олдуғундан 


°' (м) = | (09) 0 (к=1, л) (3) 


олар. 


Функсија, локал екстремум ги]мэг алдығы Х® пөгтәсиндә 
диференсиалланан оллугда, екстремумун варлыгы үчүн зәрури 
шәрти башга шәкилдә дә сејломок олзр. Доғрудан ла, (3) бә- 
рабарликлари өдәнилликдә функсијанын там диференсиалы ар- 


гументләрин ах» (к=1, 2,..,, п) диференсиалларына нэзэрэн 
ХФ нөгтэсиндэ ејниликла сыфра бәрабәр олар: 
? df (Хо) =0. (4) 
Бунун тэрси дә доғрудур: (4)--(3). Әҝәр ах, #90 вә 
Яху = о Хип = хаар => – уха = 0 гәбул етсәк. онда 
ЕШ = ах, + и... д 
21 ду, dan 
ај (X00) 


= 95 би 0 


мүнасибәтиндән (3) алыныр. 

Бурадан ашағыдакы тәклиф алыныр: әҝәр f (X) функсија- 
см диференсиалланан олдугу Хе) негтасинда локал екстремум 
гијмәт алырса, онде һәмин нөгтәдә f(X) фунгси]асы учун (4) 
шәрти едэнилир. 

Фуиксија локал екстремум гијмәтини хүсуси те; гмәләринин 
бири вә ја бир нечэси олмадыгы нөгтэлэрдэ дә ала биләр. 

Мәсәлән, ө(х, у) = Уж Ру вә ф(х, уі- |х|+ [у] функ- 
си}алары (0, 0) нөгтәсиндә локал минимум гнімәт алыр, лакин 
һәмин нөгтәдә хүсуси төрәмәләри јохдур. 

Бирдәјишәнли Функсијалара аналожи. олараг чохдә)ишәнли 
Функсијанын биртәртибли бүтүн хүсуси терэмэлэринии сыфра 
чеврилдији вә ја һеҹ олмас бир дәјишәнә нәзәрән хүсуси 
төрәмәсинин олмадығы нөг ә) ‚рэ функсијанын „бећран нөгтә- 
ләри* дејилир. 

Демәли, функсијанын локал екстремум гијмәт алдығы һәр 
бир негто һәмин функсијанын бећран негтасидир. 

Локал екстремумун варлыгы үчүн бу зарури шорт кафи 
дејилдир. Бећран нөгтэсиндэ функсија локал екстремум йијмәт 
алмаја да биләр. Мәсәлән, (0, 0) негтәси f(x, у) = ху функ- 


‘сијасынын бөһран нөгтәсидир, лакин функсија бу нөгтәдә ло- 
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кал екстремум гијиәт алмыр. Чунки (0, 0) нөгтәсинин истэ- 
нилэн әтрафында / (х, у) функсијасы /(0, 0) =0 гијмәтиндән 
Һәм бејук вә һәм дә кичик гијмәтләр алыр. 

Функсијанын верилмиш бөһран нөгтәсиндә лскал екстремум 
гијмәт алдығыны неҹә билмәк олар? 


82. ЕКСТРЕМУМУН ВАРЛЫҒЫ ҮЧҮН КАФИ ШӘРТ 


Икидәјишәнли f(x, у) функсијасынын верилмиш (хь, Yo) 
бөйран нөгтэсиндэ локал екстремум гијмәт алмасы шәртини 
мүәјјән едәк. 4 

Бу мәгсәдлә фәрз еләк ки, | (х, У) функсијасынын (Хо, Ye) 
бећран нөгтәсинин мүәјјән әтрафындз бүтүн икитәртибли XY- 


суси төрэмэлэри вар, бу Ја (х, у), Лу(ж у), ћу(х, У) хусу- 
си терэмэлэри һәмин пөгтәдә кәсулмә)әндир вэ кс ‚ У) = 
= fy (Xe Yo)=0. Бундан башга, а= [ж (о, Yu), а у (Ху, уо), 
ам — Ју (Хо, Уз) ВӘ һ апал — aiz Олсун. 

Онда верилмиш бећран нөгтәсиндә локал екстремумун вар- 
лығы һаггында ашагыдакы теореми исбат етмэк олар. 

Теорем. > 0 вә а, > 0 олдугда f, у) функсијасы" 
(г. №) бөһрам погтосинда локал минимум гијмәт 
алыр, 120 вә чи<0 олдугда f(x, у) функсијасм (жо, уу) 
бөй рим. зогтосиида локал максимум гијмәт алыр, 10 
олдугда uco функсија (ха уу) бөһран ногтосинда ло- 
xaa екетремум >м)мон алмыр. >= 0 олдугда f(x, y) 
функсијасы (ко Yo) бөн ран иөгтәсинд» лоха екетре- 
мум гијмәт» ала да биләр, алмаја да биләр. 

Исбаты. Ајдындыр ки, f(x, у) функсијасынын (Xos Уз) 
мөгтәсиндә локал екстремум гијмәт алмасы үчүн һәмин негто- 
нии јахын әтрафында онун 


Af = (Хо ах, у + бу) — Í (xos Ув) (п 
там артымы өз ишарэсини сахламалыдыр: 
локал максимум гијмәт алдыгда АГ < 0, (2) 


локал минимум гијмәт аядыгда А/ > 0. 

Буна көрә дә /(“. у) функсијасынын (Хе, №) нөгтэсиндэ 
локал екстремум гијмәт алмасыны јохламаг үчүн оңун (хо, Yo) 
нөгтәси әтрафында (1! там артымыны тәдгиг етмәк лазымдыр. 
Бу мәгсәдлә, f(x, у) функсијасынын (Хо, Yo) негтаси әтрафын- 
да Тејлор дүстуруну јазаг (п--2) 

Иль + 8х, Ya + Ду) = f (Xo Yo) + (о Ув) Ах + 
+7, Yo) ду + -у [filot OA, у + Фу) (Ax)? + 


+ 2fiy(xo+ вх, у» + бАу)АхАу-- 
+ ЛЬ + вх, уо + 04у) (Ay), 06-41. 
Бурадан Јо Уз) = (Хо Yo)=0 Олдуғуна әсасән 


Ај = 3 [70до + бал, Yo + 03y) (Ах): + 


‚+2 (хү + 04х, Жж + 039) Ах-Ау + 
+ о + дах, у + Ву) (АУ, 0<0<1 (8) 


алармг. Икнтартибли хүсуси төрәмәләр (Хо, у) нөгтэсиндэ 
касилмајон олдуғундан 


Лабко + 04, yo+ 04у) = а + о, 
Ріо дах, уз + 04у) = аза + 0, 
Лу(хо HOAX, уд + 05у) =а +1 
lima = limp = lim 1 =0 
х0 21-0 ж-0 
39 10 7ауо 
мүнасибәтләрини Јазмаг олар. Онда (3) бәрабәрлији гшағыда- 
кы кими јазылар; 
1 : 
АЈ = = [ал (Ax)? + дај Ах -Лу + а (у)? + 


ЭН (АХ) + @Ах-5у + (ау). (4) 
Мо=(Хо, Yo) вә М=(ж-+Ах, у,4-Ау) нөгтәләрн арасындакы 
мәсафә р вә MoM векторунун абсис охунун мүсбет истигамә- 

‚ ти илә әмәлә ҝәтирдији буҹаг © олсун. Онда 


Ах = рсове, Ау рупе 
олар. Бу гијмәтләри (4) бәрабәр; и|индә јеринә |аздыгда, 


Ај – F (21160579 + гај, coso- sin 9 + az, 5112 9 + 2005: 6 + 
+ 28созф 919 + тїп?) 


вә ја 
: 
af = A (5) +) . 6 

алыныр; бурада 


А(е) = ау соз? + дај с05 9 129 + aysin’ e, 
(9) = ясоз?ф + 28с05 25119 + т5зїп?р 
i 


вэ 
| = 9) = 
Мт elg) = lime(ẹ) =0. 
2 уло 
(5) бәрабәрли'индән а}дындыр ки, р-нун кифајәт гәдәр ки- 
чик гијмәгләриндә функсијанын Af там артымынын ишарәси 
А(е) ифадәсинин гијмәтиндән асылыдыр (чүнки, р-0 шәртиндә 
4(9)-20), Инди А(Ф) ифадәсини 


Alg) = — [an cosp + ада sing)! + (аа — аі) зіп] (6) 


а 


шэклиида jasar вә теоремдә кестәрилән БҺаллары ајрылыгда 
тәлгиг едәк. 


1. %=ацаин—айг>0 вә а,1>0 олдугда А(г) ифадәси ћоми- 
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шә мүсбат олар. Догрудан да, біпҙ-<0 олдугда (6) бәрабэр- 
лијинда ме’таризанин дахилиндәки ифадә мусбэт одар: 

(aua coso + а1,5)п2) + ^ уп: 2 > 0. 
sing=0 олдугда исә С0597-0 олар ки, бу һалда да ме’тэ- 
ризә дахилиндэки ифадә Јенә дэ мүсбэтдир: 


(ал1 с05 2 + Gasing)? + sin? # = ап соз?е > 0. 


уралан вә (5) бәрабәрлијиндән ајдындыр ки, ^:>0 ға 
а >0 оллугда (Хо, Yo) нөгтәсинин Јахын этрафындакы бүтүн 
нөгтәләрдә функсијанын там артымы мүсбәт олур: 5/>0, jə- 
ни /(х, У) функсијасы (хо, уу) нөгтәсиндә локал минимум гиј- 
мәт алыр. 

И. Х>0 вә a, <0 олдугда исә јенә да (6) бәрабәрлијиндә 
мө”тэризэ дахилиндәки ифадә һәмишә мүсбәт олар (| һалда 
кесторилдији кими) вә буна көрә дә А(:)-нин ишарәси а-ин 
ишаресицин ејни олур, |э’ни А(2)<0. 

Демәли, бу һалда (5) бәрабәрлијинә көрә А/<0 олур ки, 
бу да f(x, у) функсијасынын (Xu, Yo) негтосиндо локал мак” 
симум гијмот алдыгыны костарир. 

ШІ. ^<0 олдугда А(ҙ) кәмијјәти (хо, уу! чөгтәсинин исте 
нилон әтрафында һәм мусбот ва һәм мәнфи гијмәтләр алыр. 
Доғруден да, аџ + 0 оларса, $ = 51 көтүрдүкдә А(®) = 
= Ату = ад, ја длсово+а,,5п2 = С тәнлијиндән тәјин 
олунмуш ==, гијмәтини вердикдә исә 


Alg) = Alpa) 


олар. А(е,) вә А(өа) сыфырдан фәргли вә мүхтәлиф ишарәли 
әдәдләрдир. Демәли, 2(Ф) ҝәмијјәти в: буна көрә дэ Af там 
артымы, (Хо, У») нөгтәсиндән чыхан 9Ф--р, вә 9=9. шүалары 
үзәриндә мүхтәлиф ишарәли гијмәтләр алыр. а1—0 олдугда 
да А(®) кәмијјәтинин (Хо, Yo) негтасинин истәнилән јахын ƏT- 
рафында мүхтәлиф ишарәли гијмәтләр алдыгыны көстәрмәк 
олар. Бурадан ајдындыр ки, f(x, у) функсијасы (Xo, Yo) нөгтә- 
сипдә локал екстремум тимот алмыр. 

IV. ^0 олдугда f(x, у) функсијасы бөһран нөгтэсиндэ ло- 
кал екстремум гијмәт ала да биләр, алмаја да биләр. Доғру- 
дан да, /(х, у)-Х-уб вә g(x, у) = № + у! функсијаларынын 
һәр икиси үчүн” (0, 0) бећран негтэсидир. Бу функсијаларын 
һәр икиси учун 1—0 бәрабәрлији өдәнилир. Һәмин функсија 
ларын бири /(х,у)=х*+у* функсијасы, (0, 0) бөһран нөгтә- 
синдә локал минимум гијмәт алыр, о бирн э(х, у) = х? + у? 
функсијасы исә (0,0) бећран нөгтэсиндэ локал екстремум гиј- 
мәт алмыр. 


Мисал. f(x. у) = + x? + у?— 4ху+3 функсијасынын локал 
екстремум гијмәтләрини тапмалы, 
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її — 4 во fy=2y— 4x олдуғундан бөһран пөгтәләри 
је -4у-0, 
2у-4х-0 


системини һәлл етмаклэ тапылыр: (0, 0) Ба (8, 16). 
Икитэртибли хүсуси төрэмэлэри тапаг: 


· fa=2x, }у=—4, Му- 

Ајдындыр ки, (0,0) бећран нөгтәсиндә 7--0-2 p= 

= — 16<0, (8, 16) бећран негтәсинлә исә = 32 — 16 = 16> 0 

олар. Демәли, (0, 0) нәгтәсиндә локал екстремум Јохдур, +> 0 

ВЭ йуу--16:50 олдуғуна көрә исә (8, 16) ногтослндэ функсија 
локал минимум гијмәт алыр. 


$ 3. ФУНКСИЈАНЫН ГЛОБАЛ ЕКСТРЕМУМУ 


Фәрз едәк ки, 2=/(х, у) функсијасы гапалы мәһдуд з 06- 
ластында те'јин олунмуш кәсилмәјән Фун: сијадњр. Онда Ka- 
силмә)ән функсијанми хассәсинә (XXVI, $ 6) көрә онун һәмин 
областда сонлу дәгиг ашағы сәрһәди вә сонлу догиг Јухары 
сәрһәди вар вә бу сәрһәдләрин һәр бирини һәмин гапалы об- 
ластын һеч олмаса бир негтасинда алыр. 

Бу һалда / функсијасынын дәгиг ашағы сәрһәди онун с 
областында ән кичик гијмәти, дәгиг Јухары сәрһәди исә = 
областында онун ән бејук гијмәти олар. / функсијасынын с 
областында ән бејук гијмәти онун һәмин областда marci чуму 
(вә ја максимал ги|мэти), ән кичик гијмати исә һәмин област- 
да минимуму (вә |а минимал ги)мэти) адланыр. . 

Функсијанын гапалы о областында максимумуна вә мипи- 
мумуна бирликдэ онун глобал екстремуму дејилир. Функси- 
Јанын локал екстремуму нөгтәләрин Јахын әтрафына аид ол- 
дугу һалда, онун глобал екстремуму бүтүн областа аилдир, 
Јо'ни глобал екстремум бүтүн областа нәзәрән кетурулур. 

Функсија 9 областындакы максимал гијмәтини ја областын 


дахили нөгтәсиндә, ја да областын сәрһәд нөгтәсиндә (облас- · 


тып контуру үзәриндә) алыр. Әҝәр функсија с областындакы 
максимал гијмәтини областын бир дахили нөгтәсиндә алырса, 
онда һәмин нөгтә онун локал максимум нөгтәси олар. 

Функсија 2 областындакы минимал гијмәтини дә ја облас- 
тын сәрһәд нөгтәсиндә, ја да локал минимум нөгтәси олан 
дахили нөгтәдә алыр. р 

Беләликлә, функсијан: : гапалы мәһдуд o областында rao- 
бал екстремумуну тапмаг үчүн ашарылакы гајда алыныр: 
функсијанын > областындакы бүтүн бөйран нөгтэлари ma- 
пылыр, функсијанын бу көгтәләрдәки гијмәтләри вә облас- 
тын сәрһәди үзэриндэкш ән бөјүк вә ән кичик гијмәти `йе- 
сабланыр. Бу гијмәтләрин ән кичији функсијанын а облас- 


тында минимуму, ән бејују исә функсијанын o областында 
максимумудур. : 


Мисал. 


( -16«х«1 дүз- 
2+ у’ функсијасынын! == (23 зей 
бучаглысында глобал екстремумуну тапмалы. 

Функсијанын с областынын 
дахилиндә Јерләшән |екана бөһ- 
ран нөгтәси вардыр: 0 (0, 0). Бу 
нөгтәдә функсија локал мини- 
мум гијмәт алыр: 


Zimin = 0. 


Функсијанын АВ, ЕС, CD вә 
DA парчалары үзәриндә (шәкил 
231) ән кичик гијмәти ујғун ола- 
раг 1, 16, 1 вә 16-дыр. 

Функсијанын АВ, ВС, CD вэ 
DA парчалары а эн бө- 

к гијмати исә 17-дир, 
И а 2 областынын ABCD 
контуру үзәриндә функсијанын 
эн кичик гијмәти 1 нә ән бејук 
гијмәти исә 17-дир. Бурадан aj- Шакил 231 
дындыр ки, верилмиш функси- ? 
јанын 2 дузбучаглысында минимуму 0, максимуму исә 17 эдэ- 
динэ бэрабэрдир: 


та = 0, ги = 17. 


$4. ШЭРТИ ЕКСТРЕМУМ 


ишанли функсијанын локал екстремуму тәјин олун- 
ОИ ои мка асылы олмајан (сәрбәст) дојишанлор 
Һесаб олупур. Функсијанын аргументләри сәрбәст дәјишәнләр 
олмајыб музјјан мүнасибәтләрлә (бунлара рабитә На вани 
дејилир) баглы да ола билир. Бу һалда, функсијанын эм н 
мүнасибәтләрин өдәнилди}и нөгтәләр чохлугунда екстремуму 
на шәрти скстремум де]нлир. Буну бир мисал үзәриндә изаһ 
едәк. суудлаа 
Syryn мустевиде та'јин олунмуш №—2--у? функсијасынын 
(0, Птн и да таа атм гијмәт алдығы малумдур 
($ 1. мисал 1). Бу, "функсијанын графикиндән дә ајдындыр 
(шәкил 232). Бурада х вә у дәјишәнләри һеч бир мунаси 
ла бағлы дејилдир (онлар асылы олмајан дајишәнләрднр). ў 
Инди, фәрз едәк ки, х вә у дәјишәнләри у+х— ag: 
насибәти (рабитә тәнлији) илә бағлыдыр. Бу padura таланған - 
өдә]ән негталор чохлуғу дүз хәтдир. Верилмиш онын 
функсијасынын һәмин дүз хәтт үзәриндә алдығы гијм р 
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АВС параболасыны тәшкил едир (шокил 233). Бу гијмәтләрин 
ән кичији олан әдәд, јони функсијанын ~(1, 1) нөгтәсиндә (бу 
нөгтә дүз хәтг -үзәриндә |ерләшир) алдығы гијмәт, Һәмин 
функсијінын шәрти минимум гијмотидир. Функсијанын көс- 
ләрилән шәрти минимум ги} мәтини белә тапмаг олар: рабитә 


Шакил 32 Шокил 233 


тәнлијиндән у лојишани х васитәсилә у=2—х кими тапылараг 
функсијада Јери ‚ә |азылыр. Алынан бир дәјишәнли = хе + 
+(2—х)*=2х' —4х+4 функсијасынын локал екстремуму тапы- 
лыр. Бу функсија х=1 нөгтәсиндә --2 локал минимум гиј- 
матини алыр. И—^1+4-у? функсијасы. һәмин гијмәтн рабытә 
тәнлијинә әсасән (1, 1) нөгтәсиндә алыр. Бу гијмәт функсија- 
нын шәрти минимумудур. 

Демәли, функсијанын шәрти екстремуму онун бүгүн тәјин 
областындакы локал екстремуму олмајыб, Јалныз рабитә тән- 
ликларинин өдәнилдији нөгтәләр чохлуғундакы локал екстрему- 
мудур. Функсијанын шәрти екстремуму анлајышыны үмуши 
һалда ашағыдакы кими та'јин етмәк олар, 

Фәрз едәк ки, /(Х, У)= (ж... ха, Ууу... Ул) вә 

Е, (Х,У) = Р(х... а Juin Уа) (К-41, Bo ту 


oÇ Easa областында те'јин олун с с- 
SC Eas 1 укмуш функсијалардыр. о облас 


Р(х... 5а, Уш. Уа) = 0 (к=1, 2... ту (1) 


бэрабэрликлэрини (рабитә тәнликләрини) өдәјән (Х,У) негта- 
жрк чохлугу Е вэ бу, чохлуғун һәр һансы нөгтәси (NÙ, 
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) = (0...0, уо... УФуСЕ олсун. 


Тәриф. (ХӘ, УӘ)Є Е нөгтәсинин həp Һансы О. [(Х®, 
У) 6>0) әтрафында јерләшән бүтүн (X, У) СЕ негта- 


ләриндә . 

AX, У) < ] (Х0, У) (2) 
бәрабәрсизлији өдәнилдиндә, дејирләр ки, }(Х, У) функсија- 
сы (Х®, у%) нөгтэсиндэ шәрти локал максимум гијмәт 
алыр. (ХӨ), У®) нөгтәсинин һәр һансы О4(Х9), УФ) әтра- 
фынын бүтүн (Х, У)СЕ нөгтәләриндә 


KX, Уу > ДХ, уд) 9) 
бәрабәрсизлији өдәнилдикдә исә, дејирләр ки, f(X, У) функ- 
сијасы (Х®, У) нөгтэсиндэ шәрти локал минимум ги) мэт 
алыр. 

Функсијанын шәрти локал максимуму вэ шэрти локал 
минимуму бирликдә функсијанын шәрти (локал) екстрему- 
му адланыр. Гејд едәк ки, функсијанын шәрти екстремумуна 
бо'зон фунҝсијанын нисби скстренуму да дејилир. 

Верилмиш {л+т)-дә}ишәнли -ДХ,У) функсијасынын 
(1) рабитә шәртләри дахилиндә шәрти екстремумунун тапыл- 
масы бэ’зэан бир т дәјишәнли функсијанын ади (шәртсиз) 10- 
кал екстремумунун тапылмасына ҝәтирилир. Бу мәгсәдлә (1) 
рабитә тәнликләр системиндән Уу, Уз... У" дәјишәнләри Хр, 
Х....., Ха васитәсилә тапылыр (әлбәттә, бу мүмкүндүрсә!): 

Уу = (ха. Хе. Ха) (к=1, 2...., т). (9 

Сонра исә бу гијмәтләри верилмиш функсијада јеринә јаз- 
магла ашяғыдакы кими бир л-дојишонли функсија алыныр: 

W = А, У) Къ а Yiee 


= Дл... (Ха... Ха), Фа(Х, п), 
= Ф(ху, Хау «а Xa) , 
ва ја 
У = Ф(хү, ху. ха). (5) 


Бу функсијанын аргументләри асылы олмајан дәјишәнләр- 
дир (оплар һеч бир мүнгснбэтлэ баглы дејилдир). Беләликлә, 
зерилинш (1+7)-дојишавли W=f(X, У) функсијасынын map- 
ти екстремумунун тапылмасы мәсәләси л-да|ншэнли (5) функси- 
Јасынын ади локал екстремумунун тапылмасына кэтирилмиш 
олур. Функсијанын локал екстремумунун тапылма гајдасы нсә 
әввәлки параграфлардан ма лумдур. 

Әлбәттә, бу әмәлијјаты апармаг һәмишә мүмкүн олмур. 
Чүнки (1) рабитә тәнликләри системини уз, Уһ... Уһ ДӘЈИ- 
шәнләринә нәзәрән һәлл етмәк чох вахт ҹәтин олур. Белә 
һалларда верилмиш функсијанын шәрти екстремуму башга 
үсулларла тапылыр. 

Мисад. Верилмиш мүсбәт а әдәдини п сајда мәнфи олма- 
Јан елә Ху, Аҙ...) Ха топлананларынын ҹәми шәклиндә кестор- 
моли ки, онларын һасили ән бејук Олсун. 
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Һәлли, Шәртә көрә п-дејашенли $ ' , 
У = хула: : 
функсијасынын а $ ЛЭ Р 
р “tatta > (7) 
мунасибэти (рабитә тәнлији) өдәнилдикдә шәрти екст 
и ремуму- 
ну тапмаг тәләб олушур. (7) барабарлијиндан х, Г 
тапыб (6) функсијасында јеринә ас ) машин 
i W = духаа (а м хац). 7 (8) 
а—1)-дајишанли (8) функсијасынын екстрем > 
маг үчүн әввәлҹә беһран Ми тапаг. ны, Ал 


(95 

ран арй 0а) 0, 
дуў 

1 де ыра, (а— Xr Фх = 
Е аад 

дет Жен Хо (4--Хү--Хүу- ди) - 0 


системнни вз ја 
2х ха хита, 


ое у тыа (9) 

Ж + Ха +++ 2 

системини һәлл етмәклә тапмаг олар. 

(9) тәнликләрини тәрәф-Тәрәфә топласаг, аларыг: 
а(х + же) = (n Па, 


о 
а 


Бурадан вз (9) барабарликлэриндэн 


а 


жех = 


ежа ~ : 4200) 
алыныр. Ouna (7) бәрабәрлијинә көрә х,:=-=- олар. 
п 


(1—1)-дајишанли (8) функсијасы 
0<х<а...,0<х-а<а, хх, ха (11) 
шәртләри илә та’]ин олунан (0—1) өлчүлү гапалы областда 
тәни олунмушдур вә онун сәрһәдләриндә сыфра бәрабәрдир. 
(10) бәрабәрликлари илә те'јин олунан јеҝанә [ = 
п а 


екстремум нөгтәси исә (11) областынын дахили: ногтосидир. 

Демоан. (B) функсијасы һәмин нөгтәдә максимум гијмәт (буна 

көрә дә (11) областында ән бејук гијмәт) алыр. Бурадан ајдын- 

дыр ки, хү, Хр... Ха вуругларынын һамысы бир-биринә бэра- 

бәр олдугда (6) функсијасы ән бејук гијмәт алыр. 

1, = тах W = -= 8... 4 = (=) 
поп п 
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$ 5. ЛАГРАНЖЫН ГЕЈРИ-МҮӘЈЈӘН ВУРУГЛАР УСУЛУ 


Лухзрыда кестардик ки, верилмиш чохдәјишәнли функси- 
јанын шәрти екстремумуну тапмагы ади локал екстремум TAN- 
мага котирмак чох вахт мүмкүн олмур. Бир сыра ћалларда 
исә бу усул элверишли дејилдир. Буша көрә лә функсијанын 
шәрти екстремум гијмәтләрини ала биллији негтелори (бун- 
лары, шәрти екстремум үчүн стасионар пегталор адландыраг) 
башга үсулларла тапараг онлары тәдгиг етмәк лазым кәлир. 

Чохдајишенли функсијанын шәрти екстремум үчүн стасно- 
нар нөгтәләрини шәрти екстремумун варлыгы үчүн зәрури 
шэрт васитәсклә тапмаг олур. 

Чохдәјишәнли функсијаларын шәрти екстремум үчүн ста- 
сионар нөгтәләрини Лагранжын гејри-иуојјон вуруглар үсулу 
илә тапмаг даһа мүнасибдир. Буну изаһ етмәк үчүн, фәрз 
едәк ки. Wfl 4 Ха, уу Уа) функсијасынын 

Ех... Хо У У„)=0 (к= 1, 2...) (1) 
рабитә шәртләри (тәнликләри) дахилиндә шәрти екстрему“ 
муку тапмаг.тәләб олунур. Функсијапын диференсиалланан 
олдуғу негіәдә локал екстремум гијмәт алмасы үчүн зәрур" 
шэрт һәмин нөгтэдэ там диференсиалын сыфра бәрабәр олма- 
сыдыр ($ 1): 


а/ы есері ақық фу фи аут (Ё 
да + ti + „+ + у. = 0. (2 


(1) бәрабәрликләриндән исә 
Р ЖЭ әү Э ёғ, эя Эг, - 
за + + 5 dza t ау, + + ду Ф 79. а 
(к= 1, 2...‚ т) 

мунасибатлори алыныр. Бу бэрабэрликлэри у|ғун олараг, hə | 
дәлик мә'лум олмајан 2), Arys- Ақ әдәдләринә ғурараг, алы- 
наи бәрабәрликләри (2) бәрабәрлији илә тәрәф-тәрәфә топла- 
јаг. Онда 


2 өр 3, КОН. дуул 
ох о дл, ак йу зубун = 9 
мүнасибәти алынар; бурада ч 
ФУР, + МР, 40Р (5) 
Инди А, базе + № көмэкчи вуругларыны елә сечак ки. 
4 ду. 9.0 ü) 
n ад ' дуа ( 


бэрабэрликлари өдәнилсин. (6) бэрабэрликлорнния өдәнилмәси 
үчүн Хү, даз Àm вуруглары 
Fm 


of де, 
9 1,061 + 2. 0, 
| штамы 


ду 


Liya дув дун ТЭ 


хәтти тәнликләр системи: дән тапылмалыдыр. Системин әсас 


детерминанты олан 


ы ыйан т Dier Fa) 
Обь ув Ym) 


хирднны сыфырдан фаргли олдугда исэ бу їэмишэ мүмкүн- 
(6) барабарликларинэ әсасән (4) бәрабәрлији 


р 9% ` 
% dat datt Жах 0 @› 


шәклинда {азылар. Б 
НЕ Мен р. Бурадан (хү Xan., ха) сәрбәст дә)ншәндәр 


| ~ ду ду 
ж” ат (8) 


алыныр. (1), (6). вә (8) бәрабәрликләри би 
п+2т сајда тәнликләр састемнєх иза керү" шан 


ЈЕ -0, Рад... Ғ.-0, 


д 
Rao, # 40,228 шо, , 
26» ду. 2» ду (9) 
Зао, №40... 2 0 
Ж ЈА дх, dx, 
у системдән шәрти екстремум үчүн стасионар иөгтэлэ 
Хи Жар. «а Хау Ув уу... У» Координатлврм вә А Ха РЫ 


мәкчн эмсаллары тапылыр. Тапылан стасионар нөгтэлэ, 
функсијасы шэртн екстремум гијмәт ала да билэр, ЭЗГҮЙ 
лар. Буну |охламаг үчүн әлавә тәдгигат апармаг лазымдыр. 
4 еләликлә, функсијанын шәрти екстремум ги)мэтлэрн ала 
кддији нөгтәләри тапмаг үчүн ашағыдакы садә гајда алыны 
5 (л--т)-дәјишәнли f функсијасынын (1) рабитә шартлари да- 
ун о екстремум гијмәтләри ала билдији (хі...) ха 
А Д =) нөгтәләриня тапмаг учун (5) кемэкчи нкси јас! 1 
(буна Лагранж функсијасы дејилир) гурулур. Con “х бу 
Функсијанын хұ(к=1, 2,..., л), y=], 2... т) вә А1, 2. 
саст) Дэјишанләринә керә хүсуси төрэмэлэрн тапылараг сыф- 
ра бәрабәр едилнр. Алынан (9) системиндән шәрти екстремум 
учун стасионар нөгтэлэрин координатлары Хү, ху... Хи, У 
Уз, а вл, Аз. ЈЕ Ат Јене ҰРДЫ 
X да, икидәјишәнли (х, у) нкси)асынын $ (x, = 
: 0 шәртиндә ахтарылан екстремуму мэс К runs 
Рин х, у координатлары ә кемэкчи À вуруғу 
| (њу =0 


(10) 


„ју 7 ау 
системнидән тапылмалыдыр. 
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Тутас ки, (10) системинин ћаллориндан бири Xe, Yo Вэ? 
эдэдлэридир. Онда Мь=(хо, Yo) негтаси f(x, у) функсијасынын 
шәрти екстремуму үчүн стасионар нөгтә олар. ).харыда деди- 
јимиз кими бу стаснонар негтеда / функсијасы шәрти екстре- 
мум гн|мәт ала да биләр, алмаја да биләр. Буну |охламаг үчүн 
ашагыдакы тәклифден истифадә етмак олар. 

1Иэрти екстремумун варлығы үчүн кафи шэрт: /(х, у) 
ва (х, у) функсиаларычын Mg стасионар изгтасинда икитәр- 
тибла кәсилмәјән хүсуси тәрәмәләри варса вз p(x, у)=/(х, У) + 
+ ми, у) Лагранж функсијасы васитәсилә дүзәлдилмиш 

9 (Мо) (М) 4 
А= – |90) з6(М.) Фу(М.) ар 
(Мо) Фу(Мо) %у(М4) 
детерминанты мүсбэтдирсэ (4>0), онда 1 функсијасы М» нег- 
тэсиида шәрти минимум гијмәт алыр, детерминант мэнфи 
(4-50) олдугда исә f функсијасы Мо нөгтасисдә шәрти MAK- 


симум гијмәт алыр. 1-1 
Бу тәкляфин нсбаты верилмир. 
Мисал. =ху функсијасынын х+у=2 шәртиндә екстре- 
мумуну тапмалы. >> А 


Бу һалда Лагранж функсијасы 
у у) = ху + Ме %у-2) 2% 
вэ онун хүсуси төрамалорн уус у + А, бу=х + Х вә $ 
х+у—2 олдугундан (10) системи ‚Ж 


у+к=о +7 
х+ю=0 


у+х—2=0 
кими олар. Бурадан . 
у=—}, хе—ћ -2-2-0, 
х-1, ун! : , 
алыныр. Демәли, (1, 1) нөгтэсй шәрти екстремум учун стасио- 
нар негтэдир. Һәмин нөгтәдә (11) детерминанты манфи әдәдә - 
бәрабәр (å = — 1<0) олдуғундан фуиксија (1,1) негтасинда 
шәрти максимум гијмәт алы й 
w, 


5 8 6. ЭН КИЧИК КВАДРАТЛАР ҮСУЛУ 


Тутаг ки, у кәмијјәтинин х-дэн функснонал асылылыгыны 
експ-риментал (емпирнк) олараг тэ)ин етмәк лазымдыр. Бу 
мәгсәдлә х-ин мүхтәлиф ху, Хр... Ха Ги)мәтләринә у-ин ур 
ғун Олам уу, уз... Ул ги]мэглэри експеримент нәтиҹәсиндә тапы- 
лыр вә алынмьш гијмәтләр ашағыдакы ҹәдвәл шоклиндо јазылыр: 


1% 


ГЫ 


ош, К * 


Беләликлә, експеримент нәтиҹәсиндә 


(хау, (ка, Угђ (Хөсуа) ~. а) 
кими f дәнә „експериментал нөгтә“ алыныр. Бу нөгтәләри 
(Оху) координат мүстәвиси үзәринда гејд едирләр. Нөгтэлэ- 
рин јерләшмә характеринә вә ја башга нәзәри мулаћизолара 
әсасән ахтарылан функсионал асылылығын формасы тәхмини 
олараг музјјан едилир, Нама'лум функсија 

У= ах +а у= арх? ра фаз 

z у= ах“, уча, + ауз\пх-Еазсо$ Хх, .. 
вә с. шэклиндэ ола биләр. Бу функсијалар а, Gy, аз... кими 
намә'лум параметрләрдән асылыдыр. Әкәр експэримент заманы 
һеч бир хәтаја jon верилмнрсе, онда т дәнә параметрлан хэт- 
ти асылы олан функсијаны тэ|ин етмәк үчүн х-ин M дәнә іні" 
мәтиндә у-ин ујгун ги)мәтләрини билмәк кифајәтдир. Хүсуси 
һалда, ики параметрдан асылы 

У = 215 + а, 
функсијасыны тапмаг үчүн (јени онун а, вә а, параметрләри- 
ни та’ии етмәк учун) х-ин ики х; вә ж, гијмәтиндә узин у 
вә Yz гијмәтләрини билмәк кифајәтдир: у 
У = 4+0, Уз = ах, Бах. 

Бурадан ац вә а, параметрләри дәгиг тапылыр. 

Лакин реал иш просесиндә белә олмур. Експеримент ang- 
рыларкән бир чох тәсадүфи хәталара (өлчмә апаранын бурах- 
дығы хәта, өлчү апаратынын хәтасы вә с.) Јол верилир в» бу- 
мун да нәтиҹәсиндә х вә у үчүн тапылан гијмәтләр дәгиг ол- 
мур. Буна көрә дә т дәнә параметрдән асылы олан 


цар У = Ф(х, ау, ау)... ал) (2) 
функсијасыны дәгиг тапмаг учун т дәлә експериментин вәти- 
ҹәсини билмәк, ја'ни х-ин лу, Х.,,.., Хы гијматлориндо у-ин 
У» Ув-.. Ya ГИ}мәтләрини експериментдән тапмаг кифајәт 
етмир. Нәтиҹәдә ҹохлу сајда (л> т) експеримент апармаг га- 
аны калар, у 

жеперимент нэтичэсиндэ алынан гијмотлури - 
рылан (о) функсијасынын ху от КЕ н е тат; 
мәтләри (нәзәри һесабланан гијмәтләри), умумијјотла, үст-үст» 
дүшмүр. Бу замви һәмин гијмәтләрин MEJAH адланан 


= у AXo фу.» Aw) (к=1, 2... т)” (3) 
фәргләри алыныр. 


Бурада әсас мәсәлә намә'лум а,, ар... а» параметрләри 
үчүн елә гијматлар тапмагдыр ки, тапылан (2) функсијасм һәр- 
һавсы мэ’нада ахтарылан функсијаја даһа јахын олсун. Пара- 
метрларин гијмәтләри мүхтәлиф үсулларла тапылыр. * 

Бу мәсәләни эн кичик квадратлар үсулу илә дә һәлл етмәк 
олар. Бу усул ашагыдакы „ән кичик .квадратлар принсипинә" 
әсасланыр: параметрләр учун эн элверишли гијмәтләр (3) meja- 
ләри квалратлары ҹәминин ән кичик, ј'ни 


Уве Ў а — (Ж, ау, а... 4.) = min 
хаз аш 
олмасы шәртиндән тапылыр, гі 
Беләликлә, гојулмуш мәсәләння ћ 


Гал, а... да) = У [ук— (хы аһ. ба. - йв)! (5) 
ігі 
функсијасынын минимум гијмәтини алдығы негтолорвн тапыл- 
масына ҝәтирилир. Белә нөгтәләр исә $ 1-дә шәрһ едклон 
үсулла тапылыр. 
(5) функсијасынын минимум тијмәт алдығы пөгтәләри 
9-0, Мод. 5 =0 Жэ? 


элли т-дэрншанли ` 


да ' да 
системипи вә ја 


Ў іла an аһ 


ха © 
у ÒS (Xin а„ а. ат) < 
Ү [ук (хь. 01,44... @ы)] и а: 
с » 

У |у,—#(хь ар ари. ~ ағ) ZEE tete =0 5 


к) 
системини һәлл етмәклә тапмаг олар. (7) системинин тәнлик- 
ләринин сајы ахтарылан 41, Фа. Gm параметрләринин „сам: 
на бэрабэрдир. й 

Һәр бир конкрет һалда (7) системинин һәллинин варлығы 
вә тапылмыш нөгтәдә (5) функсијасынын минимум гијмәт ал» 
масы ајрыҹа тәдгиг едилмәлидир. Мәсәлән, тутаг ки, (2) функ- 
сијасы (х, 41, 0,)--0,Х + а, шәклиндә ахтарылыр. Онда (5) 


функсијасы 
Јал. а) = Ў [у — (аа аз)? ЕСЕ) 
кі 


шәклиндә олар. Бурада xk вә уһ (к = 1, 2... 
ментдэн тапылмыш вә ҹәдвәл шәклиндә |азылмыш 


.„ п) ила експери- 
ма» 
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зун әдәдләр ишарә олунмушлур. (8) функсијасы үчүн (7) 
истеми 


74 с. 
же 2E {ж - (ара + аз), 0, 
я 


к-! 


кезі 


9 5 
| =—2 [у — (ах +a] = 0 
|, 


вә ја 


СН” n n 
а У оа У х= Уу, 


k=l к<! ке) 


а, Ух + ап = Жу, (9) 


k-i к=з 


(10) 
Бурада 


#шараларн ОЛУУ 
апылмыш нөгтәси: 1 ә 
бйр наа ар ндә (8) фунхсијасы минимум гијмәт 


7 П 
an=; =2у хі, а= 


да тезі а) = 


СЯ дада; 2 En 


олдугундан 
5 п a z 
N = ES E E (3 2 А 
ке! \ kel 


=4 2in0, ап>б 
ж 
олар ки, бу да ($ 2) (8) функсијасынын (10) 
кри НЯ алдыгыны о па У Шелер мінеміз 
ни гајда илә уч, дөрд нә с. сајда 
олан хәтти фунисијаларм да тапмаг лэл) а. 


V ҺИССӘ 


АДИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТӘНЛИКЛӘР 


БИРТОРТИБЛИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТӘНЛИКЛӘР 
ВӘ ОНЛАРЫН ҺӘЛЛИ УСУЛЛАРБГ 


$ 1. УМУМИ АНЛАЈЫШЛАР 


Намэ’лум функсијанын төрәмәси верилдикдә ону интеграл- 
лама (Ш һиссә) васитосило тапмаг олур. Бир чох һалларда 
исә функсијанын терәмәси дејил, ахтарылан у функсијасы, х 
аргументи ва у функсијасынын х-э нәзәрән у’, у”,..., УЛ Tepa- 
молори' арасында мүәјјәп асылылыг верилир. Бу асылылыгдан 
һәмин памә”;ум функсијәны тапмаг тәләб олунур. Бела маса- 
ләләрлә диференсиал тәнликләр нәзәријјәсиндә мәшғул олур- 
лар, 
Тариф. Ихтијари х бәјишәни, онун у= у(х) функсија- 
сы вә бу функсијанын kamun х дәй. шанинг нәзәрән У, у"... ү") 
тө гәмәләри дахил олан пәнлијә ади диференсиал тәнлик 
дејилир. 

Ики вә Ја чох сајда дәјишәндән асылы олан функсија вә 
бу функсијанын һәмин дәјишәнләрә нәзәрән хүсуси төрәмәләри 
дахил олан тәнлијә исә хүсуси теремали диференсиал mən- 
лик д: јилир. 

Диференснал тәнлијә дахил олан ән јуксоктортибли төрэ- 
мәнин тәртибина һәмин диференсиал тәнлијин тәртиби 
дејилир. п-тартибли ади диференсиал тәнлик үмуми шәкилдә 


X”) =0 а) 


АТКАРА 
кими |азылыр. Мәсәлән, 
у +4ху+3=0 


вэ 
Зу + гу + ху+5 ~ 0 Ь 
тәнликләри ујғун олараг биртәртибли вэ икитәртибли ади ди- 
ференскал тонликлордир. 
Бурида Јалныз ади диференсиал тәнликләр ө)рэнилир 
(1) диференсиал тәнлијини х-ин E чохлуғунлакы бүтүн 
гијмәтләриндә өдә)ән һәр бир у = (х) функсијасына һәмин 
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танли]ии Е чохлугунда һәлли дејилир. Бу, о демәкдир ки, 
У = е (х) функсијасыны вә онун $’ (x), 97 (х)...., “Э(х) Te- 
рэмэлэрини (1) тәнлијиндә јеринә |аздыгда мин тәнлик Е 
чохлуғунда х-ә нозорон ејнилијо чеврилнр: 
F [x (x), 4 (х), Ф"(а), .-. ‚е ОЛЫ 

Верилмиш диференсиал тәнлији едэ]эн функсија ге)ри-аш- 
кар ва параметрик шэкилдэ дә верилә билэр, Бу һалда һәмиц 
функсијаја бә'зәм диференсиал тенлејин интегралы дејилир. 

Биз ҝәләҹәклә диференсиал тәнлијин һәлли вә интегралы 
истилаһларынын икисини дә (һеч бир фәрг гојмадан) ишлэдэ- 
«ajuk. 

Мәсәлән, у= е" вә у=е * функсијаларынын һәр бири бү- 


түн әдәд охунда 
у — уд (2) 


диферекснал тснлијинин һәллидир: 
(еу"-е-о, (27) —е 7-0. 
Умумијјатла, С, вә С, сабитларинин истәнилән ги)мәтләриндә 
у=Сје + Се“ 
функсијасы бүтүн әдәд охунда (2) тәнлијинин Вэллидир: 


(Се С,‘ —(Сле“ + Се“) =0. 

Бурадан а}дындыр ки, верилмиш диференснал тонлијин бир 
нечә вә һәтта сонсуз сајда һәлли ола биләр. 

Верилмиш диференсиал тәнлијин бүтүн һәлләрини тапмаг 
ва онларын хассәләрини ејрәнмәк диференсиал тэнлихлэр HƏ- 
заријјасинин әсас мәсәләсидир. Диференснал тәхликләрин hən- 
ли чох заман функсијаларын интегралланмасы васитәсилә 
тапылыр, Буна көрә дә диференсиал тәнлијин һәлләринин Ta- 
пылмасы әмәлинә чох заман диференсиал тәнлијин интеграл- 
ланмасы дејилир. 

Диференснал тәнликләр нәзәријјәсинин бејук елми вә прак- 
тики әһәмијјәти вардыр. Физика, механика вә с. кими мухта- 
лиф елм саһәләринин вә техниканын бир чох мүһүм мәсәләлә- 
ринин Вэлли диференсиал тәнлькләрә котирилир. 

Буну икт ал үзәриндә изаһ едәк. 

Мисал 1. Күтләси m олан магди нөгтә мүәјјән Јүксәклих- 
дэн ағырлыг гупвесивин та'сири илә сәрбәст дүшүр. Һаванын 
мугавимэтини назоро алмадан, нәгтәнин һәрәкәт ганунуну ran- 
малы. 

Һәлли. Һәрәкәт едән нөгтәјә тә'сир (дән F гуввәси онун 
һәрәкәтинин а тә'чили васитәсилә 


F= та (3) 


кими тапылыр (Нјутонун икимчи гануну). Нөгтәјә анҹаг 


ағырлыг гүввәси тэ’сир етдијиндун Р ~ Р =” ти олар. Һгрәкәт 
едән ҹисмин тэ’чили исә ҝедилән мәсафәнин замана кера икл- 
тәртибли терэмэси (ХМ. $ 3) 

2319-8900) 


= ай 
олдуғундан (3) барабарлијину 
т. 5" (t) = па 
вә ја 
5" 0-8 (4) 


кими јазмаг олар. 

(4) бәрабәрлт ји ахтарылан S(t) функсијасына нәзәрән HKH- 
тартибли ‘диференсиал тәнликдир. Јохламаг олар ки, бу TƏN- 
ан}ин һәлли 


= 50) = +С, кс, (5) 


функсијасыдыр. Һғ рәкәт едән негтанин башлангыч сур'ати 
5'(0) = И, ва башланғыч мәсафәси $ (0) -- 5, мэ’лум олдугда 
(5) функсијасына дахи олан ихтијари С, во С, сабитларини 
тапмаг олар: 
С,= М, вә С,=5,. 
Бу һалда мадди нөгтәнин һәрәкәт гануну ашағыдакы кими 
јазылыр: 


5(ђ = + У,4--5,. 
Мисал 2 (һармоник parc). 


вәзијјәтдә асылмышдыр. 
Ону һүәјјан ryssa илә аша- 
ғыја тәрәф кәр:к сонра 
бурахыр гар. Һаванын myra- 
виматини вә Јајын күтлә- 
сини нәзәрә алмадан }узун ~ 
һәрәкә! ганунуну тапмалы. 
Һәлли. Јүкүн таразлыг 
позијјотини координат баш- 
гычы кетурмокло KOOP- 


динат охупу |а) истигамә- 
tanne ашагыа тэрэ?) узадаг ' 
(шәкил 234). Јукун тараз- 


лыг вәзијјәтиндән ашағы ја 

тэрэ! узаглашдыгы мәсафә 

(инһирафы) у олсун. Baxs- # 

лан анда |а) ҹәми ^ гәдәр Шажил 234 
узанмышдырса (1 һалдан Ш 

һала кечәркән) вә онун дартылмамыш һалындан таразлыг ha- 
лына (1 һалдан (1 һала) кечәркән узандығы мәсафә А, оларса, онда 


= № Њу олар. - 


Ајдыядыр ки, верилмиш јуко ики гүввә та'сир едир; јајын 
еластиклик гүввәси вә ғғырлығ гүввәси 

Ћук" ганунуна көрә Јајын еластиклик гүввәси онум узан- 
дығы мәсафә илә мутэнасибдир: —кх (бурада к һәр Јај үчүн 
сабит кәмијјәт олуб Јајын барклији“ адланыр). 

Сүкунәт Һалында исә ]укун ағырлыг гувваси Јајын еластик- 
лик гүввәси илә таразлашдығындан P = ^^, олар. Онда Нјуто- 
нуи икинчи ганунуна көрә 


Фу 
те = к\ + к, 
вэ ја 
ау JR 

т in = — ку 
олар. Бурадан = = в? гәбул етмәклә) 

ағы йды 

әз 
вә ја 

у'+®=у=0 (6) 


диференсиал, тәнлији алыныр. 

(6) тәнлији Лармоник оссилјаторун тәнлији адланыр. ha- 
мин тәнлик Јүкүн сәрбәст рәгсләрини тә']ин едир. (б) тәнлијини 
һәлл етмәклә јукун һәрәкәт ганунуну тапмаг олар. 


Белә тәнликләрин һәлли үсуллары ҝәләҹәклә хестәрилочәк- 
дир (ХХХІ). 


$ 2. БИРТЭРТИБЛИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭР 
ВӘ ОНЛАРЫН ҺӘНДӘСИ МЭ"НАСЫ 


Биртартибли диференсиал тэнлик үмуми шәкилдә 
Р(х, у, У) =0 (1) 
кими |азылыр. Бу тонлији ахтарылан функсијанын ‘у’ төрәмә- 
синә нәзаран һәлл етмәк мүмкүн олдугда 


У = /(х, у) (2) 
шәклиндә төрәмәјә нәзәрән һәлл олунмуш биртәртибли дифе- 
репсиал тәнлик алыныр. 


Геромаја нәзәрән һәлл олунмуш биртәртибли диференсиал 
тәнлији, һәмишә 


М (х, у\ах +N (ху) ду = 0 (3) 
диференсиал шәклиндә Јазмаг олар. {Доғрудан да, (2) Tonan- 
ини 


Ч = Қау» 7 (х, У) аду 0 


"Роберт Бук (1633—1703) инкилис алимидир. 
202 


азма 1 М(х,у)=—1 
ими јазмаг олар. Б: рада М (<, у) = F(x,y) вә N 
Пи етан (3) шәклиндә диференсиал тәмлик алыныр. 
Тәрсинә, (3) шәклиндә диференсиал тәнлији (х, у) +0 
олдугда 


у _ Му (4) 
Хүхэ)” 


„М (х, у) + 0 олдугда исә 


#®„ (5) 
dy 
әклиидә Јазмаг олар. 
и а, Adix, у) # 0 олдугда (2) ва (3) тәнликләри «|ни- 
кучлу олар. Умуми һалла исә (3) тәнлији ики TƏN (4) ве 


5) тэнликлари илә ејникучлулур. 
ке ЕНА тәнлијин (3) диференсиал шәк- 
линин үстүн чәһәти ондап ибарәтдир ки, орала х вә у aajn- 
шәнләри е)ни һүгуглудур, онларын һәр бирини аргумент вә ја 
Функсија һесаб етмәк олар. | 
ТЫ ауз ки, диференсиал тәнлијин һәлли уе (х) аш- 
кар шәкилдән башга гејри-ашка вә параметрик шәкилләрдә 
дә верилә биләр. 
ни Фу © 
3 ү! ч = у(х) yur- 
ли}и васитасилә та јин олунан гејри-ашкар y= у (х) Фу 
ы (ХХУШ, $ 1) (1) тәнлијини өдәјирсә, ја ни х-ин муз] эн 
Е чохлурундакы бүтүн ги)мэтлэриндэ F [х, у (x), У (х)| = 0 
ејнилији едәнилирсә, онда дејирлар кн, (2) тэнли]инин һәлли 
(6) тәнлији васитәсилә гејри-ашкар шәкилдә верилмишлир. 
1) тонлији һәллинил 
ы ) х= (0). у= (0) 
парам трик шәкилдә верилмәси о демәхдир ки, ї-нин мүәјјән 
(а, 3) интервалындакы бүтүн гијмәтләриндә 
| АРТ! кө 
| ІҢ УМ жщ 
ији едонилир. | азалы 
ти (2) тәнлијинин һәндәси мо'насмим иза! елек. Бу мог 
садла фәрз едәк ки, х вә у мүст=ви негтасиним коорлинатла- 
ры вә у = (х) функсијасы (2) тәнлијинин һәллидир. у (e) 
функсијасынын графики мустови үзәриндә бир әјри олар. By 
әјријә (вә һәм дэ (2) т. илијинин интегралынын графикинә) (2) 
ин интеграл әјриси д јилер. | 
Тон ш к ү әјриси ҝәсилм. јандир вә онун һәр 
осинда тохунаны вар. 
ее ки, (2) тәнлијинин сағ тар финдэки (х. у) 
Функсијасы һәр һансы ә областында тә јин олун ЛУН вә 
онун бүтүн нөгтэлэриндэ соплу гијмәтләр алыр. Әкәр (х, у 
нәгтәси (2) тәнлијинин интеграл әјриси ү әриндә | рлаширсэ, 
онда һәмин нөгтэдэ интеграл ајрисино чә›илмиш тохунанын 


та 


“бучаг омсалм у’ вә |а (2) бэраборлнми» көрә / (х, у) олар: 
tga- 7 (х, у). Бурадан интеграл ә}рисинә (х,у) нөгтсси 
чакилмиш тохунанын абсис охундан мејл бучағы тапылыр: 
а = arc ig f (x, у). - 57 

Инди һәр бир (хх, у) Єз нөгтәсиндән абсис оху игэа-« 
= arc ig f(x, у) буҹағы әмәлә ҝәтғрәк ох ишараси чәкәк. Be- 
дәликлә, (2) тәнлијинин сағ тәрәфи васитәсилә с областында 


Е 
к. 
яг 
ЭР 
"и. 
а 
1 
Г олот 


Шэкиа 235 


Шакил 236 


истигамәтләр мејданы та'јин олунур (шэкил 235). (2) тәнлији 
көстәрир ки, интеграл әјрисинин һәр бир көгтәсиндә тохуна- 
ный истигамәти ујгун негтәдә мејданын истигамәти илә үст- 
усто дүшүр. Интеграл әјриләри бүтүн башга э)рилэрдэн сла 
Су хассә илә фәргләнир. Демәли, диференсиал тәнлији һәлл 
«тмәк, һәндәси олараг елә әјри тапмаг демәкдир ки, бу әјринин 
истәнилән пегтосиндо тохунанынын кстигамати ујғун нөгтэдэ 
мејданын истигамәти идә үст-үстә дүшсүн (шокил 236). Белә 
әјриләр чох олур, Онлар мүәјјән әјриләр аиләсини (интеграл 

э)рилэри аиләсини) тәшкил 
едир. Бу аиләдән мүәјјән әјри 
ајырмаг үчүн+ Һәмин әјринин 
кечдији бир (Xo, у) негтәси 
верилмәлидир. 


Macaa 1, 
4-40. 7 
-.л де гор 4) 


Бу танлик васитәсилә та'- 
јин олунан истигамотлар меј- 
даны 237-чи шокилдо кесто- 


рилир. 
ын Ајдындыр ки, координат 
Шэкиа 237 башаангычындан чыхан вэ 


станилан (х, у) негтосиндон кечэн һәр бир дүз хәттин истига- 

мәти һәмин нөгтәдә ме]данын истигамэти илә үст-үстэ душур. 
Бу көстәрир ки, у--Сх дүз хатлари (7) диференсиал тонли- 
јинин интеграл зјрилоридир. 

Веридмиш диференсі ал тәнлијин интеграл ә}риләринин 
нечә Јерләшдијини тәсәввүр етмәк вә һәм дэ интеграл әјри- 
ләрини тәгриби гурмаг үчүн изоклинләр (бәрабәр мејлли хэт- 
ләр) үсулундан истифадә етмәк олар. 

Интеграл әјриләринин е]нинстигамэтли негтэлэри чохлу- 
куна истигамәтләр мејданынын изоклини дејилир. (2) тәнли- 
jinan интеграл әјрисинин истигамәтини (|ә ни, тохунанынын 
буҹаг әмсалыны) у” = к илә тә ин етсәк, онда белә истигамә- 


ти олан нөгтәләр уве , (8) 


шәртини өдәјән нөгтәләр олар. Демоли, (8) тәнлији истига- 
мәтләр ке]данынын у’ ~ к истигамәтинә у|ғун олан изоклини- 
нин тонли]илир. Бурада к-ја мүхтәлиф гијмәтләр вердикдә 
мүхтәлиф изоклинләр, је ни (2) тәнлији үчүн изоклинләр 
анләси алыныр. 

Тутаг ки, к-нын бир-биринә 
чох јахын Ki, к, ..., Ка ГИ}- 
мәтләринә ујғун изоклинләр 
гурулмушдур (шэкил 238). Инди 

d 


22252) 


Прил 238 


Шэниа 233 


KK- у}гун олан изоклин узориндо бир неҹә нөгтә кетурэк, 
бу пөгтәләрдән бучгг омсалагрм к, олан вә к = к; изоклинино 
гәдәр узалылмыш дуз хәтт парчалары чәкәк. Сонра нсә бу 
дүз хәтт парчаларынын к = к, изоклинини кәсдији нөгтәләр- 
дән буҹаг эмсаллары к; олан вә к= Ку изоклинини кәсәнә 
гәдәр узалылмыш jenn дүз хәтт парчалары чэкилир. 
Беләликлә, бу просес нәтиҹәсиндә гурулмуш дүз хәтт nap- 
чалары верилмиш диференсиал тәнлијин интеграл ојрисини 
тәгриби ифадә enən (нә она чох јахын олан) сыныг хәтти 
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тәшкил едир. Ајдындыр ки, к=к (i= 1,2,3,..., т 1) 
фәргләри чох кичик олдугда гурулан дүз хәтт парчалары чох 
гыса олар вә онларын әмәлә ҝәтирдији сыныг хәтт тәнлијин 
интеграл әјрисинә даһа Јахын олур. 


Мисал 2. 
y = 2х. (9) 
Диференсиал тәнлијин изоклинләр аиләсинин тәнлији 2х —к 
вә Ја х = 18 олар. Бурада к-Ја к = 0, к=1, к=2,... вә с. 
кими гијмәтләр вердикдә тәнликләри 
x- 0, ая а 1, со, 


олон изоклинләр алыныр. Бу нзоклинлар ординат охуна пара- 
дел олан \үз хәтләрдир (шекил 239). Оу охундан нбарәт олан 
х = 0 изоклининин бүтүн нөгтә;әриндә мејданын истигамәти 


абсис охуна паралелдир (y'= 0 = tge, а = 0). х = + изоклини- 


нин бүтүн өгтэлэрийдэ мејданын истигамәти абсис оху илә 
а == 45° буҹаг әмәлә ҝәтирир (у = (20 = 1, а = 45°). х — 
изоклининин бүтүн нөгталаринда мејданын истигамәти абсис 
оху илә а= — 45° (у = 18 == — 1, а= — 45°) бучаг әмәлә 
ҝәтирир вә с. 

Јухагыда дедијимиз гајда илә гурулмуш М, М, Ma М, М 
сыныг хәтти (9) тәнлијинин интеграл әјрисини тәгриби ифалә 
едир. Бу сыныг хәтт у> х? +С параболасына чох јахындыр. 
(9) тәнлијинин Вэлли исә у = х:--С функсирларыдыр. Бурада 
С параметринә мүхтәлиф гијмәтләр вермәклә алынан паребо- 
лалар (9) тәнлијинин интеграл әјриләри олар. 


$ 3. КОШИ МӘСӘЛӘСИ ВӘ БИРТЭРТИБЛИ 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭРИН УМУМИ ҺӘЛЛИ 


Биртәртибли диференсиал тәнликләрин һәндәси изайы вә 
индијә кими һәлл олунмуш мисаллар кесторир ки, диферен- 
сиал тәнликләрин, үмумијјәтлә, чох вә һәтта сонсуз сајда Вэлли 
вардыр. Бу һәлләрин графикләри верилмиш диференснал тән- 
anjun интеграл әјриләри аиләсини тәшкил едир. 

Тәрәмәјә нәзәрән һәлл олунмуш биртәртибли 

у= f(x,y) a) 
диференсиал тәнлији үчүн бело бир мәсәлә гојулур: бу тән- 
лијин ҝөстәрилән һәлләри ичарисиндэн еләсини тапмалы ки, 
аргументин х = хо гијмәтиндә верилмиш ye у, гијмәтини 
гасын. Буну белә |азырлар: 

У... = у. (2) 

Верилмиш ху әдәдинә аргументин башлангых гијмоти, уз 
әдәдинә исә ахтарылан функсијанын башланғыч гијмоти 
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дејилир. ХУмумијјотло, хү, Yo әгәлләри һәллин башланғыч ги)» 
мәтләри вә ја башлангыч шартлари адланыр. 

Һәллин Xo, Уә башланғыҹ гијмәтләринин верилмәси һәндәси 
олараг мустеви үзәриндә бир (Ху, Ya) негтасинин вә ја (Ху, уг) 
башланғыҹ негтасинин верилмәси демәкдир. 

(1) таглијинин у = (х) һәлли (2) шәртини вә ја е (хо) уе 
бәрабәрлијини өдәдикдә дејирләр ки, һәмин һәлл верилмиш 
Xo Уз башлангыч шәртләрини (вә ја башланғыҹ гијмәтләрини) 
едојир. 

у ТЕ РКИ тәнликләр нәзәријјәсинин әсас мәсәләләрин- 
дән бири (1) тәнлијинин верилмиш Ху, Уә башлангыч шәртлә- 
рини едајзи һәллинин ахтарылмасыдыр. Буна (1) тәнлији үчүн 
Коши мәсаләси дејилир. 

Коши мәсәләси һәндәси олараг белә сејлонир: (1) тәнлији- 
мин верильиш (Xo, У) нөгтәсиндән кеҹән интеграл әјрисини 
тапмалы. 

Бела тәбии бир суал гаршыја ҹыхыр: (1) диференсиал Tan- 
дији үчүн Коши мәсәләси һәллинин варлығы вә јеҝанәл 
Һаггында нә демәк олар? Бу суала ашағыдакы теорем чаваб 
верир: 

Коши теореми (биртортибли диференсиал тәнлијиһ 
һәллинин варлығы вә Деканәлиіи): f(x. у) функен)асы 
(Оху) мустовиснинн ж облаетында косилмојондирсо 
вә бу обаистда кәсилмәјән Г, (к. и) хүсуси төрәмәси 
варса, өнди һәмин областын һәр бир (Xa у) 2 norma- 
си үчүн (1) тәнлијинин (2) башланғыч шортини 
одәјән јеканә у = 9 (ж) һәлли вар. 

Бу, ћондоси олараг о демәкдир ки, теоремин шэртлэри 
өдәнилдикдә в областынын һәр бир (хь, Уо) кегтосиндгн (7) 
тәнлијинин јеканә интеграл әјриси кечир. 
еоремни там исбаты бурада верилмир. Лакин исбатын әсас 
идејасы ашағыда гыса шәрһ олунур: 

(1) ди еренслал тәнлијинин (2) башлангыч шәртиғи өдәјән 
һәллинин ахтарылмасы 


Та yic (3) 
Ё 


тәнлијинин һәллинә еквивалентдир. Ахтарьлгн у функсијасы 
интеграл ишароси алтында олдуғу үчүн (3) тәнлијинә интег- 
paa тонлик дејилир. 4 

(1) диференсиал тәнлијинин (3) интеграл тәнлији илә ејни- 
кучлу олмасы асанлыгла исбат олунур. (1) тенлијинин (2) 
башланғыҹ шәртини өдәјән һәр бир һәлли (3) интеграл тэнли- 
junun ћаллидир, (3) интеграл тәнлијинин һәр бир һәлли исә 
(1) тәнлијини вә (2) башланғыҹ шәртини өдәјир. 

У дәјишәминин ї-дэн асылылығы мэ’лум олмадыгы үчүн 
(3) тэнли]имин сағ тәрәфиндәки интегралы һесабламаг мүмкүн 


э 


дејилдир. Буны керә лә билаваситә ийтгграллама васктоснло 
(3) бәр:бәрлијипдән һәмин топли])ни һәллини тапмаг олма“ 
(3) тонлијипни тәгриби вә дәгиг һәллини ардыҹыл јахын- 
AMUMA усулу васитәсилә лшағыдакы кими тапмаг олар: 
Әввәлҹә у = у, әдәди (3) тәплијинип сыфырынҹы јахын- 
лашмасы ћесаб олунур. Сонра иса є 


же елда 


бәрабәрлији васитәсилә тәнлијин бириичи | хынланг асы талыг 
лыр. Бу барабарла|ин сағ тәрәфиндәки интеграл алтында {-нин 
молум функсијасы (у, һәгиги әдәд олуб ї-дон асылы дејил- 
дир) јазыллығындан һәмин интегралы ћессбламаг мүмкүндүр. 
Танлијин икинҹи /ахиллашмасы Ы 


уе SIU у) 


бәрабәр лије васктэсила вә нәһајәт, п-чи |ахынланмасы 
Уо + унай ШШ 
% 


бэрабәрли]и васитәсилә тапылыр. 
Теоремин шәртләри өдәнилдикдә, белә гурулан fya! (Yn = 
= У» (х)) арлычыллыгы муәјјән (хо — 5, х--8) (2 2 0) интгр- 
налында мүнтәзәм |ығыландыр. Ардычыллығын 
У(Х) = lim ул (х) 
пзе 


лимити (3) интеграл тонлијиним јекано һәллидир. Онда һәмин 
Функсифа (1) топлијиним дә (2) башлапғыч шәртини өдә}ән je- 
ханә Foam олар. 

Гејл едәк ки, у, (х) функсијаларынын Вор бирини (1) Tan- 
ли]инии тәгриби Вэлли һесаб етмок олар. 

Коши теоремнидэн ајдыйдыр ки, (1) тзилимиии сопсуз 
сајда һәлли вар. Догрудан да, теоремин зизртло и лони, 
дикдә һәр бир (Xy, уз) Сә негтэси үчүн (1) тәнлијинин $ {х 
башлангыч шэртини өдә}ән Јеҝанә y (х) һәлли сар. Ин! 
һәмин областын башга бир (Xo yı) пәгтәсіні (у >y.) һө y- 
рэк. Теорема көрә (1) тәплијиини ©; (х) Yı бнилаагыч из 
лини эдэ) а У =, (4) Һәлли дэ вар. Бу һәлл vanan у 
ћодгиндон фәрглндир (чүнки бир хээд, пагтәспидә у = 


x) 
б) 
фуиксијасм нки мухтәлиф Ур вә у, гијмәтләрини ила бая» 
мох). Јени (Хо, уг) башланғыҹ шэртн (уз A уо, Уз / У) башга 
бтр у Ф (х) һәллини тәҢия "дәр (шэкил 240) во с. 


Беләликлә, Хо, Уә башлангыч ги)мэтлэрийны биринчисини, 
руцн хум, сабит һесаб еләрәк, икяпчисини, JINN уо-м мүәјјән 
ипгервалла дәјишдирсәк, онда уз-ын һәр бир гијмәтинә (1) 
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тәнлијинин бир һәлли уун олар. Ајдындыр кн, бу һәлләр 
чохлугу уудан асылыдыр: у — $ (л, уо). 

Бурада уз әдәди С (парамет- 
рн) илә әвәз едилдикдә (1) тән- 
лијикин 

у= (8) 6) 
һәлли алыныр. Буна (1) тәнли- 
junan умуми hornu дејулир. 

puf. 0) диференсиал 
тонлијинин ихтијари С пара“ 
метриндон асылы олан у = 
-е(х. С) һлллинэ о заман һәмин 
тәнлијин үмуми һәллш де)илир 
ки, Фомин _ ћолдгн С napa- 
иетринә" мудјјон Су гшімәти вермәклә истәнилән уђ=== Yo 
башланғыч шәрти едгјон у = ә (х, Ca) һәллини алмаг syn- 
күн олсун. Бурада (Xo, yo) нөгтӛси (7) тонлијинин һәллинин 
тарлығы вэ јеканәлији теореми шәртләринин одани лдији в 
областына дахилдир. 1 

(1) диференсиал тәнлијинин үмуми һәлли 


‚ (х,у, С) =0 ЯС) 


тәплиіи васитәсилә гејри-ашкар шэкилдэ дә верилә биләр. Бу 
basaa. (6) барабаэрли)инэ (1) диференсиал тәнлијинин умуми 
интегралы ле!илир, 

(1) диференсиал тәнлијинин үмуми һәлли 

x= (С), у= 9 (1. С) 2 
параметрик шәкилдә дэ верила биләр. 

(1) диференсиал тәнли}инин (5) үмуми һәллиндән С napa- 
метринә музјјан С - С, ги}мәтн вермәклә алынан у = ә (x, С} 
функсијасына Һәмин тәнлијин хүсуси Полли дејилир. 
F(x, у, С) =: 0 мунасибати исә диференснал тәнлијин хүсуси 
интегралы алланыр. : 

Һәндәси олараг үмуми һәлл (вә ја үмуми интеграл) бир 
ихтијари сабитдан (вә ја бир параметрден) асылы олан инте» 
грал әјриләрн аиләсиндән ибарәтдир. Хүсуси һәлл (вә ја хү- 
суси интеграл) исә мүстәвннин в :рилынш (ха. уе) нөгтәсиндән 
кечан интеграл ә)ридир. 

Диференсиал тәнлијин (2) башлангыч шортини өдә)ән (ху- 
суси) һәллини вә ја (Xo, Yo) көгтәсиндән кечэн интеграл әјрн- 
сини тапмаг үчүн (5) умуми һәллиндә {х = хо, 89 у = УН 


би СИР хо, Ун С) ној: 0) 


« y АЛЬ 

бәрабәрлнјхни С-|ә нәзәрән Һәлл етмәк лазымдыр. Бурадан 

тапылан С = С, әдәднии (5) бәрабәрлијиндә (ве ја (6) бәра- 
~ 4 чу Б" 2 


“и 4 > 
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бәрлијиндә) С әвәзинә, Јазмагла (2) башланғыч шартини өдә}ән 
y= (х, Co) 
һәлли (вә ја F (x, у, Co) = 0 интегралы) алыныр, 
Тутаг ки, (1) диференснал тәнлијинин сағ тәрәфи у-дән 
асылы дејилдир, ја ни һәмин тәнлик 
у = f (х) (8) 
шәклиндәлир вә f (х) функсијасы һәр һансы (а, 0) интерва- 
лында кәсилмәјәндир. Онда интеграл һесабындан мә’лумдур 
ки, ахтарылан у Функсијасы ашағыдакы кими талылыр: . 


у-) дах. (9) 


Бир С параметриндән асылы олан (9) бәрабәрлији (8) Tən- 
лијинин үмуми ћаллини (вә ја интегралыны) то'јин едир. Ола 
биләр ки, (9) бәрабәрлијинин сағ тәрәфинләки интеграл һесаб- 
ланыр вә нәтиҹәси елементар Функсијаларла ифадэ олунур. 
Ола да биләр ки, һәмин интегралы елементар фупксијаларла 
ифадә етмәк мүмкүн дејилдир (ХХІ, $ 7). 

Бу һалларын һәр икисиндә (8) тәнлијн һәлл олунмуш ће- 
саб ‘олунур. 

Үмумијјәтлә, верилмиш диференсиал тәнлијин һәллинин 
тапылмасы бир вә ја бир нечә гејри-мұәјјән интегралын һесаб- 
ланмасмна катирилдикда һәмин диференсиал тәнлик hana 
олунмуш һесаб олунур. Бу һалда, бэ’зэн дејирләр ки, верил- 
миш диферепсиал тәнлик квадратура илә һәлл олунур. 


Мисал. 
' уму, (10) 
Тәнлијин сағ тәрәфиндәки f (х, у) = у функсијасы учун бү- 
түн (Оху) мустовисиндо Коши теореминин ‘шэртлари едони- 
лир. Буна көрә дэ мүстэвинин 
истәнилән (Xo, Yo) нөгтәсиндән 
верилмиш тәнлијин јекана инте- 
грал ә)риси кечир. 
Тәнлијин үмуми һәлли бир 
параметрдән асылы 
у=Се* (11) 
функсијасыдыр. “Доғрудан да, 
(11) фукксијасы ихтијари С үчүн 
(10) тәнлијини өдәјир: 
(Се - се, Се“ Се“. 
Веридмиш ихтијари (Xó, Yo) 
башланғыч гијмәтләри үчүн исә 
С параметринин елә Со гијмо- 
тини тапмаг олар ки, 
у= Се 


Шәкил 241 


Полли , 
Уч = Уо 
башланғыч шартини өдәсин. 
Бу мәгсәдлә С-нин С, гијмотини 
Уо = Се“ 


бәрабәрлијиндән тапмаг лазымдый: С = Co = уье *. 
Алынан 
угуе “-е вә ја у=уе “ 
һәлли (2) башланғыч шортивн өләјир. 
С параметринин мүхтәлиф гијмәтләринә ујғун интеграл 
әјриләри 241-ҹи шәкилдә көстэрилмишдир. у = Yo е Һәлли- 
нин графики (Xo, уу) негтэсиндэн кечир. 


5 4. ДӘЈИШӘНЛӘРИНӘ АЈРЫЛАН ТЭНЛИКЛЭР 


1. Тутаг ки, М(х) вә М (у) функсијалары ујғун олараг 

(а, b) вә (1, d) интервалында кәсилмә)әндир. Бу һалда 
М (х)ах+М (у) аут 0 (0 

тәнлијинә дәјишәнләринә ајрылмыш (диференсиал тәнлик 
дејилир. (1) тәнлијиндә дх-ин әмсалы анҹаг х-дэн, фу-ин ƏM- 
салы анҹаг у-дән асылыдыр. 

Фәрз едәк ки, у (х) функсијасы (1) тәнлијинин һәллидир. 
Онда һәмин функсија (а, 2) интервалында (1) тәнлијини ејни- 
лије чевирир: а 


М (х) ах + N |y (ху (х) = 0 (2) 
Бу ејнилији интегралладыгда 
јмбјах+јА (иду С (3) 


мүнасибәти алыныр; бурада С ихтијарн сабитдир. 

Демәли, (1) тәнлијинин һәр бир һәлли (3) тәнлијини дә 
едајир. Тәрсннә, әҝәр у (х) функсијасы (3) тәнлијини өдәјирсә, 
онда һәмин ејнилији диференсиалладыгда (2) мунасибэти алы- 
ныр. Бу да һәмин функсијанын (1) тәнлијини өдәдијини кесто- 
рир. 

Бурадан ајдындыр ки, (3) тәнлији (вә | бәрабәрлији) 11) 
тәнлијинин бүтүн һәлләрини- тә”Јин едир. Буна көрә дә (3) 
мунасибати (1) тәнлијинин үмуми интегралы олар. Ола биләр 
ки, (3) бәрабәрлијиндә иштирак едән интегралларын бирн вә 
Ја һәг икиси елементар функсијаларла ифадә олуна билмир. 

ухарыда гејд eTa јимиз кими, бу һалда да (1) диберенс 

тәнлији һәлл олунмуш һесаб олунур вә 2) бәрабәрлији онун 
үмуми интегралыны (һәллини) тэ’)ин едир. A (у) * 0 олдуг. а 
(3) бәрабәрлијиндән (1) тәнлијинин у һәлли х-ин гејри-ашкар 
Функсијасы кими тэ’]ин олуна биләр. 


(1) тәнлијинин үмуми интегралыны мүәјјән интеграл BACH- 
тәсилә 


f Mart (мому-с С 


х Yen 
шәклиндә Јазмаг олар. Бурадан (1) тәнлијинин у(х,)= Yo 
башлангыч шәртини едэ)эн һәлли 


Гада м (y)dy = 0 


кими тапылыр. Р 

Мисал 1. ехӣх + уйу = 0 тәнли|иии һәлл етмәли. 

Бурада М (х)=е“ вә № (у) = у функсијаларынын һәр икиси 
(— со, се) интервалында кәсилмәздир. Буна көрә дә һәмин 
тәнлијин үмуми һәлли (3) бәрабәрлијиндән 

реа рау = с 
вә ја ~ 
е+5 = С 
шәклиндә тапылыр. 

2. Фәрз едәк ки, М(х) вә Му) (2 = 1, 2) функсијалары 
уіғун олараг (а, 2) вә (1,4) интервалында кәсилмәјәндир. Бу 
палда 
М, (х) №, (у) dx + М, (x) №, (Y) dy = 0 (5) 
тәнлијинә дәјишәнләринә ајрылан тәнлик дејилир. (5) тәнлији 
дәјишәнләринә ајрылмыш тәнлијә котирилир. Бу мәгсәдлә hə- 
мин тәнлијин һәр ики тәрәфини А, (у) М, (х) % 0 һасилинә 


бөлмәк лазымдыр: 
M dyp ММУ) ду = 0. 


Муж) м, (5) 
Дәјишәнләринә а)рылмыш бу тонлијин үмуми интегралы 
M бру ау С" 6 
Japet] жы У 9 


олар. (5) тонлијићин (6) үмуми интегралындан алыма билмәјән 
башга һәлләри дә ола биләр. Белә һәлләр №, (у) М(х) = 0 
бәрабәрлијинин едэнилди)н нәгтәләр ичәрисиндә олар. 

Тутаг ки, у = уу әдәдин №, (у) = 0 тәнлијипин һәллидир: 
№0) =0 (< <). ду =0 вә №, (у) = 0 олмасындан 
ајдындыр ки, фу = у, функсијасы (5) тәнлијинин ћоллидир. 

М, (х!) =0 (а < х, <b) бәрабәрлији өдэнилдиклэ исә хөх, 
функсијасы (5) тәнлијинин һәлли олар. 

Мисал 2. хуйх + (14-32) ау = 0 танлијини Волл етмәли, 

Бу тәнлијин һәр ики тәрәфини у(1 + х") 0 һасилинә бел- 
дүкдә дәјишәнләринә а)рылмыш \ 


= ах+ =0 
2) 


тю 
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тәнлији алыныр. Бунун үмуми интегралы 
(и) + пјуј=т С, С>о 
(бурада С сабити Іп С илә ишарә олунур), 
ИТ |у|= С 
олар. 


ар. 
Мисал 3. еу sin х dx + х ду = 0 тәнлијинин үмуми интегра- 
лы ашағыдакы кими тапылар: 


мэх = 
гэсс 0 
јуан. [е с, 
х е? 
уа -е = С. 
х 


$ 5. БИРЧИНСЛИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭР 


1. Тутаг ки, мүәјјән о областында тә |ин олунмуш икидәји- 
шәнли Ј (х, у) функсијасы верилмишдир Истэнилэн (х, у)Є= 
негтоси вә (tx, ѓу) Сә шәртини өдәјән һәр бир £ әдәди үчүн 

$ (tx, ty) =t" f (x, у) (1) 

ејмилији өләнилдикдә f(x, у) функсијасына ә областында а 

дәрәҹәли бирҹинсли функсија дејилир. Мәсәлән, 
1 


Л б у) = ху +, /з(®, У)= ве (ж ) = ТЕ 


Функсијалары ујғун олараг 2, —1 вә 0 дәрәҹәли бирҹинсли 
функсијаларды! - 
fa (tx, ty) = tx-ty + (х) = t (xy + x°) = Ë fi (жу), 


ані рт 
ТЫЙ УЛУ Ha (к. у), 
хоу 0 мей. 
а ге“ t fa (x, y). 
2. f (х, у) функсијасы х вә у дәјишәнләринә {нәзәрән сы- 
Фыр дэрэчэли бирчинсли функсија олдугда 


Р” Јоу) (2) 


тәнлијипә бирҹинсли диференсиал тәнлик дејилир. 

Бу тәнлији һәлл етмәк үчүн / (х,у) функсијасынын сыфыр 
и бирҹинсли функсија олмасыны, ја'ни һәмин функси- 
анын 


Јах ту)» 


F (tx, ty) = @ f (x, у) = f (x, y) (3) 
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бәрабәрлијини өдэмэсинн нөзэрэ алаг. (3) бәрабәрлијиндә 
t= тұ? гәбул етсәк, 


Иль 
олар, Бу бэрабэрли]ин саг тәрәфиндәки 12) ифадәси = 


нисбәтинин мугјјен функсијасыдыр. Һәмин функсијаны о (>) 
ила ишарә етдикдә, (2) тәнлији Ч 
КА я 
пет (9 (9) 


шәклиндә јазмлњђ. (2) вэ (4) тәнликләринин еквивалент олма- 
сы үчүн х = 0 һесаб етмәк лазымдыр. 


(4) тонлији = == әвәзләмәси васитәсилә дәјишәнләринә 
ајрмлан тэнли]э кэтирилир. 
Догрудан да, 4 Р 
= ха, У = -a 
т" а= 
олар вә (4) тәнлији 
а. ёш.0)- 
га лд #09: =) = 
кими јазмлар. Бурадан x 
s 4 (2) 20; 
x 
4 
ЕТТЕ 


#0) — 


їп с+ | оз ==%Х, х= Се 
4: 


©з = (2) гәбул етсәк,[(4) тәнлијинин үмуми HH- 


алыныр. | 

х 
тегралы , 
«(3- 
х= Се (9 (5) 
шәклиндә ]азылар. 

raja Хусуси һалда, $ (г) = = олдугда (4) тәнлији дојишонлорино ајры- 
пн = = тонлијино чевриаир. Бу тәнанјин үмуми һәлли у= Сх (x40) 
функсијасыдыр. дей 0 өдәнилирсә, лакин мүәјјән 2-7) гијмотин- 
дә ẹ(z,)— 2, = 0 бара догрудурса, ‘онда # = д функсијасы хи 
== (2)—2] dx тәнлијинин basan олар. Буна (4) тәнлијинин у--г,х һәлли yj- 
ғундур. ћомин һәлли, бә'зән (5) үмуми интегралындан (һәллиндән) алмаг 
мүмкүп олмур. 


кары БРД - 
Мисал 1. Бирчинсли = ET] јенлијини һәлл ст. 
моли. 

#4 


у dy dz 

— == вә ја y=xz әвәзләмәсини апарсаг, — =2+х“^ олар. 
х А? рен ата Р 
Онда 


(дәјишәнләринә ајрылан тәнлик), 


{= 8 пх=ас— 4, х-Се 7, 
х а 2 


4 х=Се ' 
олар. Сочунчу ифадә верилмиш тәнлијин үмуми интегралыдыр. 
$: М(х, у) во N(x, у) зар ејни дәрәҹәли бир- 
ҹинсли функсијалар олдугда ч 
М(х, ујах + М(х, ујау= 0 (6) 
тәнлији дә бирҹинсли тәнлик адланыр. Бу тәнлији (2) бирчинс- 
ли тәнлнк шәклинә ҝәтирмәк олур: 
ЗУ. ЊУ) аи 
=== М(х у) Ко, у), (N(x, у)0). 

Гејд едәк ки, бирҹинсли (6) тәнлијини (2) шәклинә ҝә- 
тирмәдән дә һәлл стмэк олар. Бу мәгсәдлә у= х2 (ду = хаг + 
+ аах) әвәзләмәсиндән истифадә етмәк лазымдыр. 

Мисал 2. Бирҹинсли (х + у)ах — (у — х) ду = 0 тәнлијини 
Һалл етмәли. 

У = Ха әвәзләмәсини апарсаг, ду = хаг + гах олар. Онда 
верилмиш тәнлик 

(х+х2)4х—(хг—х) (хаг+24х)=0 
ва ја ы 
а (1+2г—:°)4х+х (1-2) 42=0 
шаклинда Јазылар. Бурадан тәнлијин умуми интегралы алыныр: 


0,1 т 1692—22] + 10 || = InG, 


=C, х'+Фух—у:=%, 
4. | муз]эн кәсилмәјән функсија олдугда 
dy _ || ахуе с 
ах (5518 кв | 
шәклиндә тэкликлэр бирчинсли тәнли)ә котирилир. с--с,- 
олдугда (7) танлијинин бирҹинсли олмасы ајдындыр. Буна к 
рә дә с вә сүэдэдлэринин һеч олмаса биринин сыфырдан фәр 
ли олдуғу һала бахаг. 
Тутаг ки, аб, —а,0%0. Бу һалда (7) тәнлијиндә 
х=ї+о, утв 
әвәзләмәсини апармаг лазымдыр: 
8... ( а ая bite } (8) 
СУ беба да + с, 


Әҝәр а вә 8 әдәдләрини 


аз4-08--с--0, 
алж ёс,-0 
системинин һәлли кими тә ин етсәк, онда (8) тәнлији бирҹинсли 
dr, В 
Е 
4 


тәнлијинә чеврилар. 
а ТИГ 
аф, —а;0=0 олдугда исә THRE їйл ^ мүнасибәтиндән а, = 
=a, ћ = алыныр. Бу гијмәтләри (7) тәнлијиндә јеринә 
јазсаг вэ г—ах+ђу әвәзләмәсини апарсаг, ойда (7) тәнлији дә- 
јишанлорино гјрмлан тәнлијә чеврилэр. 
Мисал 3. 
_4у 529—9 (9) 
ак 3х--у-1 ` 
Бу һалда аб,--а,0-- — 11%0 олдуғундан х= а, у= 7+8 
әвәзләмәсини апармаг лазымдыр. Нама'лум a вэ 8 әдәдләри 
564-28-9-0, 
3а-ф-1-0 
системинин Вэлли кими тә |ин едилир: ф- 2 вә aml. 
Онда х= Е+1, у=7+2 әвәзләмәсн васитәсилә (9) тәнлији 
бирҹинсли 
т. зан 
а 3—7 
тәнлијинә ҝәтирилир. Бу тәнлији %--іг әвәзләмәсини апармагла 
Һәлл етмәк олар: 


3: 5 
244-42. И — 1 ЖШ Ж 
ГА і 
са 8. ле = м + С, 
2 2—45 2 


5 1 3 5 
— ас | —— | 22—24 5| = ШЕС. 
ую е У19 2 | ын 


Бурадан (9) тонлијинин умуми интегралы тапылыр: 


56. БИРТЭРТИБЛИ ХЭТТИ ДИФЕРЕНСИАЛ 
тонликлор А 
Ахтарылан функсија вә онун төрэмэсинэ нәзәрән хәтти олан 
тәнлијә биртәртибли хәттн диференсиал тәнлик дејилир. Бир- 
тәртибли хәтти диференсиал тәнлији 
У +Р(Х)у = [(х) о 
шоклиндо јазмаг олар. 
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|(х) ==0 олдугда алынан 
У +р(х)уу=0 (2) 

танлијино (1) танлијино ујғун олан хәтти бирҹинсли тәнлик 
дејилир. f(x) # 0 олдугда (1) тәнлији хәтти бирҹинсли ол- 
majan диференсиал тәнлик адланыр. 

Фәрз едәк ки, р(х) вә f(x) функсијалары мугјјан (а, b) 
интервалында кэсилмаздир. (1) тәнлијини ашағыдакы кими јазаг. 

y'= —р(х)у+ j (x). У 

Ајдындыр ки, бу һалда f(x. у)= —р(х) y+ fx) функсија- 
сы в=(а<х<5; — со <у< ов) областында кәсилмәздир вә һә: 
мин областда кәсилмәјән /у(х, у)— —p (x) хүсуси төрамасн Bap- 
Буна көрә дә диференсиал танлијин ћоллинин варлыгы вэ 
јеканалији теореминә ($ 3) көрә (1! тәнлијинин истәнилән 
Xos Vo ( (Хо, уу) © =) башлангыч шэртини едајан јекано Һәлли вар: 

(2) тәнлијинин һәлли. Бу тәнлик дәјишәнләринә ајрылыр. 

А> р (a)y =0,-#- = —р(х)ах. 
ах У 
Ахырынҹы тәнлији интегралдасаг, 
піуі-- Ір(дах + їп|С| 
ўа 
тын (3) 

аларыг. Бу (2) тонлијинин үмуми һәллидир. 

1) тәнлијинин һәлли. (1) тәнлијини мүхтәлиф усулларла 
һәлл етмәк олар. Бурада һәмин тәнлик сабитин вариасијасы 
үсулу илә һәлл едилир. 

(1) тәнлијинә ујғун олан (2) хәтти бирҹинсли тәнлијинин 
|87 poun һәллиндәкн ихтијари С сабитини х-дом асылы елә 
С-С(х) функси|асы һесаб еләк ки, алынан 


— [ром 
y=C (же (9 
функсијасы (1! тәнлијинин һәлли олсун. Онда 
хэ! -іжәз| 
Сіхе” --р(х)1С(жде 1- Қа). 
= fpes ГОЛ -(рама 
С’(к)е ` —бС(х)р(х)уе” ФС(ур(хїг? = Қо). 
ЕЯ 
С'(х)е ` = Ро), 
не Р 
С' (х) = (х) е" 


Бурадан намэ’лум С (х) функсијасы тапылыр: 


22 
C(x)= (Где! 4х-С. 
27 


Бу гијмәти (4) бәрабәрлијиндә Јеринә |аздыгда (1) тэнли- 
јинин үмуми ћодли алыныр: 
= јр | {м 
уе? ) Паје ах+С |. (5) 
“Ардындыр һи, (1) тәнлијинин (5) үмуми һәлли ики интег- 
раллама (квадратура) васитәсилә тапылыр вә ики топлананын 
ҹәминдән ибарәтдир: биринҹи топланан (2) бирҹинсли тәнли- 
Јинин үмуми һәлли 
= Гоја 
4 У 
е 1 
икинчи топланан исә (1) танлир нин бир хүсуси һәлли 
(ыа (жам 
Е ШЕ ах 
(бу хүсуси ћолл (5) үмуми һәллиндән С=0 олдугда алыныр) 
Мисал. у += = x? хәтти тәнлијини һәлл етмәли. 
х 
Бу танлија ујғун олан бирҹинсли 
"ҮА Ж 
y+ аи о 
тәнлијинин үмуми Полли 
6 
т 
олар. Инди елә C(x) фуньсијасы тапаг ки, 
у= 2 (6) 
Функсијасы верилмиш тәнлијин һәлли олсун. Бу мәгсәдлә (6) 
функсијасыны верилмиш тэнликлэ Јерина Jasar; 
Са С(х) + 16 (х) =x, С (х) а 
х ж ж 


С) == есі. 


Бурадан ајдындыр ки, верилмиш тәнлијин үмуми һәлли 
4 х 


олар. 


$7. БЕРНУЛЛИ ТӘНЛИЈИ 


Тутаг ки, р (х) вә f(x) һәр һансы (а, 7) интервалында кәсилмә- 
Јән функсијалар вә т истәнилән һәгиги әдәддир. Бу һалда 
у+р(х) y=f(x) у" (1) 
шәклиндә танлија Бернулли тәнлији де]илир. т=0 вә т=1 
олдугда (1) тәнлији ујгун олараг хәтти вә дәјишәнләринә aj- 
рылан тәнлијә чеврилир. 
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Бернулли тәнлији m#1 олдугда әвәзләмә васитәсилә хәтти 
тәнлијә ҝәтирилир. Буна инанмаг учун (1) тәнлијинин һәр ики 
тәрәфини у" (ужо) ифадәсинә бәләк вә алынан 

уљу +p (к) ут" = f (x) 
тәнлијиндә у "= 2 әвәзләмәсини апараг. Онда 


(— ту у ==, у "у = 


вә 2 дәјишәнинә нәзәрән 
# + — тур (х) = = [(х)(1-т) (2) 
хәтти тәнлији алыныр. Бу хәтти тәнлијин үмуми һәлли (56) 


(атр [Оша 
4 (е-е т) де «| 


2-6 


олар. Бурадан у=='" олдуғундан (1) тәнлијинин үмуми ћол- 
ли ашағыдакы шәкилдә алыныр: 


-(а-туихиа 
у је“ 


оини — 
[eifa Pel) . 6 


Ајдындыр ки, y=0 функсијасы т>0 олдугда Бернулли 
тәнлијкнин һәллидир. Бу һәлл ”:>1 олдугда (3) үмуми һә, 
линдән С=‹©(С—‹сс) кетурмокло алыныр, 0<т<1 олдугда 
ибә бу һәлл-үмуми һәлдән С сабитинин һеч бир гијмәтиндә 
алынмыр. 

Мисал. у'--ху=ху? (т 3) тәнлијини һәлл етмели. 

Тәнлијин һәр ики тәрәфини у" функсијасына бөләрәк, у =2 
әвәзләмәсини апардыгда ` 


Тоха к, 2 — 0 = -9х 


хэттн тәнлији алыныр. Бу тәнлијин үмуми hasan 
z= Се" +1 
Функсијасыдыр. Бурадан верилмиш тәнлијин 
у = Се" +1 
умуми Пэлли алыныр. 


$8 ТАМ ДИФЕРЕНСИАЛЛЫ тэнликлэР 


1. Тутаг ки. М(х, у) вә N(x, у) функсијаларм биррабитали 

ә областында то'јин олунмуш кәсилмәјән функсијаларлыр. Ди- 
ференсиал шәклиндә Јазылмыш ы 

М(х, у)ах--Х(х, у)ау-0 (1) 

тәнлијинин сол тәрәфи һәр һансы икидә)ишәнли U(x, у) функ- 

ијасынын там диференсиалы оларса, |э’ни 
40 (х, у)- М(х, у)4х--Х (х, у) ау (2) 
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өдәнилирсә, онда һәмин тәнлијә 2 областында там диферен- 
сиалмы тәнлик дејилир. 
(1) тәнлији там диференсналлы тәмлик олдугда ону 
dU (х, у)-0 
шәклиндә јазмаг олар. Бу бәрабәрлијин һәр ики тәрәфини ин- 
тегралламагла (1) тәнлијинин үмуми интегралы тапылыр: 
U(x, у)=С. 


Мисал 1. (2х + 2 јах+пхау-0 тәнлијинин сол тәрәфи 
U(x, у)-х--уіпх функсијасынын там диференсиалыдыр: 
dU (x, у) = (2x + == | dx + In хау. 


Буна көрә до верилмиш тэнли]ин үмуми интегралы 
хљупх=С 


олар. 

азия ајдындыр ки, там диференсиаллы тәнликләр квад- 
ратура илә чох асан һәлл олунур. Она көрә дэ верилмиш AH- 
ференсиал тәнлијин там диференсналлы олмасыны билмәјин 
бејук әһәмијјәти вардыр. Буну неҹә билмәк олар? 

2. Теорем. Tyma: ки. М (г. у) вә N(x, у) фупкси ja- 
лары биррабитоли 5 областында ma'jun олунмуш 
дур, посилмајанди р вә кәсилмәјән ти. 315 и 
хүсуси торомолори вар. Бу һалда (1) нонли дин ин с 
областмида там диференсиаллы топлив олмасы 
учун һәмин областми бүтүн нөгтәләриндә 

ФМ4ж у) М(х у) (з) 
ду ох 
бәрабәрлијинин одәнилмәси лә ру pu вә кафи шә ртди р. 

Шәртин зәрурили}н. Тутаг ки, (1) тәнлији там диферен- 
сиаллыдыр вә (2) бәрабәрлији едэнилир. Онда вс областынын 
бүтүн негтолариндо 


бе» аха - 26 ду М(х, ууах + У (x, уу 
ох ду 
олар. Бурада! 
oU х. y) 


J Р 
= М(х, у), “ел. =N (x, y) 


Өх 
ејниликләри алыныр. Бу бәрабәрликләрин биринчисини у-ә 
нәзәрән, икинчисини исә х-ә нәзәрән диференсналладмгда 
„PU (х, У) ӘМ (х, у) DU (х, у) _ дМ(ху 
К дхду ” ду ы ðyðx 771 

мүнаснбэтлэрн, бурадан исә икитәртибли гарышыг төрәмәлә- 
рин бәрабәрлији һаггында Шварс теореминә (XVII, $ 8) әсасән 
(3) бәрабәрлији алыныр. 
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Шәртин кафилији. Тутаг ки, 2 областынын бүтүн нөгтә- 
ләриндә (3) бәрабәрлији өдәнилир. Онда елә U(x, у) функси- 
асы тапмаг олар ки, 


МЕ) мх, у), цы, у) (4) 
x T 


барабэрликлэри 2 областында едонилсин. Бу Функсијанм Tana 
маг үчүн = областынын истәнилән (Xo, Уә) негтосини көтүрэк 
вә (4) барабарликларинин биринчисиндэн U(x, у) функсија- 
сыны тапаг: 


U(x, у)- | М(х, ујак + е (У). (5) 


(5) бәрабәрлијиндә интеграллама х-ә нәзәрән апарылдығы 
үчүн ихтијари С сабити әвәзинә диференсиалланан ихтијари 
Ф (у) функсијасы көтүрүлмүшдүр. Имди бу е (у) функсијасыны 
илә сечәк ки, (5) бәрабәрлији илә тә ин олунан U (x, у) Функ- 
сијасы (4) бәрабәрликләринин икинчисини до едосин. Онда 


ВИ у) ре уа ”т 
М ла умо, у)ах++' (у) 


ду 
олар. Бурада . 
x х 
ЗЕДІ ујах = [Мез ах 
эў % 9 


барабэрли|ини вә (3) шәртинә көрә 
дм(х. уу _ 
, =. 
олдугуну назэрэ алсаг, 


N(x, у- 0 аке (у) 
: 


х. у) 


ва ја 8 
жу) =N (хо, У) 

мүнасибәти алынар. Сонунҹу бәрабәрликдән ахтарылан $ (у) 

Функсијасы тапылыр: 


у 
$ (5) = [У (хо, У) ау тС 


у 
(С ихтијари сабитдир). е (у) функсијасынын бу гијмәтими (5) 
бәрабәрлијиндә Јеринә јазсаг, тәләб олунан U(x, у) функсија- 
сыны аларыг: . 


Ч Ч 
Шх, ун | M(x. y)dx+ | N (xo у)4у+С. 6) 
Ајдындыр ки, бу. бәрабәрлији илә тојин олунан U(x, у) 


функсијасы (4) бәрабәрликләринин икисини дэ өдәјир, }ә'ни 
(1) тәнлији там диференсиаллы тәнликдир. Кя 


Беләликлә, шәртин кафилији исбат олунаркән, һәм дә ax- 
тарылан U(x, у) функсијасынын тапылма гајдасы (]э’ни (6) 
дустуру) кесторилди. Апарылан мүһакимәдән а)дындыр ки, 
там диференсиаллы тәнлијин үмуми интегралы 


х у 
(мо. ујах + МЕ ујду= С (7) 


олар. . 
Мисал 2. (3х2--у)4х--(х--4 у?) ду=0 тәнлијини һәлл етмәли, 
Бу танлик үчүн 3 


М (х, у!--3х“--у вә N(x, у) =х+4у° 


олдугундан бүтүн (Оху) мүстәвисиндә теоремин 

эм р ам 

ду 9х 
шәрти едэяилир. Демәлн, верилмиш тәнлик там диференсиал- 
лы тэнликдир. Бу тонлијин үмуми интегралы (7) дустуру илә 
тапылар: 


х y 
| (3х?+ у)ах + | 4у' ду = С, (х= у = 0), 
$ “ 


ю+ух+у*'=С. 

3. (1) тәнлији там диференсиаллы олмадыгда ону бә'зән 
там диференсналлы тэнли]э кәтирмәк мүмкүн олур, Бу мәгсәд- 
лә (1) тәнлијинин һәр ики тәрәфини елә p=p (х, у) функси- 
јасмна вурурлар ки, алынан 

' вМ(х, ујах –—њ У (x, ујау=0 (8) 
тәнлији там диференсиаллы олсун. Белә p(x, у) функсијасына 
(1) тәнлијинин интегралла/мчы вуруғу дејилир. 

Верилмиш тәнлијин интеграллајыҹы вуруғуну неҹә та- 
пырлар? 

(æ, у) Функсијасы (1) тәнлијинин иңтеграллајычы вуруғу 
олмасы үчүн (8) тәнлији там диференсиалды олмалыдыр. Бу- 
нун үчүн исә $ 
дам) _ ом) 


ду ох 
ва ја 
д 7 (дм _ ом) 
мм [2 N) (9) 
дх ду ду дх 


шәрти едонилмолидир. (9) тәнлијинә ахтарылан p(x, у) функ» 
сијасынын хусуси төрәмәләри дахилдир. 

Демәли, (1) тәнлијинин р(х, у) интеграллајыҹы вуругуну 
тапмаг үчүн (9) хүсуси төрәмәли диференсиал, тәнлијини һәлл 
етмәк лазымдыр. Бу мәсәлә, үмуми һалда, (1) тәнлијини ин- 
тегралламаг мәсәләсиндән чәтиндир. 
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Бир сыра хүсуси һілларда интеграллаычы вуругу тапмаг 
мүмкүн олур. Бурада p (x, у) функсијасынын х, у дәјишәнлә- 
ринин анчаг бириндән асылы олдугда тапылма гајдасы кеста- 
рилир. 

к= (x). Бу һалда (9) тонлији 


му 38) _ 
9х 
ва ја * 
ом _ өм 
аб) ___ду дх ах 
в (х) 
шәклиндә јазылыр. Бураден интегралла)ычы вуруг тапылыр: 
А ом _ ом | 
inp (x) = [2 i с 
вә ја 
әм 
29-46 
p (x) = .(С= 0). (10) 
М.а 
Ајдындыр ки, бу һалда = нисбэти у-дән асылы де- 
Јилдир. 


в=р (у). Бу һалда (9) тәнлији 
м-в [и _ әм) 
ду 


ду дх | 
вә ја 
дм әу 
а) ду дк dy 
e (y) M 


шәклиндә јазылар. Бурадан p(y) интегралла]ычы вуруғу Ta- 
пылыр: 


== т. 
- 255, 
в (у) =е ж . (1) 
ӘМ _ ƏN 
Бу ћалда | -25 Ж 2% нисбәти х-дән асылы олмур. 


Мисал 3. 3 (1+ у:)ах--2хуйу=0 тәнлијини һәлл етмәли. 
Бурада М(х, у) ~ 3(1+ у?) вә N (x, у) = 2ху олдуғундан 


М ӘМ бу—гушду 


ду 9х 


олар вә ајдындыр ки, 


aM әм 
ду дх _ 4у 2 
N 2ху х 


нисбати у-дән асылы дејилдир Демәли, верилмиш тәнлијин ин- 
тегралла]ычы вуруғу анчаг х-дэн асылыдыр: р=р (х). Онда (10) 
дүстуруна әсасән интеграллајычы вуруғу тапмаг олар: 
по мена 
Тәалијин һәр ики тәрәфини тапдығымыз в =X? функсијасына 
вурдугла там диференсиаллы тәнлик алыныр: У 
Зх? (14-95) @х+-2хзуау= 0. 


Бу тәнли}ин үмумн интегралы (7) дустуру илә тапылыр: 


Н у 
|3х4(14-у)4х-- |0-4у-С (= у, = 0), 
š { 


ха (142) С. 


$ 9. БИРТЭРТИБЛИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭРИН 
МӘХСУСИ НӨГТЭЛЭРИ ВЭ МӘХСУСИ БЭЛЛИ 


Тутаг ки, төрәмәјә нәзәрән һәлл олунмуш биртэртибли 
у=ј( у) , 9) 
танлији верилмишдир вә онун сағ тәрәфиндәки f(x, у) функ- 
сијасы с областында тә']ин олунмушдур. 

4 областынын дахили (хо, Уа) негтасинин һәр һансы этра- 
фында тәнлијин һәллинин варлығы вә ]еканәли}и һаггында 
Коши теореминии (43) шәртлари (јуни f(x, у) функси- 
)асынын косилиозлији вә кәсилмәјән /у(х, у) хүсуси Təpə- 
мәсинин варлығы) эдэнилирса, һәмин негтә)ә (1) тәнлијинин 
дузкун нөгтәси дејилир. Тәнлијин дүзкүн негтаси үчүн гојул- 
муш Коши мәсәләсинин һәлли вар вә. јеканодир. Башга сөзлә, 
тәнлијин һәр бир дузкуп нөгтәсиндән јекано интеграл әјриси 
кечир. 

в областынын сәрһәд иегтэлэрина вә һәм дә дузкун негто 
олмајан дахили негтолорино (1) тәнлијинин мәхсуси негтэлэри 
дејилир. Тәнлијин мәхсуси негтоси үчүн гојулмуш Коши Mə- 
сәләсинин һәлли ола да биләр, олмаја да биләр. (Ху, уд) MƏX- 
суси нөгтаси үчүн гојулмуш Коши мәсәләсинин һәлли, јә'ни 
(1) тәнлијинин yfi, = у, башлангыч шәртини өдәјән һәлли 
бир, чох вә һәтта сопсуз сајда ола билар. Бу о демакдир ки, 
тәнлијин мохсуси негтосиндон интеграл әјриси кечә дә биләр 
(бир, чох вә һәтта сонсуз сајда), һеч бир интеграл әјриси 
кеҹмәјә дә биләр. Әкәр (Ху Уә) мәхсуси нөгтәсиндән (1) TƏ- 
лијинин бир нечә интеграл әјриси кечирса, онда онларын ћа- 


мысынын ејни тохунаны „олмалыдыр (чүнки бунларын һамысы- 
нын буҹаг әмсалы ејни уо == f (Xo. Yo) әдәдидир). Бу һалда hə- 
мин интеграл әјриләри (ху, Yo) нөгтәсиндә бир-биринә тохун- 
малыдыр. 

Верилмиш хәттин бүтүн негтолори диференсиал тонлијин 
мәхсуси нөгтәләри олдугда она һәмин тәнлијин мәхсуси хот- 
ти дејилир. 

Мәхсуси хәтт диференсиал тәнлијин интеграл әјриси дә ола 
биләр. Әҝәр интеграл әјрисинин һәр бир нөгтәсиндә һәллин 
јеканолији позулурса, јаз ни онун һәр бир негтәсиндән дифе- 
ренсиал тәнлијин ән азы ики интеграл әјриси кечирсә, онда 
она диференсиал тәнлијин махсуси интеграл ёјриси дејилир. 

Графики мәхсуси интеграл әјриси олан һәллә тәнлијин мах- 
суси Валли дејилир. Дедикләримиздән ајдындыр ки, (1) Tan- 
лијинин мәхсуси һәллини тапмаг үчүн онун мәхсуси хәттини 
(сәрһәд нөгтэлэри вә f(x,y), /у(х, у) функсијаларынын косил- 
мә негтолори чохлуғуну) тапмаг, сонра исә һәмин хәттин ин- 
теграл әјриси олдуғуну вә онун һәр бир нөгтәсиндә һәллин 
јеканолијинин позулдуғуну јохламаг лазымдыр. 

Диференсиал тәнлијин мәхсуси һәлли, үмумијјәтлә, онун 
үмуми һәллина дахил дејилдир. Буна көрә дә әксәр һалларда 
тәнлијин мэхсуси һәлли параметрин һеч бир гијмәтиндә онун 
үмуми һәллипдән алынмыр. 

Мисал 1. yæl (2) 


х 
тонлијинин саг тәрәфи f(x, у) = = вэ онун хүсуси терэмэси 


flx, у)= ын мүстэвинин абсиси сыфырдан форгли олан бүтүн 
х 


нөгтэлэриндэ кәсилмәјәндир. Демәли, бүтүн (х, у) (х=0) нег- 
толори (2) тонлији үчүн дузкун нөгтәләрдир. Ординат охунун 
(јони, x 0 дүз хәттинин) бүтүн негталори исә (2) тәнлији- 
нин мәхсуси цөгтоләридир. 

(2) тонлијиним үмуми һәлли у= Сх функсијасыдыр (бурада 
С ихтијари сабитдир). х--0 махсуси хэттинин (0, 0) негтосин- 
дан сонсуз сајда интеграл әјриси (координат башлангычындан 
чыхан шуалар) чыхыр, јердә галан нөгтәләриндән исә һеч бир 
интеграл әјрисн чыхмыр. Бу һалда (0, 0) мәхсуси нөгтәсинә 
дујун нөгтәси дејилир (шэкил 242). 

Мисал 2. у=гку ч (3) 
тонлијинин саг яран 1(х, у) = 2 Ку вә онун хүсуси төрә- 
моси 5 (х, у) = г Јухары |ярыммүстэвидэ (у>0) кэсилмэ- 

y 


јәндир, }ә'ни Јухары |арыммүстәвинин бүтүн нөгтәләри (3) 
тәнлијинин дүзкүн нөгтәләридир. 

у=0 дүз хәттинин бүтүн нөгтәләри тәнлијин мәхсуси нөг- 
тәләридир. у= 0 мәхсуси хәтти (3) тәнлијинин интеграл әјри- 
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сидир, чүнки уе функсијасы (3) тәнлијини әдәјир. у- 0 дүз 

хәттинин (абсис охунун) бүтүн нөгтәләриндә һәллин јеканә- 

anju позулур. Абсис охунун истәнилән (хү, 0) нөгтәсиндән 
ч һәм тәнлијин 6 


у-(х--С)(х>-С) | (4) 


үмуми Пәллиндән алынан (C= 
5-4. 


кх (хээ) 


Шакил 243 


Шакил 242 


хүсуси һәлли вә һәм дә у-0 һәлли кечир (шәкил 243). Де- 
мали, у=.) һәлли (3) тәнлијинин мәхсуси һәллидир. Бу мәхсу- 
си һәлл (4) үмуми һәллиндән С параметринин һеч бир гијмә- 
тиндэ алынмыр. Р 


Задда сахламаг лазымдыр ки, 
(4) параболаларынын анчаг сағ 
голлары (3) тәнлијинин интеграл 
УШ ралар (һәмин һиссәләрдә- 

>0 олур). 


Мисал 3. у= у? (5). 
Шан ез үмуми һәлли y= 
== ск =(x + С} (С ихтијари 
сабитдир) функси@сыдыр. 

ГО 


SF ть» 
Догрудан да, Fety y 
олдугундан (5) танлијани 3,5 | 1 
Бурадан 
Зу? = х +C, у = (x + С), 
а (х+С)? алыныр. 


(5) тәнлијинин мәхсуси хэт- 
ти олан абсис оху һәмин тәнли- 
Јин ејни заманда интеграл әјрисидир, чүнки у=0 функсијасы 
(5) тәнлијини едојир. у=0 дүз хәттинин һәр бир нөгтәсиндә 
һәллин јеканалији позулур. Абсис охунун истәнилән (х., 0) 
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ки мн Јазмаг олар. 


Шәкил 244 


1 
негтәсиндән тәнлијин һәм y= же хүсуси ћолли гә һәм 


дә уг-0 һәлли кечир (шәкил 244). Демәли, у=0 тәнлијин MƏX- 
суси һәллидир, 
Мисал 4. 


(6) 
танлијинин мохсуси хэтти абсис охудур. Мустовинин јердо га- 
лан бүтүн"нөгтэлэри (6) тәнлијинин дузкун негтосидир. 

Бу һалда мәхсуси хәтт тәнлијин интеграл әјриси дејилдир. 
у=0 функсијасы тәнлији едомир. қ 


$ 10. БИРПАРАМЕТРЛИ ӘЈРИЛӘР ЛИЛОСИНИН 
БҮРҮЛӘНИ ВӘ ТЭНЛИЗИН МЭХСУСИ 
ҺӘЛЛИНИН ТАПЫЛМАСЫ 


1. Тутаг ки, мугјјан областда ихтијари гијмәтләр ала билән 
С параметриндән асылы олан 
F(x, у, С )-0 (1) 
тәнлији верилмишдир. С параметринин көстәрилән областдакы 
һәр бир гијмәтиндә (1) тәнлији (Оху) мустовисиндо бир әјри 
тэ ин едир. С параметрина мүмкүн олан бүтүн гијмәтләри Bep- 
дикдә (1) тәнлији васитәсилә то'јин олунан бүтүн әјриләр чох-, 
лугу алыныр. Бу ојрилор чохлугуна бирлараметрли ((1) тән- 
лијиндо бир дәнә С параметри иштирак едир) әјриләр апло- 
си, (1) мүнасибәтинә исә һәмин аилонин тонлији де]илир. 
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Topup. Бирпараметрли ә)рилор аиләсинин бурујони 
{гуршајаны) елә дамар L гјрисинә оёјилир ки, о өзүнүн һәр 
бир нөгтәсиндә аиләнин һеч олмаса бир ојрисино тохунур 
во hes бир ћиссоси аплонин ојрилориндон бири пало уст 
душмур. Бирпараметрли әјриләр аиләсинин бурујони ола 
да биләр, олмаја да биләр. 

Мисал 1. у-(х-ЕС), — о <С< о тәнлији виситосило пара 
болалар аиләси те јин олунур. Бу аилонин бурујони у 0 ла 
хаттидир, је'ни абсис оху һәмин парабодалар айләсинин буру 
|энидир (шакил 215). 


Мисал 2. х?--у?=С, 0<С< со тәнлији васитәсилә м: 

(0, 0) нөгтәсиндә олан консентрик чеврэлэр аиләси а 
нур (шэкил 246). Бу бирпара- 
у метрли әјриләр аиләсинин бүрү- 

јани јохдур. 

2. Фәрз едок ки, (1) бирпара- 
метрли әјриләр аиләсинин бү- 
5. рујени вардыр. · Буру]эний һәр 

бир негтоси (1) аиләсинин бир 
әјриси узэринда јерлошир. Бу 
ү Эри үзәриндә исә (1) мунаси- 
бәти өдәнилир (С-нин гејд олун- 
муш гијмәтиндә). Онда бүрүјә- 
нин негтолоринде дә (1) муна- 
сибэти еданилор. 
Көстәрәк ки, буру]энин нег- 
Шакил 246 ыы Оо, 

Е.(х, у, С)==0 (2 
мүпасибәтини дә едајир. Бу мәгсәдлә, гејд едәк ки, бурујон 
үзрә һәрәкәт етдикдо С параметри дәјишир C= С(х) (С: = 
= С'(х)=0) вә буна көрә до (1) бәрабәрлијини х-ә нәзәрән 
(.бүрү)эн узрэ“) диференсиалладыгда 

Е; + Fy yop, + Е.-х =0 (3) 
алынар. Бу барабарликдэ иштирак едән бр, кәмијјәти бүрү- 
Јәнин- ихтијари (х, у) нәгтәсиндә буҹаг әмсалыдыр. Бүрүјән 
өзүнүн һәмин (х, У) нөгтәсиндә (1) әјриләр аиләсинин бир 
хәттинә тохунур. Бупа көрә дә онларын буҹаг әмсаллары еј- 
ни Олмалыдыр: увур. = Ухо. Хәттин ут, буҹаг әмсалы (1) бә- 
Ла (гејд олунмуш С үчүн) лиференсиалламагла та- 

лыр: 


РЕБЕ ура, = 0. (9 

‚ (3) вә (4) барабарликларина әсасән Е; -С;—0 олар. Бурадан 
СО олдугундан (2) бәрабәрлијин алыныр. 

Белэликла, биз көстәрдик ки, (1) аиләси бүрүјәникин нөг- 

тәләри 

Е (х, у, С)=0, 5 

Fiq, у, С)-0 ©) 

тәнликләрини едэ]ир. Бу системдән С параметрини Јох етдик- 

дә А(х, у)--0 шәклиндә тэнлик алыныр. (5) системинин тә ин 
етдији хәттә дискриминант әјри лејнлир. 

Нәзәрә алмаг лазымдыр ки, (1) аиләси әјриләринин мохсу- 

си нөгтәләри дә (5) системини өдәјир (әјринин мәхсуси нег- 

тәсини диференсиал тәнлијин мәхсуси нәгтәси илә гарышдыр- 
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маг олмаз!). Доғрудан да, F(x, у, С)=0 аиләси ә)риләринин 
мәхсуси негталаринда Ё; (х, у, С)= Ру (х, у, С) бәрабәрликлә- 
рн едэнилир (XXVIII, $ 2). Онда (3) барабэрли|индэн јенә дэ 
(2) мунасибэтинин өдәнилмәси алыныр. 

Бурадан ајдындыр ки, тапдығымыз дискриминант э]рисинин 
бүтүн негтолариндо (F4) +(Р,)2> 0 мүнасибәти өдәнилдикдә (5) 
системинин та'јин етдији әјри (1) аиләсинин бурујенидир вә (5) 
системиндән С параметрини јох етмәклә алынан А (х, у) =0 my- 
насибэти һәмин буру]энин тәнлијидир. т б 

Дискриминант рјрисинин негталорин aa (Fi) +F} -0 мүнасибә- 
ти өдэнилдикдэ нса А (х, у)=0 тәнлији зјрилорин мәхсуси нөгтэ- 
ләри чохлуғуну тајин едир, бу 


исә (1) аиләсинин буру]эни on- Р 
ма]а да биләр. 4 
Мисал 3. Бирпараметрли 


(х—С) + у#—г?%=0 әјриләр аилә- 
синин бурујанини тапмалы. 
Бурада Ё(х,у,С)-(х-:СУ-- 
452—7 олдугундан.Ёс----2(х-0) 
олар вә (5) системи Й 
с—Срфу— =, 
-2(х-С)-0 
шәклиндә |азылар. Бу системдән С параметрини јох етсәк, 
у=-+г тәнликләрини аларыг. Бу әјриләр, јони у= +7 вә у= —г 
луз хәтләри узэриндэ 
„СЕ + (FY = 4 (хк-Ср-аг»0 
мунасибэти едэнилди]индэн һәмин дүз хэтлэр верилмиш чев- 
рәләр аилэсинин бурујани олар (шокил 247). 


3. Тутаг ки, 
| Е(х, у, Су=0 


1Шэкил 247 


мунасибэти биртэртибли 
y=f(x, у) (вә ја Ф(х, у, у)-0) ` (6) 


тәнли}инин үмуми интегралыдыр. (1) танлији бирпараметрли 
интеграл ојрилари анлэсини тә|ин едир. Әҝәр (1) интеграл 
әјриләри аиләсинин буру]энн варса, һәмин бүрүјән (6) танли- 
јинин мәхсуси ћоллидир (мәхсуси интеграл әјрисидир). 
Доғрудан да, (1) аиләсинин бурујани өзүнүн һәр бир (х, у) 
нөгтэсиндэ һәмин’ аиләнин бир әјрисинә тохунур. Буна көрә 
да һәмин негтајз ујғун олан х, у вә y камијјотлори (6) TaN- 
лијини өләјәр. Башга сөзлә, (1) аиләси бүрүјәнинин бүтүн негтэ- 
ләри (6) тәнлијини өдәјир, ја'ни бүрүјән (6) тәнлијинин интег- 
рал әјрисидир. Бу интеграл әјрисинин бүтүн внөгтэлэриндэ 
һәллин Јеканәлији позулур: һәр бир нөгталэн һәм бүрүјән вә 
һәм дә (1) аилэсиним һеч олмаса бир әјриси кеҹир. 
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Демәли, (1) интеграл әјриләри анласинин бүрүјәни (6) TƏH- 
лијинин мәхсуси һәллидир. . йм 

Беләликлә, јухарыда кестарилон гајда илә верилмиш (6) 
диференсиал тәнлијинин үмуми интегралы (һәлли) мо'лум ол- 
дугда онун мәхсуси һәллини (әлбәттә, варса) тапмаг олар. * 


Мисал 4. у = у? таллијинин мәхсуси һәллини тапмалы. 
Бу тәнлијих үмуми һәлли y= (+С) функсијасыдыр 


($ 9, мисал 3). Интеграл әјриләр анлосинин бүрүјәнини Tan- 
маг үчүн 2 


1 з = 
›—-у(х+Су=0, 
—-р(к+с)—0 


системиндән С параметрини jox едәк. Нәтиҹәдә у=0 бүрү}әни 
алыныр ки, бу да верилмиш тонлијин мәхсуси һәллидир 
(шәкил 244). 


5 И. ТӨРӘМӘЈӘ НЭЗЭРЭН ҺӘЛЛ ОЛУНМАМЫШ 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭРИН САДӘ НӨВЛӘРИ 


Төрәмә}ә нәзәрән һәлл олунмамыш биртәртибли диферен- 

сиал тонлик үмуми шәкилдә 

D(x, y, у)-0 > ` (1) 
ҡими |азылыр. Бело тәнликләри терәмәјә нәзәрән һәлл олун- 
муш диференсиал тәнлик шәклинә кэтирмэк чох вахт мүмкүн 
олмур. 

Төрәмә)ә нәзәрән һәлл олунмамыш диференснал тәнлик- 
лэрин һамысыны һәлл етмәк үчүн үмуми үсул көстәрмәк мүм- 
күн дејилдир. Лакин (1) тонлијинин ело садә нөвләри вардыр 
ки, оглары Јени параметр дахил етмәклә һәлл етмәк мүмкүн 
олур. Бу заман тәнликләрин һәлли параметрик шәкилдә та- 
пылыр. 

Әввәлчә бир хүсуси һала ‚бахаг, 

Тутаг ки, (1) тәнлији (Оху) мүстәвисинин Һәр һансы облас- 
тында сонлу сајда гејри-ашкар 

у = fu (x, у) (к=1,2,..., т) (2) 
функсијалармим та'јин едир. Мгсәлән, (1) тәнли|и у’-э нәзәрән 
ПУ)" р, (х, у) (YPT + +. ризы (х, у) У + р(х, у) = 0 
шәклиндә т д.рэчэли чохћоллкдирсо но бу чохһәдли у'-әјнәзәрән 


һәлл олуна билирсә, онда нәтиҹәдә т дәнә (2) шәклиндә бәра- 
бәрлик алынар. 
(2) тәнликләринин үмуми һәлли ујғун олараг F, (x, у, С!) = 
0,. Р, (х, у, Съ) = 0,..., Fa (х; у, Са) = 0 олсун. Бу үмуми 
һәлләр чохлугуна (1) тәнлијинин үмуми Бәлли дејилир. Буну 
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бо'зен 
Р(х, у, С) Fa (х, у, Са). Ра (х, у, Са) 
кими јазырлар. Үмумилији азалтмадан бүтүн С,, С, Са пара- 
метрларини бир С параметри илә әвәз етмок олар. Онда (1) 
тонлијинин үмуми һәлли 
Г, (х, у,С)-Б (хуу, Су... а(х, у,С)-0 (8) 
шәклиндә алыныр. 
Мисал 1. у“ — (2х + у) у + 2ху=0 тәнлијини һәлл етмәли. 
Бу тәнлик у”-э нәзәрән квадрат тәняик олдуғундан ону 
һәлл едәрәк, 


у= 2х вә у = у 
тәнликләрини аларыг. Бу тәнликләрин үмуми һәлли исә ујғун 
олараг : 
‚ у С, у= Се (-о<С< о) (4) 
функси]аларыдыр. (4) һәлләри бирликдә верилмиш тәнли}ин 
үмуми һәллидир. Бу үмуми һәлли 
(у — 2 -С)(у – Се) =0 
абэрлик шәклиндә дә Јазмаг олар. . 
шк а тап дахилетмо усулу илә һәлл олуная бир сыра 
тэнлик нөвлэринэ бахаг. 
у=). (5) 
Тәнлији həna етмәк учун у = р гәбул едәк. Онда верил- 
миш тәнликдән y= f (p) бәрабәрлији алыныр. | 
Бурада р-ни парам тр һесаб едәк вә х дәјишәнини р илә 
ифадә етмәјә чалышаг. Бу мәгсәдлә у —р бәрабәрлијини 


ах = ЖУ. шэклиндэ jasar вә алынан бәрабәрлији һиссә-һиссә 
интеграллама гајдасыны тәтбиг етмәклә Рани 
| + с= ха) -С- 3-00 
ты РЕТ Р ” 
ва ја ЭР” 
при В +} ҒАР) В 
р Р 
Беләликлә, алынан 
[у= f (P), 
[ле (119 +С ” 
` Јо 
танликлор системи (5) танлијинин параметрик шэкилдэ умуми 


h ир. системиндән р параметрини јох етмокло (5) тон- 
ли ин % p у, С) =0 шәклиндә үмуми интегралы алыныр. 


Мисал 2. у= (уў е* тәнлијинин у” = р параметрини дахил 
етмәклә һәлл едәк. 
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Бу һалда у = р?е? бәрабәрлијани вә ону диференсиалла- 
магла y'= (2 ре? + р*е”) г. мүнасибәтини аларыг. Бурадан 


ахь 20 ар. «= (2e + ре?) др+С= 
=P + ре? + С. 
Беләликлә, верилмиш тонлијин үмуми һәлли 
јузге. 
[хе ре С 
олар. 
П. х=/(у). (7) 


Бу һалда да у’ = р параметри кетурулур вә х, у дәјишән- 
ләри р вә С васитәсилә ифадә олунур. 
(7) тәнлијиндән х = f (0) бәрабәрлији вә у = р мүкасибә- 
тиндән dy = рах, y= f рах+с * 
"y= рх— | хар--С 
ва ја 
у-г/()- | /()ар+С 


алыныр. Демәли, (7) тәнлијинин параметрик шэкилдэ үмуми 


Һәлли 

х=/ (р), 

у = pf (р) – | Г(р)ар+ с 
-олар, Бу системдән р параметрини јох етмгклә (7) тәнлијинин 
F (х,у, Су= 0 шәклиндә үмуми интегралы алыныр. 

„Мисал 3. х= y + sin у' тәнлијини һәлл етмәли. y'= р гә- 

бул етсәк, х= р+пр ва 4х=(1+ созр) ар олар. у =p 
бәрабәрлијиндән исә Фу=рах = р (1+ созр) др вә ја у= 


2 
= фра + cosp) ре 5- + рат р + созр +C 
алыныр. Демәли, верилмиш тәнлијин үмуми Һәлли 
| x=p+sinp, 


2 
{у= + р чпр + созр+ С 
олар. ~ 
ИГ. Клеро танлији. 
х ва у дәјишәнләринә нәзәрән хәтти олай 
ус ухе (у) (8) 
тәнли)инә Клеро! тәнлији де]илир. 
Бу тәнлији һәлл етмәк үчүн јенә дә кемокчи у = р пара- 
метри кетурулур. Онда (8) тәнлијинә әсасән 
у= хр+ (9) (9) 
+ Алексис Клеро (1713—1765) Франса ријазијјатчмемдмр. 
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олар. Бу `бәрабәрлији диференсиалладыгда 
2 ЧР + у(р) ЧР 
уза рат +#(^) ах 
вә Ја 
4 
ЛЕ [+ У (р)] =0 
алы ныр. Бурадан ајдындыр ки, ја 


ЖЕ = 
2-0 (10) 
вә ја Р 
х+ у (р) =0 (1) 
олмалылыр. 


(10) бәрабәрли)индән р -- С алыныр. Бу ги)мәти (9) бәра- 

бәрлијинлә р-нин әвәзинә |аздыгда (8) тәнлијинин 
, у= Сх+ $ (С) (12) 
шәклиндә үмуми һәллини алырыг. 

(11) ва (9) бәрабәрликләри бирликдә Клеро тәнлијинин 
параметрик шгкилдә һәллини та'јин едир: 

мав (13) 
у = хр + % (р). 

Бу әјри У” (р) +0. олдугда (12) бирпагаметрли әјриләр 
аиләсинин бурујанидир. Диференсиал тәнлијин жасы ајри- 
ләри зилэсинин бү у]эни исә һәмин тәнлијин мәхсуси һәллидир 
($ 10, 3). Дел әли, (13) һәлли Клеро тәнлијинин мәхсуси həs- 
лидир. 

(1) системиндан р параметрини јох етмэклэ Клеро тэнли- 
јинин F(x, у) = 0 шәклиндә мәхсуси һәлли алыныр. 

Мисал 4. y= ху’ — у“ тәнлијинин үмуми һәлли 

у = Сх — С (14) 
олар. (14) бирпараметрли ә)ряләр аиләсинин бурујанини тапмаг 
учун (14) бәрабәрлијиндән С-јә нәзәрән төрэмэ алаг: 

х—2С =0,С = =. 

Бу гијмәти (14) бәрабәрлијиндә С-нин Јеринә јаздыгда ве- 
рилмиш тәнлијин мәхсуси һәлли вә ја (14) интеграл әјри- 
ләринин бүрү)әни алыныр: 

у= 

ГУ. Лагранж тәнлији. 

Клеро тәнлијинин үмумиләшмәси олан 

у= хе (у) + %(У) (15) 
тәнлијинә Лагранж тәнлији лејилир. $ (у') =: у олдугда 
233 


Лагранж тәнлији Клеро таплијино чеврилир. Буна корз дз 
у)жу' олдуғуну гәбул едәк. 8 
Лагранж тәнлији Клеро тәнлији кими һәлл олунур. y'= p 
гәбул етдикдә, (15) тәнлији 
у= хе(р) + Ф (р) (16) 
шәклиндә јазылыр. Бу бәрабәрлији х-ә нәзәрән диференсиал 
лалыгда 


а "(ру ЧР. 4y (р) ЧР. 
УФ - (0) Е 
вә ја у = р олмасындан истифадә етдикдә, 


ах САГ Y (p) 
18 224 к 47; Ие i 
dp ре (р) р —% (р) 07) 


y а. 
алыныр. (17) танлији х вә онун T төрәмәсинә нәзәрән хәтти 
ір 


тәнликдир. Онун умуми һәлли 5 
у * Б(х,р,С)-0 (18) 
шәклиндә олар. (16) вә (18) тәнликләри бирликдә Лагранж 
тәнлијинин үмуми һәллини параметрик шәкилдә те'јин едир: 
у= х (р) + ф(р), 
F(x, р, С) = 0. 
Бу системдән р параметрини јох етдикдә Лагранж тәнли- 
)инин Р, (х, у, С) =0 шәклиндә үмуми интегралы алыныр. 
Гејд едәк ки, јухарыда тәгбиг етдијимиз параметр дахил- 
етмә усулу ила 
х=Ј(у У), у=/(х, У), ... 
вә с. кими тәнликләри төрәмә)ә нәзәрән һәлл олунмуш тәнлијә 
ҝәтирәрәк һәлл етмәк олар. 


ххх ФӘСИЛ 


ТҮКСӘКТӘРТИБЛИ ДИФЕРЕНСИАЛ 
ТЭНЛИКЛЭР 


$ Т. УМУМИ АНЛАЈЫШЛАР ВЭ ТЭКЛИФЛЭР 


Тартиби бирдән бејук олан 

Ру У Уус У) 0 (1) 
maamaa тәнлијә /уксоктәртибли диференсиал тәнлик 
дејилир. (1) тәнлији п-тәртибли диференсиал тәнликдир (ХХХ, 
5 1). Бу тәнлији и-тортибли у”? төрәмәсинэ нәзәрән һәлл етмәк 
мүмкүн олдугда јуксахтартибли терамојо нәзәрән һәлл олун- 
муш 

у® = /(х, у, у... УР) (2) 
тәнлији алыныр. 


234 


Биртартибли диференсиал тәнликләр кими Јуксактартибли 
диференсиал тәнликләрин дә, умумијјатло, чох вә һәтта COH- 
суз са]ла Полли вардыр. Бу һәлләрин графикләри диференсиал 
тәнлијин интеграл әјриләри адланыр. 

(1) вә ја (2) тәнлијинин верилмиш нөгтәдән кечән мүәјјән 
интеграл әјрисини тапмаг үчүн әлавә шәртләр верилмәлидир. 
Бу шәртләр мүхтәлиф формаларла верилә биләр. 

Әлавә шәртләр ахтарылан функсијанын һәр һансы парча- 
нын уч нөгтәләриндә вә ја мүәјјән сајда дахили нөгтәләринла 
гијмәтләри кими верилә билэр. Бу һалда, диференсиал танли- 
јин белә шәртлари өдә)ән һәллинин ахтарылмасына сәрйод 
мәсәләси дејилир. 

Әлавә шәртләр ахтарылан функсијанын вә онун тәрәмә- 
ләринин һәр һансы бир негтодо гијмәтләри кими верилдикдә 
диференсиал тәнлик үчүн Коши мәсәләси алыныр. 

п-тэртибли диференсиал тәнликләр учун Коши мәсәләси белә. 
гојулур: (1) ж Ја (2) тәнлијинин верилмиш х = Xg нөгтәсиндә 

У (к) = уь 

у (хо) = уо, 

ухо = ур” (3) 
шәртләрини өләјән у= у (х) һәллини тапмалы. 

Бу һалда ху, У, уо, ..., УУ 7) әдәдләри һәллин amaan- 
тим гијмәтләри вә ја башланғыҹ шәртләри адланыр. (1) (вә. 
Ја (2)) тәнлијинин у = Ф (х) һәлли 

9 (ко) = ун P (ко) =уб,..., 9 Оба) = 77.4) 
бэрабэрликлэрини өдәдикдә, де)ирләр ки, һәмин һәлл верил- 
миш Хо, Ус, у..., У“ > башланғыч шэртлэрини (вэ ја Gaw- 
лангыч гијмәтләрини) едојир. 

Төрәмәјә нәзәрән һәлл олунмуш л-тэртибли (2) диферен- 
сиал тәнлијинин верилмиш башлангыч шәртләри едә)ән һәл- 
линин варлығы вә јеканалији үчүн кафи шәрт ашағыдакы тео- 
гемдӛ көстәрилир. 

Коши тсореми. Тутаг ки, (т 4-1)-дәјишәнли Г(х, у, 
у, Y7) функсијасы (п + 1)-өлчулү фәзанын һәр 
памем с областында кәсилмәјәндир, Ys у,..., УЛ” 
дојиштлорино нәзәрән кәсилмәјән хүсуси төрэмәләри 
вардыр аә (хо, Yo 0... , 4 9)6 =, Онда (2) тәнлијинин 
муәјјән (х,—%, £o +?) (82 0) интервалында тәјин 
олунмуш во (4) башлангыч шортлорини өдәјән декана 
y = у(х) Һәлли вар. 

Гејд едәк к, п > 1 олдугда (2) тэнли]" учун Коши мәсә- 
лоси ћоллиниј јеканәлији һеч дэ мүстәвинин в рилмнш (Xe, Yo) 
нөгтэсиндэн Јекан интеграл ә)рисинин кечдијини көстәр- 
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мир. Мәсәлән, л = 2 олдугла (2) тәнлијинин Xo, Yo, Yo башлан- 
тыч шортлари өдә)ән һәллинин |еканә олмасы о демэклир ки, 
верилмиш (Xo, Уу) негтосиндан тохунанынын буҹаг әмсалы 
уо олан јекано интеграл әјриси кечир. Әлбәттә, бу һалда 
(хо. Уб) нәгтәсиндән тохунанынын бучаг эмсалы башга әдәдләр 
олан сонсуз сајда интеграл ә)рилари дэ veya биләр. 

Коши теореминдән а}дындыр ки, (2) тэнли]инин сонсуз сајда 
һәлли вар, Верилмиш башлангыч гијмәтләрин х, әдәдини сабит 
һесаб едәрәк, Yo, уо, .’ у” әдәдләрини музјјан областда 
дәјишдирсәк (әлбәттә, (ху, уе, ув, Y$") нөгтәси Коши теоре- 
миндә көстәрилән о областында галмаг шәрти илә), онда һәр 
бир Уб, У,..., у» әдәдлар системинә (2) тәнлијинин бир 

у => (х, уьу... УЙ?) 
Һәлли ујғун олар. Бурака У» Уо,..., У № әдәдләрини ујгун 
олараг Ci, Су ..., Са илә әвәз етдикдә (2) тәнлијинин 
y =p (X, С, С,,.... С) | (5) 
Һәлли алыныр. Бу һәлл л дәнә ихтијари С), С,,..., С, napa- 
метриндән асылыдыр. Она (2) тәнлијинин умуми Лглли деји- 
лир. , 

Ptaha дәгиг, (2) тәнлијинин ара С, С,,..., Ca парамет- 
риндән асылы олан у= ә (х, Ci, С,,..., Са) һәллинә о заман 
һәмин тәнлијин үмуми Вэлли дејилир ки, һәмин һәлдән С), 
С,,..., С, параметрләринә мүә)әніС?, С2,..., C3 гијмәтләрини 
вермәклә истәнилән Хо, У» Ус... УУ о башлангыч шэртини 
(әлбәттә, (х, уг, №,..., У о) Сә олмалыдыр) өдәјән 

у= е (х, С}, С2,..., Са (6) 
һәллини алмаг мүмкүн олсун. 

(2) тәнлијинин үмуми һәлли 

РДЕ у) Ср бал эх бај © (7) 


тәнлији васитәсилә гејри-ашкар шәкилдә то'јин олундугда она 
тәнлијин умуми интегралы дејилир. 

Диференсиал тәнлијин (5) үмуми һәллиндәх Су, Сь..., Са 
параметрләринә мүәјјән бе 55..+ 05 гијмәтләри вермәклә 
алынан (6) (функсијасына һәмин тәнлијин хусуси hanau дејн- 
лир. F (x, y, Сү, Св, „.., Ск) = 0 мүнасибәти исә диференсиал 
тәнлијин хүсуси интегралы адланыр. 

Һәндәси олараг үмуми һәлл (вә ја үмуми интеграл) л па- 
раметрдән асылы олан интеграл ә)риләри аиләсиндән ибарэт- 
лир. Бу аиләнин һәр бир әјриси диференсиал тәнлијин бир 
хүсуси һәллинин (хүсуси интегралынын) графики олар. 

Јұксәктәртибли диференсиал тәнликләр нәзәрнјјәсинин әсас 
мӘсәләси верилмиш диференсиал тәнлијин бүтүн һәлләрини 
тапмаг во онларын хассоларини ејронмокдир. Јуксоктортибли 
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диференсиал тәнликләрин һәлл едилмә мәсәләса биртартибли 
тәнликләрин һәллиндән нисбәтән ҹәтин вә мүрәккәбдир. Бир 
сыра јүксәктәртибли диференсиал тәнликләр тәртиби азалды- 
лараг, нисбәтән ашагы тартибли диференснал тәнли)ә кэтирил- 
макла һәлл олунур. 


52. ТЭРТИБИ АЗАЛДЫЛА БИЛӘН 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭР 


Бурада тәртиби азалдыла билән бир сыра Јүксәктәртибли 
диференсиал тәнликләрин һәлли е|рэнилир, 

09 у (и) (1) 

Бу тәнлијин үмуми һәллини тапмаг учун у"! — (y"®) 


олдугуну нәзәрә алаг вә онун һәр ики тәрәфини ихтијари 
{xo х] парчасы үзрә интеграллајаг: 
т 


Уа) = | ба) ах +С, 


(С, ихтијари сабитдир). Алынан бәрабәрли}и |енидән интеграл- 
ласаг, 


уд х) = f ах (адал Сх) С, |, 


олар. Бу интеграллама әмәлини Јенидән (л — 2) дәфә тәкрар 
етдикдә 5 
21-1 


у(х)- | ах јао | ле) аж +, а 


% i 
+: + Са (X — хо) +С, (2) 

алыныр. Бурада С,, Ca.. ., Са ихтијари сабитлордир. 

(1) тәнлијинин истәнилән Хе, Yos Yos., УР”! башлангыч 
шәртини өдәјән һәллини алмаг учун (2) һәллиндә 

бағу, бугд эл. ч уна УГ” 
кетурмок кифајотдир: 
х р и 


у(х) = | ах, ү а f Jld dxa Y 
Ч : 


Энийгээ теді: амын ув (х— 5) уо. 


Бурадан ајдындыр ки, (2) ифадәси (1) тәнлијинин үмуми 
ћоллидир. 


Хүсуси һалда, (1) тәнлијинин Ху, бб» 0 башлангыч 
шәртләрини өдә}ән һәлли | . 
х х, 22) 
у(х) = аху | бәсе | Лее) dxa 6) 
ь % % 
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олар. Зохламгг олар ки, 
. 1 
ж 
y (х) іу 
функсијасм да (1) тонлијинин Хо, 0,0,..., 0 башлангыч шэрт- 
ләрини өдәјән һәллидир. Коши теореминә көрә (1) тәнлијинин 
Ху, 0, 0,..., 0 башлангыч шартини өдәјән һәлли јеҝанә олма- 
лыдыр: 
В 


роот at С) 


n 34-1 х 

у 22 в - б^! 

јез | ах, ! Í (хє) аха czne 0 91072877 
Бу дустура, Коши оүстуру дејилир. 

Мисал 1. у = е" тәнлијинин үмуми һәллини вә 


У (0) =3, у (0) =2 (6) 


башланғыч шэртларини әдәјән хүсуси һәллини тапмалы. * 
Тәнлији ардыҹыл интегралламагла 
х 


У (х)= ў е ах +С, = + С, 


8 
у(х) = (ё-4С,)4к--Сү-С--С,х--С, 
е 
ва |а у(х) = е* + Сух + С, аларыг. Бу верилмиш тәнлијин 
үмуми һәллидир. £ 
Верилан (6) башланғыч шэртлэринэ Эсасән С, вг С, сабит- 
ләри тэ’]ин олуна билэр: 


3-у(0) С,„+1.С, 2, 
2= у (0) =1-+С,, С, = 1. 
Беләликлә, верилмиш тәнлијин (0) башланғыч шәртләрини 
өдәјән һәлли 
уже +х +2 


олар. 
11: Fleg, ұм”; у“) = 6, (7) 
УӘ т овозломоси васитәсилә (7) тәнлијинин тәртиби к 


гәдәр азалыр. Догрудан да, 


уез -2',...,у® = 26-9 
олдугундан (7) тәнлији (п — к) тортибли 
а а“) 0 (8) 


тәнлијинә котирнлир. 
Фәрз едэк ки (8) томли)инин 
= => (х Су Су... С.к) 
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шәклиндә үмуми һәлли тапылмышдыр. Бурада z әвәзинә у“ 
јазмагла, (1) шәклиндә 
У эь ДХ, ©, бусаа н бэ) 
танлији алынар. Бу тәнлијин үмуми һәлли исә јухарыда кеста- 
рилән гајда илә тапылыр: 
у= Ф(х, С, С... Са). 

Мисал 2. у" — у” = 0 тәнлији у” = 2 әвәзләмәси васитәсилә 
=’ — 2=0 тәнлијинә ҝәтирилир. Ахырынҹы тәнлијин үмуми һәл 
лини тапа 


2 = 2, 15. = ах, лаја = х + 11 [СД]. 
z 


z= Ce. 


Бурадан 


у = Се" 
танлији алмимр. Онун умуми ћолли 
Ч у = Сие" + Сх + Сь 
олар. 
111. F (у, у, у, 09) = 0. (9) 
Белә тәнликләрин тәртибини у ~ р әвәздәмәси васитәсилә 
бир ваһид азалтмаг мүмкүндүр. Бу мәгсәдлә у-и сәрбәст дәји- 
шән вә ја аргумент, р-ни исә у-ин функсијасы р (у) һесаб 
етмәк лазымдыр. Онда у-ин х-ә нәзәрән терэмаларини р-нин 
у-ә нәзәрән төрәмәләри илә ифадә етмәк мүмкүн олур 


8. 
ак Р 
Яу _ ар ар dy К/А 
ах ах dy ах ду? 
ау а [ау а Г ар\ dy р йр ? 
F Ч, “4 (#2; Ра А» 
ах! ах ау \ dy) ах йу dy 
= қ “у > 55 
Бурадан: ајдындыр ки, 726 "ӘРӘМӘСН р-нин у-ә нәзәрән 


тәртиби (к — 1)-дән бејук олмајан төрәмәләри васитәсилә ифа 
дә олунур. Бу гијмәтләри (9) танлијинло јеринә јаздыгда p- 
нин у-ә көрә төрэмэлэринэ. нәзәрән (л — 1)-тартибли тәнлик 
алыныр: 


F, (5-2. ез 


Алынмыш тәнли)ин үмуми интегралы 
! $, (у, р Су С»... Сь-1) = 0 


оларса, онда (9) тәнлијинин үмуми янтегралыны тапмаг үчүн 
биртэртибли 


Ф, (у, 25 Са сы... Cami) 0 


тәнлијини һәлл етмәк лазымдыр. ga 
Фу Jap? 
Мисал 3. — — (= = 0 тәнлијини һәлл етмәли. 
ах" \ах 
Ca 
dx 


2. 
=p гәбул етдикдә = =р 22 олур. Онда верилмиш 
тәнлик дәјишәнләринә ајрылан р Lpo тәнлијинә чеври- 


лир. Бунун үмуми һәлли р = Се? олар. 
танлијин үмуми һәлли тапылыр: 


dy = 
тағ, еду = Cdx, 


Бурадан верилмиш 


— #77 =С,х+С,. 
ТУ. Ола биләр ки, А 
Р(х,у, у... У") =0 (10) 
тәнлијинин сол тәрәфи бир 
Ф(х, у, у,.... у") 


шэклиндэ ифадэнин там диференсиалыдыр: 
4Ф(х, у, у... у" уш, (х, У 
Онда (10) тонлијини 


а М = 
чр Феу у... у“) =0 


шеклиндо Јазмаг олар, Бурадан (л — 1)-тартибли 

Ф(ж у, у,..., У") = С, 
диференсиал тәнлији алыныр. Буна (10) тәнлијинин биринҹи 
интегралы дејилир. 

Демәли, сол тәрәфи там диференсиал олан тәнлијин биринҹи 
интегралыны тапмагла онун тәртибини бир ваһид азалтмаг 
мүмкүн олур. 

Мисал 4. ху’ + у = 0 тәнлијинин сол тәрәфи ху’ ифадә- 
синин там диференсиалыдыр. Буна көрә дә һәмин тәнлији 
4 (ху) = O кими Јазмаг олар. Бурадан верилмиш тәнлијин 
ху! =C, шәклиндә безинҹи интегралы алыныр. 

ху = С, тәнлијини һәлл етмәклә верилмиш 
уг Сү Іпх--С, үмуми һәлли тапылыр. 


ыы м, 


тәнлијин 


$3, ХӘТТИ БИРҸИНСЛИ ТӘНЛИКЛӘР 


Јүксәктәртибли диференсиал тәиликләрин ән |ахшы ө)рә- 
нилмиш вә мүкэммэл нәзәријјәси олан нөвү хәтти диферен- 
сиал тәнликлардир. Хәтти диференсиал тәнликләрин бир чох 


тәтбигләри вардыр. Елм вә техннканын бир чох мәсәләләри- 
нин һәлли онларын интегралланмасына ҝәтирилир. 

Тә"риф. Мочћул у функсијасы вә онун у’, у",..., у 
төрәмәләринә нәзәрән бирдәрәҹәли олан п-тәртибли дифе- 
ренсиал тәнлијә, је ни 

ао (х) y? a (х) У... ава бју + 
+ аа (х) у = Ф (х) a) 
шәнлиндә олан тәнлијә п-тәртибли хәтти диференсиал 
топлик дејилир. | Р 

а, (х) 3-0 олаугда (1) тәнлијинин һәр ики тәрәфини а, (х) 

функсијасына бөлмэклэ ону è 

У?-ьрү (х) Y ee Pami (А) у'-Ер»(х)у = ] (а) (2) 
шәклинә ҝәтирмәк олар. Бу тэнликдэ иштирак едән р,(х),..., 
Ра (х), f (х) Функсијалары мугјјан (а, /) ивтервалында косил- 
маз ћесаб одунур. 

(2) тәнлијинин саг тәрәфиндә дуран f (х) функси/асына. 
тәнлијин сағ тәрәфи дејилир. 

7 (о) % 0 олдугда (2) тәнлијинә п-тәртибли хәтти бир- 
ҹинсли олиајан (вә ја сағ тәрәфли) диференсиал тәнлик 
дејилир. f (х) == 0 олдугда исә она, }э’ни 

JO и (ХУ О... + рь(х)у=0 (з) 
тәнлијинә п-тартибли хәтти бирҹинсли (вә ја сағ тәрәф- 
сиз) диференсиал тэнлик дејилир. 

Ајдындыр ки, р; (х),..., Ра (х), f (х) Функсијалары (а, 5) 
витераалында кәсилмәјән олдугда верилмиш Xo, Уз, Yo, +. +, 
077 (а х < 2 башлангыч гијм әтләринин то'јин етдији (хә, 
Yor уб..., YEO) нөгтәсинин истәнилән әтрафында (2) вә (3) 
тәнликләри үчүн һәллин варлығы вә јеканолији һаггында 
Коши теореминин (61) шәртләри едэнилир. Буна көрә дә (2) 
вә (3) хәтти тәнликләринин мүәјјән (ху--%, Xo+?) (22 0) 
интервалында то'јин олунмуш вә ху, ус, )5..., JTO баш» 
лангыч шәртләрини өдәјән јеҝанә у = у (х). һәлли вар. Hunn 
хәтти бирҹинсли диференсиал тәнликләрни һәллинин хассәләри- 
ни ө)рәнәк. 
L (У жу” + р (Ху + ра (2) у Ы) 
ифадәсинә хәтти диференсиал оператор дејилир. 

1 [У] ифадәсини алмаг үчүн хәтти диференсиал 


4% у 4 
1 Р(Х) таст +*** Е Раа (х) Ра (А) 
оператору у = у (х) функсијасына тәтбиг едилир, Бу вахт 


£ у = Жэ. 

Pr дийг" в Рк (х) 2 y= p (х) х (к= 0, 1,..., л) 
олдуку нәзәрә алынмалыдыр. i 
222 гч 


Ајдындыр ки, (4) хәтти диференсиал оператору васитәсилә 
п-чи тәртибдән диференсиалланан һәр бир у (х) функсијасына 
бир L |y] = # (х) функсијасы гаршы гојулур. Мәсәлән, [у] = 
-у”--8 ху + ж'у олдугда - 

м] = 2+ 6 + х', 1, (её*) = 2 (1+3Х + ха), 
Lix +1] =3x -4x + ха 
вә с. олур. (4) мүнасибэтиндэн истифадә едәрәк, (3) хәтти бир- 
чинсли тонлијини 
[у] =0 (5) 
шәклиндә јазмаг олар. 
Хәтти диференсиал операторларын әсас ики хассәси вардыр. 


1. Сабит вуругу хәтти диференсиал оператор ишарәси ха- 
ричинь чыхармаг олар: 


L [Су] == СІ [у]. 
Доғрудан да, Gi ый . 
СУТ = (Cy) + р, (х) (Суј“ 94... + pa (х) (Су) = 
=C [59+ p (ху у" “94... р, (у) у] = СЕ [у]. 
Бу хассаја хәтти операторун бирчинслилик хассәси дејилир. 
И. Ики Функсија ҹәминин хәтти оператору топлананларын 
хәтти операторлары ҹәминә бәрабәрдир, јо'ни л-чи тэртибдэн 
диференсиалланан ихтијари у, вә Уз функсијалары үчүн — 
L [yi + уз] = L [y] HL |у! 
бәрабәрлији догрудур. 
Догрудан да, 
L [y1 + Уз] = (уз Hy + ри (х) (у, + а) 2+... 
т 2 
Fpa (x) (% + У) = Боа, (а)У О... ра (х) у 
EDP + ра (0 УСЭ 4... ра (2) уз] = [у] L yal. 
Бу хассәјә хәтти операторун аддитављак хассәси дејилир. 
Бу ики хассәдән ајдынлыр ки, хәтти диференсиал 1. опера- 


то! 
Сүн С, Сь,.... Са сабитләри вэ уу, у,,..., Ул функ- 


р в 

1. Р con] = D Сл [yx] (6) 
ка “= 

бәрабәрлијини едајир. 

Хәтти диференсиал операторун хассәләринә эс: 
бирчинсли (5) тонлијинин Вэлли hari Е а 
mn Ет, һаггында ашағыдакы тәклиф- 

еорем 1. y, =y, (x) функсијасм (5) тан. 
ћоллиди pea во C ихтија pu ваде Ба қы би эс 
сијасы да һәмин тәнлијин һә. алимди}. : 
м Исбаты. Шәртә көрә 1. [у] = 0 мунасибэти. едонилир. 
нда L операторунун | хассәсинә әсасән ихтијари С учун 
L [Сул] = СЁ ул =0 


олар. 
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Теорем 2. у =y, (х) ва уул у. (х) функсијалары 
(5) тәнлијинин поллиди рее. онларын у, +y; ҹәми дә 
ћпомин тәнлијин ћоллиди р. 

Исбаты. Шэртэ көрә L [ул] == 0 ва L [у,] = 0 мүнасибэт- 
лари еданилир. Онда 1, операторунун ЇЇ хассосино көрә 


Liy + уз] = [y] + 1 [у] =0. 
Нәтиҹә. Әҝәр у, У,,.... Уа функсијалары (5) тәнлији- 
нин Аәллидирсә, онда онларын ихтијари Су, С,,..., Са амсал- 
п 


лы 2 Сук хәтти комбинасијасы да һәмин тәнлијин haa- 
бы] 
лидир. 

Мэ’лумдур ки, п-тэртибли диференсиал тәнлијин үмуми | 
һәлли л дәнә ихтијари Ci, С,,..., С. параметриндән асылы 
олур ($ 1). Әҝәр Yı, У:,..., Уз функсијалары л-тәртибли (5) 
хәтти тәнлијинин һәллидирсә, онда нәтиҹәјә көрә л дәнә ихти- 
(ари Ci, С,,..., Са параметриндән асылы олан 

у = Су, + Caya >> Сау» (7) 
хәтти комбинасијасы да һәмин тәнлијин Рэллидир, 

(7) функсијасынын (5) хәтти тәнлијинин үмуми һәлли олма- 
сы һаггында нә демәк олар? (7) функсијасы (5) тәнлијинин 
үмумн һәлли ола да биләр, олмаја да биләр. Бу мәсәләнин 
Полли У, Уз... Уа функсијалары системинин хәтти асылы 
олуб-олмамасындан асылыдыр. 


$ 4. ФУНКСИЈАЛАР СИСТЕМИНИН ХӘТТИ 
АСЫЛЫЛЫҒЫ ВӘ ВРОНСКИ ДЕТЕРМИНАНТЫ 


Векторларын вә хәтти фәза елементләринин хәтти асылы- 
лығы мәсәләси әввәлләр (ІП, IV, $ 3) өјрәнилмишдир. 

Бурада (а, b) интервалында тә'}ин олунмуш у, (х), Ya (Х)..... 
у, (х) функсијалары системинин хәтти асылылығы тәдгиг 
олунур. › 

Тә'риф 1. уү(х), Уз(х), =., Уз (х) функсијаларына о заман 
(а, b) интервалында хәтти асылы ф унксијалар дејилир ки, 
һеч олмаса бири сыфырдан фәргли олан вә (а, b) интерва- 


лында : 
ху (Х) + Му; (x) +" уп 2) =0 (1) 

ејнилијини өдәјән Һәгиги Эл, ha., а әдәдләри олсун. Әҝәр 
(1) ејнилији јалныз м == ћу == ><: = ћа = 0 олдугда өдәнилирсә, 
онда у(х), уз (х). ... , Уа (xX) функсијаларына (а, b) интерва- 
лында хәтти асылы олмајан -фунғсија лар дејилир. 

Верилмиш у, (х). Уз (х), ..., Уа (х) функсијаларынын бири 
ејниликло сыфра бәрабәр олдугда һәмин функсијалар һәмишә 
хәтти асылы олар. 5 е 

Доғрудан да, у, (х) == 0 оларса, онда №, = Аз =... = Мы = 
= hepi = +++ а 0, № # 0 эмсаллары үчүн (1) ејнилији өдә- 


пе 2 


ниләр. Верилмиш у, (х), уз (х), ..., Уа(х) функсијалары енсте- 
минин һәр һансы алт һиссәси хэтти асылы олдугда, һәмин 
функсијалар системи дә хәтти асылы олар. Хәтти асылы ол- 
majan у, (х), у,(х),...‚ у(х) функсијалары системинии иста- 
нилэн алт һиссәси исә хәтти асылы олмајандыр. 

Хәтти фәза елементләринин хәтти асылы олмасы һаггында 
китабын биринчи һиссәсиндә (IV, $3) исбат олунмуш теорем- 
дән ашағыдакы нәтиҹә алыныр: 

У: (х), уз(х),..., Уа(х) функсијаларынын (а, 0) интерва- 
лында хэтти асылы олмасы үчүн Онлардан биринин галанла- 
рынын хәтти комбинаси]асы олмасы зэрури вэ кафи шэртдир, 

Мисал 1. у, (х) = 1, у, (х) = sinx, уз(Х) = соѕ х функсија- 
лары истәнилән (а, 6) интервалында хәтти асылыдыр. 

Догрубан да, А, = 1, № = — 1 вә № = — 1 әдәдләри үчүн 
истәнилән (а, b) интервалында 

му (X) + уз (х) + Ауа (X) ка 1 — sin?x — соѕ х = 0 
ејнилији едонилир. 

Мисал 2. у, (х)=1, у,(х) = x, уз(х) = 7, .., Ya (x) алх” 
Функсијалары бүтүн эдэд охунла хәтти асылы дејилдир (п истә- 
нилән натурал әдәддир). 

Доғрулан да, һеч олмаса бир әмсалы сыфырдан фәргли 
олан ва дәрәҹәси (л--1)-и ашмајан 


мук д а 


чохћодлисинин (и —1)-дән чох сыфры (көкү) ола билмәз (ХУШ, ' 


$7, 8). Буна көрә да 
мА д А = О 
ејнилији Јалныз №, =), =... = А = 0 олдугда мүмкүндүр, јо'ни 
Поа ар | 


функсијгларм бүтүн эдэд охунда хәтти асылы дејилдир. 
Мисал 3. у, (х) = е", у(х) = е”* вә у, (х) = сһх функси- 
Јалары бүтүн әдәд охунда хәтти асылыдыр. 
Догрудан да, у; функсијасы у, вә у; фукксијаларынын 
хәтти комбинасијасы шэклиндэ ҝәстәрилә билир: 


n% Чон +y). 
Тутаг ки, (4,8) интервалында тэ’ин олунмуш у, (х), 
У» (х),..., Ya( x) функсијалары һәмин интервалда (л—1)-чи 


тәртибдән диференсиалланандыр. һәмин функсијалар васитә- 
силә дүзәлдилмиш л-тәртибли 


ЖЕСЕ 
(ж) е W [Sa Урын, У] У" У 


Ж, 
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детерминантына у, (х), у(х), .., у(х) функен]аларынын 
Вронски! детерминанты вә ја вронскианы дејилир. 

Теорем 1. (а, 0) интервалында хәтти асылы олан 
Yi Yo ws Ys функсијаларынын Вронски детерминан- 
ты һәмин интервалда ејниликло сыфра бәрабәрдир. 

Исбаты. уу, уз» ..., Ул функсијалары (a,b) интервалында 
хәтти асылы олдуғундан һеч олмаса бири сыфырдан фәргли 
олан елә М, №, ..., № әдәдләри вар ки, һәмин интервалда 

Ху (х) + ау (X) +++ ауе (x) = 0 (1) 
ејнилији едонилир. (1) е]шилн]ини (л--1) дәфә ардыҹыл an- 
ференсиалладыгда 


Ауа (ж) + daya (Х) + + Aya (x) =0, 


МУРТ а (5) + УР” (х) = 0 
мүнасибәтләри глыныр. Бу мүнасибәтләр көстәрир ки, № 
Кане. Әл әдәдләри п-мочћуллу л хәтти бирҹинсли 


» (х) =, + у(х) 22 +t Ya (х) 2а = 0, 

у(х) 21+ у (х) 2; +: + ув (х) та = 0, 
рер Түзүн (3) 
Уа) а + УР? (с) га ву (га 07 


тәнликләр системинин (21, 25, ... , Za мәҹһуллардыр) сыфырдан 
фәргли һәллидир ((3) системини өдә)ән Ад, Ap ..., А әдәдләринин 
һеч олмаса бири сыфырдан фэрглидир) Сыфырдан форгли 
һәлди олан хәтти бирчинсли (3) тәнликләр системинин детер- 
минанты сыфра бәрабәр олмалыдыр (11, 23 (3) системинин 
детерминанты исә Уу, Уа»... Уа функсијаларынын вронскианы- 
дыр. Демәли, хәтти асылы олан Yr, Уз, ... Ул функсијаларынын 
Вронски детерминанты (а, b) интервалынын истәнилән нөгтә- 
синдә сыфра бәрабәрдир. 

Нәтиҹә. (a,b) интервалынын һеч олмаса бир нөгтә- 
синдә Вронски детерминанты сыфырдан фәргли олан уу, 
У... Уа Функсијалары һәмин интервалда хәтти асылы 
дејилдир. 

Гејд едәк ки, верилмиш функсијаларын Вронски детерми- 
нантынын ејниликлә сыфра бәрабәр олмасы онларын хәтти 
асылы олмасы үчүн зәрури шәрт олдуғу һалда ҝафи дејилдир. 

Мисал 4. 

ри х > 0 олдугда 
ул 
0, x < б олдугда 


45% -| 0, х > 0 олдугда 
» ж, х< 0 олдугда 
. 


1 Јузеф Вронски (1775—1853) Полша ря]азн]уатчысылыр. 
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фумксијалармимн Вронски детерминанты бүтүн 
ејниликлә сыфра бәрабәрдир: Үтүн әдәд охунда 
Уг у; 


W [yis ya] = 
н Nonian функсијалар хотти асылы дејилдир. 
унунла белә, әкә » Ул Ун 
барха Р У, Уз, Уз Уһ функсијалары хәтти 


Ура (х) у" 9+... рь (х)у=0 (4) 
тәнлијинин һәллидирсә, онда онларын хәтти асылы олмасы 
һаггында теоремдә көстәрилән зәрури шәрт ејни заманда кафи 


б. * 
еорем 2. (4) тонлијинин омсалла ры (а, b) инт. 
валында косилмојондирсо вә онун уу, Уз еб, Ма ахаас 
ринин W(x) вронскианы һәмин имтервалын һеч 
ладан, бир r, браве сыфра чеврили ред W (x,)=0, 
A Yida ses Yi никси jaaa ры 6 

хәтти асылыдыр. Ч лары (8: 9 ышы 

Исбаты. у(к=1,2,.., п) функсијаларм вә онларын 
(1—1)-чи тортиба гәдәр төрэмэлэринин Хо нөгтәсиндәки гиј- 
мәтләри васитәсилә намэ’лум С,, С,, С, кэми]этлэрина 
нәзәрән ашагыдакы л хәтти тәнликләр системинә бахаг: 

Слу, (хо) + Су, (хо) +- + -+ Caya (ха) = 0, 


Суу (ху) + Caya (x0) +++ Caya (х,) = 0, (5 


СИ xo) + Сухо) +. Су 9х) -0. 

Бу системин детерминанты Yis Уз... « Уа функсијалары 
вронскианынын Xo негтасиндо ІР (хо) = 0 гијмәтинә бәрабәр- 
дир. Детерминанты сыфыр олан хәтти бирҹинсли тәнликләр 
системинин рт форели һәлли вар (ІІ, $ 3). Бу һәлләрин 
бирини СТ, CP, 22, СО илә ишарә едәк вә 

у= е (x) = Су, () + Су, (х) +... Су. (x) (6) 
кими функсија дузэлдэк. Уз, Уз, ..., Уа функсијалары (4) тән- 
лијинин һәлли олдуғундан онларын хәтти комби асијасы олан 
(6), функсијасы да һәмин тәнлијин һәллидир ($ 3). CP, 
с ДЭ әдәдләр системи (5) тәнликләр системинин һәлли 
олдуғундан (6) ф, нксијасы үчүн 

%(х) -0, 9 (хе) = 0, p(x) =0,...‚ #790) =0 (7) 


шэртлэри едэнилир, |э’ни (4) хәтти тәнлијинин (6) һәлли (7) 
башланғыҹ шәртләрини өдәјир. (7) башлангыч шәртләрини (6) 
һәллиндән башга (4) тәнлијинин һәлли олан у=0 функсијасы 
да едојир. Һәллин варлығы вә Јеҝанәлији теореминә ҝәрә (4) 
тәнлијинин (7) башлангыч шэртлэрини өдә)ән һәллы Јеҝанә 


. 


олмалыдыр. Демәли, һеч олмаса бири сыфырдан фәргли олар 
9, CP... С әдәдләри учун 
Су, (х) + СӘУ, (а) -+ Су, (х) =0 
олар ки, бу да Yi, уз, ..., Уа функсијаларынын хәтти асылы 
олдуғуну кестэрир. = 

Нәтиҹә 1. Хәтти бирҹинсли (4) тәнлијинин уу, уз,...,Уһ 
хүсуси һәлләри (а, b) интервалында хәтти асылы олмадыгда 
онларын (х) вронскианы һәмин интервалын hes бир 
нөгтәсиндә сыфра чеврилмир. 

Нәтиҹә 2. Әмсаллары (а, b) интервалында кәсилмәјән 
Функсијалар олан (4) тәнлијинин уң, Уз, c., Ул хүсуси ћол- 
ләринин W (х) вронскианы һәмин интервалын һеч олмаса 
бир нөгтәсиндә сыфра бәрабәрдирсә, онда интервалын бүтүн 
нөгтәләриндә дә сыфра бәрабәрдир. 

Доғрудан да, (4) тәғлијинин уу, уз, ..., Ул хүсуси һәлләри- 
пин ТУ (х) вронскианы интервалын һеч олмаса бир нөгтәсиндә 
сыфра бәрабәр олдугда 2-ҹи теорема керә һәмин һәлләр 
хәтти асылы олар. Хәтти асылы олан функсијаларын врон- 
скианы исә 1-ҹи теоремә көрә ејмиликлә сыфра бәрабәр олур. 

Нәтиҹә 3. Әмсаллары (а, b) интервалында кәсилмәјән 
функсијалар олан (4) тәнлијинин уу, Уз. ... , Ул хүсуси ћәл- 
ләринин вронскианы һәмин интервалын бир негтосиндо 
сыфырдан фәрглидирсә, онда интервалын бүтүн нөгтәлә- 
риндә дә сыфырдан фәрглидир. 

Демәли, л-тәртибли хәтти бирҹинсли тәнлијин уз, уз, o ‚ Уа 
хүсуси һәлләринин W (х) вронскианы ја (а, b) интервалында 
ејниликлә сыфра бәрабәрдир (һәлләр хәтти асылы олдугда), 
Ја да (а, b) интервалынын бүтүн нөгтәләриндә сыфырдан фәрг- 
лидир (һәлләр хәтти асылы олмадыгда). 

Дедикләримиздән хәтти бирҹинсли тәнлијин -хүсуси һәлдә- 
ринин хәтти асылы олмамасы һаггында ашагыдавы тәклиф 
алыныр: 

Нәтиҹә 4. Әмсаллары (а, b) интервалында кәсилмәјән 
функсијалар олан (4) тәнлијинин Yı, у; ‚ Уа хүсуси һәл- 
дәринин һәмин интервалда хәтти асылы олмамасы учун 
онларын вронскцанынын интервалын һеч олмаса бир нег- 
тәсиндә сыфырдан фәргди олмасы зәрури вә кафи шәртдир. 


55. ХӘТТИ БИРЧИНСЛИ ДИФЕРЕНСИАЛ 
ТЭНЛИКЛЭРИН УМУМИ ҺӘЛЛИНИН ГУРУЛМАСЫ 


Хәтти бирҹинсли - 
Ур, (х) уе + + + ра (уул 0 (1) 
тенлијинин үмуми һәлли онун хэтти асылы олма)ан хүсуси 


һәлләри васитәсилә гурулур. 
То'р и ф. п-тэртибли хәтти бирҹинсли (1) тәнлијинин 
(а, b) интервалында хәтти асылы олмајан п сајда у; (х), 
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Уз (х), у (х) йәлләри системинә һәмин тәнлијин (а, b) 
интервалында фундаментал һәлләр Спстеми дејилир. 

Ајдындыр ки, (1) тәнлијинин л сајда у; (х), у(х), s, уз (х) 
хүсуси һәлләринин һәмин тәнлијин (а, b) интервалында фун- 
даментал һәлләр системи олмасы үчүн онлардан дузолмиш 
Вронски детерминантынын (а, b) интервалынын һеч олмаса бир 
нөгтәсиндә сыфырдан фәргли олмасы зәрури вә кафи шэрт дир 
($ 4, нәтиҹә 4). Көстәрмәк олар ки, һәр бир хәтти бирҹинсли 
диференсиал тәнлијин истәнилән сајда Фундаментал һәлләр 
системи вардыр. - 

Хәтти бирҹинсли диференсиал тәнлијин үмуми һәллини 
онун истәнилән фундаментал һәлләр системи васитәсилә гурмаг 
олар. 5 


Теорем. Тутаг ки, и, (х), у,(ж), е». уул) функсија 
лары (1) тәнлијинин фундаментал ћоллор системи“ 
дир. Онда һәмин Һәлләрин ихтијари Cy, Cy ss, Са 
амсаллы 


у = Сууу(х) + Сау (х) +: + Caya (х) (2). 


хәтти {комбинасијасы (1) тәнлијинин үмуми həs- 
лидир. 


Исбаты. Ма'лумдур ки, л дәнә ихтијари сабитдән асылы 
олан (2) ифадәси (1) тәнлијинин һәллидир ($3, нәтиҹә). (2) 
функсијасынын (1) тәнлијинин үмуми Вэлли олдуғуну кестэр - 
мәк үчүн һәмин тәнлијин ихтијари 


у(хә) = уо У (хә) = жу... У“ (ха) = о (3) 
башлангыч шортлорини өдәјән у = у(х) һәллини (2) ћаллин- 


дән Ci, Ca, ..., С, сабитләрини сечмокло алмаг мүмкүн олду- 
туну көстәрмәк лазымдыр. 


(2) Функсијасынын (3) башлангыч шәртләрини едэмэси учун 
1, С» = Са сабитлари 


Су, (хо) + Caya (Xo) + + Caya (Хо) = Yos 
Суу (x0) + Су: (ко) + -+ Caya (хе) 


(4) 
Суу!” (ха) + Сур“ 
тәнликләр системинин ћолди олмалыдыр. (4) системинин әсас 
детерминанты, ja'n. мәҹһул һесаб олунан Ci, Crs., Са napa- 
метрләринин эмсалларындан дүзәлмиш детерминант у, (х), 
уз (х), ... + Ya (х) функсијалары вронскиапынын х, нөгтәсиндәки 
Ч (хо) ги)мэтидир. (1) тәнлијинин һәлли олан у, (х), у(х), s 
Уз (х) функсијалары фундаментал систем тәшкил етдијиндән 
онлар хәтти асылы олма]андыр. Буна көрә дә W (x,) +0 
($4, нәтиҹә 1) вә (4) системинин Јеҝанә Ci, С}, ... , Са hanan 
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вардыр. Онда (1) тәнлијинин һәлли олан 
у(х) = Ci ya (х) + Су: (х) + -•++ Caya (х) 
функсијасы (3) башлангыч шэртлэрини едојар. 

Теорем исбат олунду. 

Бу теоремдән ајдындыр ки, л-тәртибли х”тти бирҹинсли 
тәнлијин хәтти асылы олмајен хүсуси һәлләри ин сајы л-дән 
чох ола билмәз, }ә'ни онун (л + 1) дәнә истәналән у, (х), ..., 
у» (х). Yaşı (х) һәлләри һәмишә хәтти асылыдыр. 

Доғрудан да, бу һәлләрин биринҹи л дәнәси хәтти асылы 
оларса, ]ә'ни һеч олмаса бири сыфырдан фәргли олан ва 

Муз (5) + Му; (х) + ауа (А) = 0 
ејнилијини өлә)ән Ay Àr, ..., № әмсаллары варса, онда һәмин 
әмсаллар үчүн 
Муу (ж), + haa (2) + уа (x) + 0: Yasi (x) = 0 
ејнилији дә едэнилэр ки, бу да верилмиш (л +1) сајда 
у: (х), ... . Уо (х), Уаз (х) һәлләринин хәтти асылы олдуғуну 
кесторир. 

Әкәр бу һәлләрин биринчи л дәнәси хәтти асылы олмаса, 
онда теоремә әсасән тәнлијин истәнилән һәллини, хүсуси һалда 
онун Ул. (х) һәллини 

Yasi (x) = Слу, (x) +--+ Caya (х) 
шәклиндә көстәрмәк олар. Бу да верилмиш (n+ 1) сајда 
хүсуси һәллин һәмишә хатти асылы олдуғуну көстәрир. 

Демәли, эмсаллары (a,b) интервалында кәсилмә}ән функ- 
сијалар олан п-тәртибли хәтти бирчинсли диференсиал тән- 
лијин анчаг вә анчаг п сајда (тәртиби сајда) хәтти асылы 
олмајан хүсуси һәлли вардыр. ` 

Мисал 1. у” +- у = 0 тәнлијинин үмуми һәллини тапмалы. 

Јохламаг олар ки, у; = ѕіпх ва у; = соз х функсијалары 
верилмиш тәнлијин хүсуси һәлләридир. 

Бу һәлләрин вронскианы сыфырдан фәргли 

|у, = Уул | - sinx н ОАЕ. 
жм К уг 5 -ыяпх 
олдуғундан онлар хәтти асылы олмајандыр. Буна көрә дә у, 
уа хусуеи һәлләри верилмиш тәмлијин фундаментал һәлләр 
системини тәшкил едир, Онда теоремә көрә тәнлијин үмуми 
һәлли 


у= С; sinx + С,созх 
Функсијасы олар. 
$ 6. ОСТРОГРАДСКИ--ЛИУВИЛЛ ДҮСТУРУ 
Һәр бир хәтти бирҹинсли диференсиал тәнлијин истәнилән 


сајда фундамептал һәлләр системи вардыр. Лакин ики мүхтә- 
лиф диференсиал тәнлијин ејни фундамемтал һәлләр системи 


ола билмаз. Догрудан да, эксинн фәрз едек ки, ики мүхтәлиф 


ж УЗ ра (х) у. +р„(х)у=0 (1) 
УМ (х) у“ 9 + да (0) у= 0 2) 
диференсиал тәнлијинин ејни у; (х), Уз(х), -.., уь (х) фунда- 


ментал һәлләр системи вардыр. Онда һәмин функсијалар (1) 
вә (2) тэндикларикин тәрәф-тәрәфә чыхылмасындан алынан 


[ри (х) —4, (х3|У7794-1р,(3)--9,(4) у 73 4 
+IP (х) — ga (х)] = 0 (3) 

диференсиал тәнлијинин дә һәлли олар. Дел әли, (л—1)-тор- 
тибли хәтти бирҹинсли (3) тәнлијинин л дәнә (тәртибиндән чох 
сајда) хәтти асылы олмајан у, (х), .... у(х) хүсуси һәлләри 
вардыр. Бу исә мүмкүн дејилдир ($5).. Алынан зиддијјәт 
кестарир ки, ики мүхтәлиф тәнлијин ејни фундаментал һәлләр 
системи Ола билмәз, С 

Бурадан а}дындыр ки, һәр бир фундаментал систем уіғун 
бир диференсиал тәнлији тә |ин едир. А 

Тутаг ки, (а, 0) интервалында то'јип олунмуш "вә п-тәртибә 
гәдәр кәсилмәз теромолори олан у, (х), у» (х), ..., Ул(Х) функ- 
сијалары верилмишдир. Бу функсијалар хәтти асылы олмајан- 
дыр вә онларын W (х) вронскианы (a, /) интервалынын һеч 
бир негтосиндо сыфра бәрабәр дејилдир. Онда әмсаллары 
Јеканә rajaa илә то'јин олунан (1) шәклиндә елә |еканә хәтти 
бирҹинсли диференсиал тәнлик вардыр ки, у; (х), у(х), ... , Ув (х) 
Функсијалары онун фундаментал һәлләр системидир. 

Бу тәнлији, у, (х) функсијаларынын (1) тәнлијинин һәлли 
олмасы шәртләрини 


Ж ра (к) ОЧЕ ра (х) ја = 0 (к 1, 2, 
вэ (1) тонлијини бирко һәлл етмәклә тапмаг олар: 
Ж? + р, (х) у. pa (х) уп = 0, 
(к= 1, 2,..., п) (4) 
У? ру (х) у“ “+. ра (ју = 0. 

Алынан бирҹинсли тәнликләр системинин сыфырдан фәрг- 
ли Валли олдуғу учун онун әсас детерминанты сыфра бәрабәр 
олмалыдыр (11, $ 5): 

Ио ут»... 
У у 
РА: |60 (а<х<). 
уд уе... 

у ye... у 


sn) 
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Журадан ахтарылан тәнлик алыныр: 


1 ју эн» У о (5) 


у? у... ур уз 


Бу бәрабәрликдә иштирак едән (л+1)-тәртибли детерын- 
нантын сонунчу сүтун елементләринә ҝәрә ајрылышыны Јаза- 
раг, алынан нәтиҹәнин ІГ(х) вронскианына бөлдүкдә (1) шэк- 
линдә тәнлик алыныр. (5) бәрабәрлијиндә у--уу(х) кетурдук- 
да, детерминантын ики сүтуну ејни олдуғундан, о, ејнидикла 
сыфра чеврилир, Јә'ни у=у,(х) (к=1, 2,..., п) функсијалары 
һәмин тәнлијин һәллидир. 

Хүсуси һалда, фундаментал һәлләр системи у, (х), у(х) 
олан икитортибли хәтти бирҹинсли 

У" + р(х) у + рах) у= 0 (6) 
тәнлијинин р(х) вә р(х) әмсалларыны һәмин у(х) вә у(х) 
функсијалары васитәсилә ифадә- етмәк олар. Цогрудан да, (5) 
бәрабәрли|ннә ҝәрә фундаментал һәлләр системи у,(х), у(х) 
олан хәттн бирҹинсли тәнлик 


= а ју УУ 
то |жж У |=0 
у уз у" 
вә ја учтартибли детерминанты ачдыгда | 
(42299 ” кен] тір 
У — р) У ШЕ 517 = 0 (7) 
олар; бурада 
- и) = |> Э | = ууу; — улу» 
у У 
вә 


) = ууз— УУ» = 


W(x) = (уу у й у: | 


(6) вэ (7) танликларинин ујгун эмсаллары бәрабәр олмалы- 


лыр. Бурадан Е 

ро) = — Еу 
алыныр. Бу бәрабәрлијин һәр ики тәрәфини |х, х| (а<х,<9, 
а<х<Ь) парчасы үзрә интегралласаг, , 


(сасе – {Ж ах — = иу | 
вә ја 4 ~ | 


ч wi 
реак = a ущ, 
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олар. Бурадан r 
= | тов 
W (х) = Wize ~ (8) 
мунасибэти алыныр. 

(8) бәрабәрли)инә Остроградски! —Лиувилл? дустуру ae- 
Јилир. Һәмин дустур л-тәртибли хәтти бирҹинсли диферен- 
сиал тәнликләр үчүн дә доғрудур. 

Остроградски— Лиувилл дүстуру көстэрир ки, W(x) Вронс- 
ки детерминанты ја (а, b) интервалынын һеч бир нөгтәсиндә 
сыфра чеврилмир, |а да һәмин интервалда ејниликлә сыфра 
бәрабәрдир. 

8 7. САБИТ ӘМСАЛЛЫ ХӘТТИ БИРЧИНСЛИ 
ТӘНЛИКЛӘР 


Јухарыда ($ 5) ҝөстәрдик ки, п-тәртибли хәтти бирҹинсли 
диференсиал тәнлијин үмуми һәллини гурмаг үчүн һәмин тон- 
лин хәтти асылы олмајан л дәнә хүсуси һәллини (фунда- 
ментал һәлләр системини) билмәк лазымдыр. Әмсаллары дәји- 
шән кәмијјәтләр (функсијглар) олан хәтти бирҹинсли тәнлик- 
ләрин фундаментал һәлләр системини тапмаг үчүн үмуми үсул 
Јохдур. Лакин әмсаллары сабит әдәдләр олан хәтти бирчинс- 
ли диферексиал тәнликләр үчүн белә үсул вардыр. Сабит әм- 
саллы хәтти бирҹинсли диференсиал тәнликләрин фундаментал 
һәлләр системинин тапылмасы ҹәбри тәнликләрин һәлли мәсә- 
ләсинә ҝәтирилир. Бу мәсәләни үмуми шәкилдә шәрһ етмәк 
үчүн фәрз едәк ки, п-тартибли хәтти бирҹинсли 

1.1у| ву!” + рау" 4. раг У + pay т0 (1) 
тәнлијинин Pi, ра... Ра Әмсаллары сабит әдәдләрдир. 

(1) тәнлијинин гурулушундан ајдындыр ки, онун һәлли елә 
у=у(х) функсијасы ола биләр ки, онун өзү илә терэмэлэри 


ејни (охшар) шәкилд: олсун. Белә функсија у(х) = е" функ- 
сијасыдыр. Буна көрә дә (1) тәнлијинин һәллини у=е“ шәк- 
линдә ахтараг; À әдәдини елә сечәк ки, уже“ функсијасы ha- 
мин тәнлијин һәлли олсун. Бу функсијаны вә онун 
y= эе", у= T у" е" 
төрәмәләрини (1) бәрабәрлијиндә Јеринә јаздыгда 
Ще] = OP A PAT Раа Pa) е" 


вә ја 
#0) «354 рул" ове: + аад Ра (2) 
ишарәсини гәбул етдикдә % 
Це] = p0) e" (8) 
! Михана Васил јевич Остроградски (1801—1862) рус pi- 
Мык ае А 


Жозеф Лиувилл (1809—1882) франсыз ријази атчысыдыр. 
252 


олур. е*%0 олмасындан ајдындыр ки, уже“ функсијасынын 
(1) тәнлијинин һәлли олмасы үчүн 

Жарат Ра =0 ] 12 
олмалыдыр, Јә'ни à әдәди (4) ҹәбри тәнлијинин көкү олмалы- 
дыр. Бунун тәрси дә доғрудур. 

(2) чохһәдлисинә (1) тәнлијинин характеристик чохћод- 
лиси, (А) ҹәбри тәнлијинә исә һәмин тәнлијин характерис- 
тик тәнлији дејилир. 

(1) диференсиал тәнлијинин (4) характеристик тәнлијини 
алмаг үчүн тәнлијин өзүндә у-н ваһидлә, у-ин төрәмәләрини 
исә У-нын ејни дәрәҹәли гүввэтлэри илә әвәз етмәк аазым- 
дыр. Мәсәлән, , 

У + 3у +5y=0 
диферексивл тәнлијинин характеристик тәнлији 
2+3. -+5=0 
квадрат тәнлији, 4 
ум 40 
диференсиал тәнлијинин характеристик тәнлији исә 
»—4*+ = 0 
тәнлији вә с. олар. 
Сабит әмсаллы (1) хәтти бирҹинсли тәнлијинин үмуми һәл- 
ли онун (4) характеристик тәнлијинин кекләринә әсасән гу- 
лур. 
т Тэх. Характеристив тәнлијин көкләри һәгиги вә мүхтә- 
лифдир. (4) характеристик тәнлији п-дәрәчәли ҹәбри тәнлик 
олдуғундан онун п дәнә №, №.» Aa КИМИ кеку вар. Һәмин 
кеклэр һәгиги вә мүхтәлифдир. Бу һалда 
у= е", У = 25... уле ё (5) 
функсијалары (1) тәнлијинин Ћәлли олар. 
Ис) Па хатти асылы олмајандыр. Буну көстэрмэк 
үчүн һәмин функси)аларын вронски! ы дүзәлдәк: 
ё* ёе ..: еч" 
ме“ мё > ме" 
wage мез ме“ мө" = 


у 
се 


ыы 
оч 


са оба Ву №. №). 


Сонунҹу ћасилин икинчи вуруғу олан л-тартибли #(2,, Ул, 
22 №) детерминанты Вандермоно' детерминанты адланыр. 
Бу детерминанты һесабламаг мүмкүндүр: 3 


вол.) =| 1 [= вы), 
7 


Efi ы 
Вол а) = | di ds h | = (ha — 0 —%)(%» А) 


ма м 
вә үмуми)|әтлә, ријази-индуксија методу илә 4 
В. 2... №) = ПО) (6) 
ТЕ) 
мүнасибәти алыныр. Онда 
та) е Пи) (7) 
ШЕ 


олар. Характеристик тәнлијин кеклэри һәгиги вә мүхтәлиф 
олдуғундан —)у%0 (і>/) вә буна көрә дә х-ин истәнилән 
гијмәтиндә ҮГ(х) 0 олар. (5) функсијаларынын вронскианы 
сыфырдан форгли олдугундан һәмин функсијалар (1) тонлији- 
нин фундаментал һәлләр системина тәшкил елир. Бу һалда 
(1) танлијинин умуми ћолли 
у= Сүе'* + Сце" ++ Се“ (8) 
өлер: (55). 
ncaa 1. у”—4у'--Зу-:0 тәнлијинин үмуми һәллини Tan- 
малы. . 
Верилмиш тәнлијин ^?—4)+3=0 характеристик тәнлијинин 
кеклари ^,==3 вэ ^,=1 олдуғундан (һәгиги вә мүхтәлиф) онун 


үмуми һәлли 
у = Се" + с.е 


олар. 
Ша» 2. у”--бу"4:8у”-0 тәнлијинин характеристик тәнлији 
№ — 6.2 + 8А = 0 
кими Јазылар. Бу тәнлијин кеклари ^,=0, ),--2 вә ^,=4 одод- 
ләридир. Онда тәнлијин фундаментал һәлләр системи 
1, ей, ей 


вә үмуми һәлли 
у = С, + Се" + Се" 


Е 1 һал. Характеристик тәнлијин бүтүн көкләри ћогиги- 
дир, лакин онларын ичэрисиндэ тэкрарлананы вар. 

Бу һалда (4) характеристик тәнлијинин 94, Ху. А 
ләринин бир вә ја бир нечәси тәкрарланан олдуғуидан е”, 


1 Александр Теофил Вайдермонд (1735—1796) франсыз pn- 
ЈазијЈатчысыдыр. 
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ех... е" системи ичарисиндо мүхтәлиф функсијаларын сајы 
п-дән аз олар. Белә функсијалар исә (1) тәнлијинин фунда- 
ментал һәлләр системини тәшкил едә билмәз. Онларын сыра- 
сына бир сыра Јени функсијалар әлавә етмәк лазымдыр. 

Бу чатышмајан функсијалары хәтти 


Шу] = У ам 


оператору үчүн доғру олан 

цом = оу + Ы уе АШ ұны... эй 
дүстуруна әсасән тапмаг олар; бурада 

ТАИ] = па — 1) = e + 1) U 

+ (з — 12. — 2) · (п — к) рој“ ~" + 

КИ раа ОК реа U 

(к= 1,2... л; 10] = nU) 

(2, операторуну L операторунун к дәфә „символик диферен- 
сиалланмасы* һесаб етмок олар). Р 

Бу дустурун доғрулуғуну исбат етмәк учун UV һасилинин 

п тәртибә гәдәр ардыҹыл төрэмэлэри үчүн догру. олан (ХІУ, 

$9) 


+ Pay 


UV =UV, 
(шуу = U'V+ ШУ”, 
(UVY = U"V +20'У' + У", 


(у) = Ш" улов, ТЭРЭЭ 


бәрабәрликләрини ујғун олараг ра, Ра-1,.. ., Рі. 1 әдәдләринә 
вурараг, алынан бәрабәрликләри тәрәф-тәрәфә топламаг лазым- 
дыр. 

9) дүстурунда U =е* вә У = х" (т < л) көтүрсәк вә 
үн хур 0-2 ут (m <a) татр т 
олдугуну нәзәрә алсаг, онда 

Це] = елей) + тж“ 0) + 
+ mi к (+ +#'”(0.)] (10) 
2! . 


мунасибэти алынар. 

Инди фәрз едәк ки, 3, әдәди (4) характеристик тәнлијинин 
т, дәфә тәкрарламан кекудур. Онда мэ’лум теорем» көрә 
01) = (ы) =. = © У) 0, $“ (0,)%0 мүнасибәтләри 
өдәниләр (ХУШ, $ 8). Бу һалда (10) бәрабәрлијиндә = вә 
т әвәзинә невбз илә 0, 1, 2,..., т,—1 әдәдләрини кетурсэк, 
онда х 

це] = L (хее) = 1 е не ЦА 24-0 
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бәрабарликләрини аларыг. Бу көстәрир ки, 

ен а а (11) 
функсијалары (1) тәнлијинин ћоллидир, |э'ни (4) характеристик 
тәнлијинин лу дәфә такрарланан ”) көкүнә (1) тәнлијинин т, 
дәнә (11) һәлли ујгундур. 

Бу мүһакимә (4) характеристик тәнлијинин һәр бир тәк- 
рарланан көкү үчүн апарыла биләр. Нәтиҹәдә характеристик 
тәнлијин бүтүн садә вә тәкрарланан көкләринә ујғун (1) тән- 
лијинин л дәнә хүсуси һәлли тапылыр. Бу хүсуси һәлләр (1) 
тәнлијинин фундаментал һәлләр системини тәшкил едир (буну 
исбат етмәји охуҹулара һәвалә едирик!). Фундаментал һәлләр 


системинә әсасән (1) тәнлијинин үмуми һәлли гурулур ($ 5). 
Мисал 3. у" — 6у'--9у -0 тәнлијинин 
02—624 9-0 


характеристик тәнлијинии көкләри бәрабәрдир: №; => = 3. 
(3 әдәди икигат көкдүр). Онда онун фундаментал һәлләр сис- 
теми ез, хе? вә үмуми һәлли у = Сје“-- Суже“ олар. 

Мисал 4. 3% y" „0 тәнлијинин үмуми һәллини гурмаг 

-0 характеристик тәнлијинин көкләрини тапаг: 
2 0, ^, =1. Бу һалда верилмиш тәнлијин фундаментал 
һәлләр системи 1, х, x°, ех вә үмууи һәлли у=С,-+С„х+ 
-- Су Сје“ ола 

Ш һал. Характеристик тонлијин көкләри мүхтәлиф- 
дар. лакин онларин ичәрисиндә Комплекс оланлары вар. 

Бу һалда характеристик тәнлијин көкләринә әсасән (1) тән- 
лијиних үмуми һәллини гурмаг үчүн ашагыдакы леммадан HC- 
тифало олунур: 

Лемма. Логиги дојишонли у(х)-4Дх)-4Ү(х) комплекс 
Функсијасы Һәгиги әмсаллы (1) тәнлијинин Һәллидирсә, онда 
һәмин функсијанын О (х) һәгиги вә V(x) хәјали Һиссәси дә 
(1) тәнлијинин ћоллидир. 

Доғрудан да, хәтти 1. оператору үчүн 

Ей, х) + ТЕЛ = LIU) + УС)! 
олдугундан, /.(((х)44У(х)| 0 олмасындан 
1.10(х)| жо,  L|V(=)] жо 


алыныр. 

Инди, фәрз едәк ки, 2. +. Аа әдәдләри (4) характерис- 
тик тәнлијинин кеклориди| бу кеклорин бири, масолон, 
Эл, комплексдир: ћу ==+18 Gro). била һәмин комплекс эдэдин 
гошмасы да һәгиги эмсаллы (4) характеристик тәилијинин KO- 
кү олар (ХУШ, $ 9). Демәли, 7, ==+19 көкүнүн гошмасы олан 

13 әдәди дә), №,..., № көкләри ичарисиндэлир. Тутаг ки, 
O, ^а-1-дир. Бу һалда леммаја әсасән (1) тәнлијинин 


Ya = 609 = е cosp х | іе" singa 


ва Е 


Yam = ен = e" сов Вх — te" віп х 
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комплекс һәлләринин е" соѕ 8 х Һәгиги вә е" соз 2х хәјали huc- 
сәләри дә һәмин тәнлијин һәлли олар. Беләликлә, (1) тәнли- 
јинин ики Уз вә уг— Комплекс һәлли әвәзинә икн һәгиги 
= ya = есоз х вә ума = е sin х 

хүсуси Һәлли алыныр. > 

Бу гајда илә (1) тәнлијинин һәр бир чүт комплекс һәлли- 
нә ики дәнә һәгиги хүсуси һәлл ујғун олур. Нәтиҹәдә харак- 
теристик тәнлијин и дәнә (һәгиги вә ја комплекс) кекуно yj- 
ғун (1) тәнлијинин јенә дә л дәнә һәгиги хүсуси һәлли алы- 
ныр. Бу хүсуси һәлләр хәтти асылы олмајандыр (исбат един!). 
Һәмин хүсуси һәлләрә әсасән (1) тәнлијинин үмуми һәлли ry- 
рулур. Мәсәлән, (4) характеристик тәнлијинин анҹаг бир чут 
Аа = (atip) вә Mi= (2—18) комплекс көкләри олдугда (1) тэн- 
лиЈинин үмуми һәлли 

у= Семя... + быв’ + С, ле" зїп $х + С, е соза х 
кими гурулур. 

Мисал 5. у” —у”--4у' —4у =0 хәтти тәнлијинин характерис- 
тик тәнлији 
4—40 
олар. Онун көкләри №, =1, +а=21 вә = — 21 эдэдлэридир. Бу 

һалда тәнлијин 
а, 28, е" 
фундаментал һәлләр системи әвәзинә һәгиги 
ех, віп2х, соѕ2х 
фундаментал һәлләр системи ҝөтүрүлүр вә верилмиш тәнлијин 
үмуми һәлли гурулур: 
у = Сје + С,ѕіп2х + С,соѕ2х. 
IV Пал. Характеристик тәнлијин көкләри иҹәрисиндә 
тәкрарланан комплекс көкләр вардыр. 
Бу һалда да (1) тәнлијинин 


Ал 


е О a 


хүсуси һәлләри иҹәрисиндә мүхтәлиф функсијаларын сајы л- 
дән аз олдуғундан, онлар һәмин тәнлијин фундаментал һәл- 
ләр системини тәшкил едә билмәз, Онларын сырасына бир сы- 
ра Јени Кү ет әлавә етмәк лазымдыр. 

Әҝәр 24-18 (8+0) комплекс әдәди характеристик тәнлијин 
т дәфә тәкрарланан көкүдүрсә, онда онун гошмасы олан 
а—і& әдәди дә һәмин тәнлијин т дәфә тәкрарланан көкү олар. 
Онда, ЇЇ һалда олдугу кими, көстәрмәк олар ки, 2т сајла 


е жет, ент, 


е” 


кебі 


функсијалары (1) тәнлијинин хүсуси һәлләридир. Һәмин xy- 
суси һәлләри 

ё'*соз$ х, хе" соѕбх,..., ХЭЭ е cosg х, 

езсіпфх, хе“ віп бх,..., хте sin 8x 
кими 2т сајда һәгиги хүсуси һәлләрлә әвәз. етмәк олар (Ш 
һалда олдуғу кими). 

Беләликлә, (4) характеристик тәнлијинин садә һәгиги, тәк- 
рарланан һәгиги, садә вә тәкрарланан комплекс көкләринә 
әсасән (1) тәнлијинин л сајда хәтти асылы олмајан һәгиги xy- 
суси һәлли тапылыр вә үмуми һәлли ујғун шәкилдә гурулур, 


Мисал 6. у“ — у 2у”—2у"-у’—у=0 хәтти тәнлијинин 
DA 032—002 А 1 = (024 1). —1) =0 
характеристик тәнлијинин кеклари 
іі; Д, за, Бенц цаа 


олер. Бурада = —і вә у= гошма комплекс көкләри икигат 
кеклардир. Онда верилмиш тәнлијин һәмин көкләра у)ғун ћа- 
гиги фундаментал һәлләр системи 
ех, cosx, xcosx, sinx, xsinx 
олур ве умуми ћолли 
у = Сүе* + Cacos x + Са x cos x + Csin x + С, xsin x 
кими гурулур. “ 


$ 8. ХЭТТИ БИРЧИНСЛИ ОЛМАЈАН ДИФЕРЕНСИАЛ 
ТЭНЛИКЛЭРИН полли 


Әмсаллары вә сағ тәрәфи һәр һансы (4, 5) интервалында 
кәсилмәјән функсијалар олан 


L [y] == У рту“ H УЕ Ра) Y Ра(х) у = Ло) 


вә ја 
ЦУ = Ко) | 
хәтти бирҹинсли олмајан тәнлијинин Хо, Уб, Уо... у" Эбаш- 
лангыч шәртләрини өдәјән Јеҝанә у= у(х) һәллинин варлығы 
Јухарыда гејд едилмишдир ($ 3). 
Бу һалда, (1) тәчлијинин сағ тәрәфини сыфыр һесаб етмок- 
лә алынан хәтти бирҹинсли 
МУ = 0 (2) 
тәнлијинә (1) хәтти бирҹинсли олмајан тәнлијинә ујғун олан 
бирҹинсли тәнлик дејилир. 
Хәтти диференсиал /. операторунун молум хассәләринә 
($ 3) әсасән (1) тәнлијинин һәлли һаггында ашагыдакы тәк- 
лифләри исбат етмәк олар, 
Теорем 1. (1) тәнлијинин ук) Һәлли илә (2) 
бирҹинсли толијинин у(х) һәллинин ҹәми (1) man- 
лијинин ћоллидир. e 
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Догрудан да, у(х) = Yolx) + уби) функсијасы үчүн МУ] = 
= ув) + МУ) ИТҮ уз] f(x) ва [[У|==0 мүнасибәт- 
л ә әсасән [.[У|=/(х) олар. = 
"Р еорем 2. дкәр уух) функсијасы Шу] =Л(х) (к=1, 
2,.... т) тәнлијинин һәллидиреә, онда у(х)= У, у(х) 

к=! 
функсијасы да 


m 
цу = Ўл 0) 
к=! 
тәнлијинин һаллидир. 
Доғрудан да, /. [уһ |=/(х) олмасындан а)дынлыр ки, 


т т т 
L Р З) «Уи» Л). 
к=! = к=! 

Теорем 3. Хәтти бирчинсли олмајан (1) manan- 
Зинин умуми Полли онун бир у.х) түсуси һәлли илә 


уйгун (2) бирчинсли тәнлијинин У Сил (х) үмуми 
к=! 
һәллинин 


убх) = уох) + У Сок) (3) 
кеі 

а нә бәрабәрдир. 
не T ~ ал исбат етмәк үчүн нәзәрә алаг ки, 
уа(х) Функсијасы (1) тонлији: ин ихтијари хүсуси Вэлли anO) 
72. уё(х) фукксијаларм (2) тәнлијинин фундаментал әлләр 
системидир. Ајдындыр ки, (3) функсијасы (1) тәнлијинин уму 
ми һәлли олдугуну исбат етмәк учун һәмин тәнлијин ихтијари 


ух) = у i 
а <x <b) 4 ты 
л тләрини өдәјән у=у(х) һәллини (3) функсија- 
таг Сы. „ с. к рын сечмәклә алмаг мүмкүн ол- 


гөстәрмәк лазымдыр. 1 
АД Букс рынып (4) башлангыч шәртләрики өдәмәси үчүн 
Су, Са... Са сабитләри 


È Суу, (хо) + уха) = Yor 
= 
S сой) + (вд = х. 4 


=“ 


лт) 


ў скока = 
к=з! ы Р” 


системинин һәлли олмалыдыр. (5) системинин әсас детерми- 
нанты, |ә?ни мәҹһул һесаб олунан Сү, С, С, парауетрлә- 
ринин эмсалларынлан дүзәлмиш детер: (2) тәнлијинин 
Фундаментал һәлләр системи олан у; (х УӮ(х) функсијала- 
ры вронскианынын Хо нөгтәсиндәки (х,) гијмәти олдуғун- 
дан, W(x) 40 олар ($ 4). Буна керә дә (5) системинин Јеҝанә 


Сї, С?,..., С) һәлли вар. Демәли, (1) тәнлијинин 
р 
у(х) = у(х) + У Суух) 
ын 


һәлли (4) башлангыч шәртләрини өдәјир. 

Бу теоремдән ајдындыр ки, бирҹинсли олмајан (1) тәнли- 
јинин үмуми һәллини тапмаг үчүн онун өзүнүн бир хүсуси 
һәллини вә ујғун (2) бирҹинсли тәнлијинин үмуми һәллини 
билмәк лазымдыр. Бирҹинсли тәнликләрин үмуми һәллинин 
тапылмасы үсулу әввәлләр ($ 5, $ 7) көстәрилмишдир. Буна 
көрә дә (1) тәнлијинин үмуми һәллини тапмаг үчүн әсас мә- 
сәлә онун бир хүсуси һәллинин сеҹилмәсидир. 

Мисал 1. у’—6у’--Эу-=х тәнлијинә ујғун олан у”—бу’-+9у=0 

. бирҹинсли тәнлијинин үмуми Вэлли 
у = Сие" Сухек 


функси]асыдыр ($ $, мисал 3). Јохламаг олар ки, 
(хх) =. = 
у) = (+ 2) 


функсијасы верилмиш тәнлијин хүсуси һәллидир (бирҹинсли 
олмајан тәнлијин хүсуси һәллинин тапылма үсуллары сонра 
көстәрилир). Онда тәнлијин үмуми һәлли 


у= (к) Сен Се“ 


олар. 

Papais олмајан тонлијин эмсаллары сабит әдәдләр ол- 
дугда онун бир сыра һалларда хүсуси һәллини сечмә үсулу 
(бу сонракы Параграфда кесторилир) илә тапмаг олур. Лакин 
бу усул кениш диференснал тәнликләр синфинә тәтбиг олун- 
мур. 
ЛҮ олмајан тәнлијә у]тун бирҹинсли тәнлијин фун- 
даментал һәлл р системи мә лум олдугда бирҹинсли олмајан 
тәнлијин үмуми пэллини ихтијари сабитләрин варнаси]асы үс; 
лу (вә ја Лагранж үсулу) илә тапмаг олар. Бу үсул беләдир: 

Бирҹинсли олмајан (1) тәнлијинә у]гуи олан (2) тәнлијинин 
у(х), уз(х),..„ Уа(х) фундаментал һәлләр системи мэ’лум ол- 
дугда бирҹинсли тәнлијин 


у(х) = Суух) + Саун) ве + Cayol) — (6) 


үмуми һәллиндә С’, С,,..., Са ихтијари сабитләрини х-дэн 
асылы елә функсијалар сечирлор ки, алынан 


у(х) = Сх) ух) + Са(х) у(х) ++ Са(х) уз 10) 


функсијасы (1) тәнлијинин үмуми һәлли олур. 
Бу һалда, ахтарылан л сајда намо'лум 


Сбх), Сух),. „ Са(х) (8) 


функсијаларыны тапмаг үчүн л сајда шәртдән (тәнликдән) ис- 
тифадә олунур. Бу шәртләрин биринҹиси (8) функсијалары- 
нын (1) тәнлијини өдәмәсидир. Јердә галан (п—1) дәнә тән- 
лик (шэрт) исә (7) функсијасы төрэмэлэринин (6) функсија- 
сынын ујғун терамоси кими олмасы тәләбинә әсасән тапылыр: 


Сдх) (к=1, 2,..., п) функсијаларыны елә сечирләр ки, (7) 
функсијасынын 
уо) = Ў Скр) $ Со) у, бо 
төрэмэси 52 6 
у(х) -Ү Сбх) у (Хх) (9) 
шәклиндә олсун, ]э'ни ын 
Ў служ) =0 (10) 


шәрти өдәнилсин. Инди (9) функсијасынын 


уо Ў с, (а) хон У С: (х) Да) 


төрәмәсинин А 
у(х) = Х С, (x) yk (x) (1) 
шәклиндә олмасыны толоб бр 

Хао = 0 

шәртини аларыг. Бу ядах давам етдирмәклә 
Ў Сух) у(х) =0 (13) 

шәрти васитәсилә (1 шин төрэмэ үчүн 
ум“ = У Са) у“ (о (14) 
т” ЕЈ 


ифадоси алыныр. Бурадан п-тартибли төрэмэни тапаг: 
у(х) = У С, (х) у) + У, 614) (и). (15) 
Па к=! = 
Инди (7) функси)асыны вә онун тапдығымыз (9), (11), (14) 


(15) төрәмәләрини (1) тәнлијинин сол тәрәфиндә Јеринә 
јазаг: 


4% ЖЕТІСІ = E Су “о + 
k=l 


+Š сю 1080). 
к=! 


Бурадан 5 
110516) = Дух] æ- у(х) =0 
олдугуна эсасэн 
Уса "одн Де)  ` 


= 
мунасибати алыныр. Дехэли, (7) функсијасм (1) танлијинин 
һәлли олмасы учун (10), (12), (13) вә (16) шәртләри өдәнил- 
малидир: 


a 
2 С. (х) ух) = 0, 
> Ci (x) у, (х) =0, 


Пэн 


Бе $3 важ (17) 
Хх = 0, 
к= 
E С. (х) (x) = Да). 
к=! . 

Бу системин асас диэри (2) тәнлијинин (а, b) ин- 
тервалында фундаментал һәлләр системи олан у;(х),..., у(х) 
функсијаларынын вронскианы олдуғундан, о һәмин интерва- 
лын бүтүн негтолариндо сыфырдан фәрглидир: (х) #0, Буна 
көрә дә (17) сисгеминин 

Сх) = (х). Ск) = а (А). Си) = Фа (А) 
кими Декана һәлли вар, Бу бәрабәрлиҝләри интегралламагла 
Сх) = ре) аъ. Сүх) = [еа dx + Су.» 


С (х) faw ах + Cn 


мүнасибәтләри (бурада С,, С,...., Ca ихтијари сабитлардир) вә 
онлары (7) бәрабәрлијиндә јеринә јазмагла (1) тәнлијинин ax- 
тарылан 


уб) = È сия) з) = È эмх) | ецајах + È Conte) 018). 
ка! к=! к=! 


һәлли алыныр. (18) һәлли ики һиссәдән ибарәтдир. Бунларын 
бири (1) танлијинин хүсуси һәлли 


ума) - У у(х) [ 0) ах, 
= 


о бири иса она ујғун олан (2) бирчинсли тәнлијинин үмуми 
ћоллидир: 


У С.у, (х). 


к= 
Мисал 2. Бирчинсли олма}ан 
у”—4у'+3у=е“ 
тәнли}инә у)ғун олан бирчиксли 1у"—4у'++Зу= 0 тәнлијинин 
у(х) = Сје “+ Се“ үмуми Полли мо'лумдур (6 7, мисал 1), онун 
үмуми Һәллини сабитләрин вариасијасы үсулу илә тапмалы. 
Бу һалда (17) систеуи Е 
Ci (х) "+ С (х) 6-0, 
Сі (х)Зе + С: (х) е? = е" 
шәклиндә олар. Бурадан Крамер гајдасына ҝәрә 
сбд=-е7, С: (х) == е 
алыныр. Ахырынҹы бәрабәрликләри интег 
С, (к) фес, Са) С 


мүнасибәтләри вә (18) бәрабәрлијинә әсасән верилмиш TƏH- 

лијин А 4 
y (x) = — e” се ыс, 

умуми ћолли алыныр. 


59 САБИТ ӘМСАЛЛЫ ХЭТТИ БИРЧИНСЛИ ОЛМАЈАН 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭР 

Хәтти бирчинсли олмајан тәнди)нн үмуми һәлли онун бир 

хүсуси һәлли илә ујгун бирҹинсли тәнлијин үмуми һәллинин 
ҹәминә бәрабәрдир. Хәтти бирҹинсли олмајан 

1, [уј ав урду“ Т.Д y рау = Р(х) ` (1) 

тәнлијинин әмсаллары сабит ру, рә, ..., Ра әдәдләри олдугда 

она ујғун олан сабит әмсаллы бирҹинсли тәнлијин үмуми һәл- 


263 


линин тапылма гајдасы Јухарыда ($ 7) к рилмишдир. Бир- 
ҹинсли тәнлијин үмуми һәллинә әсасән (1) тәнлијинин үмуми 
һәллини ихтијари сабитләрин вариасијасы усулу ($ 8) илә 
тапмаг олар. Лакин бу заман мурэккэб һесабламалар апармаг 
лазым ҝәлир. 

Буна көрә дә ујғун бирҹинсли тәнлијин үмуми һәлли мэ’- 
лум олдугда (1) тәнлијинин үмуми һәллини гурмаг үчүн бо'- 
зан онун бир хүсуси һәллини тапмаг даһа әлверишли олур. 
(1) тәнлијинин хүсуси һәллини сағ тәрәфдәки f(x) функси- 
Јасынын шәклинә әсасән сечмә үсулу вә ја ге)ри-мүә))ән ƏM- 
саллар үсулу илә тапырлар. 

1 пал. (1) тәнлијинин сағ тәрәфи т-дәрәҹәли ҹәбри чох- 
ћодлидир: 

Јоде Ра (х) = box" + 0 Ваа (2) 
вә тәнлијин р, әмсалы сыфырдан фәрглидир, јони (1) тэн- 


лији 
L [| = Ра (х), ра #0, (3) 

шәклиндәдир. Онда (1) тәнлијинин {хүсуси һәллини т-дәрә- 
чәли 

у, (х) = Вох" + Вах" + +Ви-х + Ви а (x) (4) 
чәбри чохћодли шәклиндә тапмаг олар. 

уна инанмаг учун (4) функсијасыны л дәфә ардыҹыл an- 
ференсиаллајаг: 


yo (x) = mB, х" + (т 1) Вух“ 002 В„—зх + Ви 


рән т--1 тәнликдән ибарәт 
Pa Во = бу, 
ра т Ва + ро Ву = by (5) 


хәтти тәнликләр системи алыныр. Бу (учбучаглы шәклиндә) 
системин әсас детерминанты сыфырдан фәргли 4ј= (ра) +0 
олдугундан, онун јеҝанә һәлли (Јә'ни (5) системини өдәјән 
Ву, В,...., Вт әдәдләри) вардыр. Бурадан (1) тәнлијинин 
(4) шәклиндә хүсуси һәлли тапылыр. 

Мисал 1. у’—5у’+6у-х? тәнлијинин үмуми һәллини TAN- 
малы. 

Бу тәнлијә ујғун у —бу' + 6у =0 бирҹинсли тәнлијинин уму“ 
ми Һәлли у (х) = Сие" + Се" функсијасыдыр. Верилмиш тэн» 
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лијин үмуми һәллини гурмаг үчүн онун бир хүсуси һәлли 
тапылмалыдыр. Бу хүсуси һәлли 
Yo (х) = Во? + Bix + В; 
шәклиндә ахтараг. Онда 5 
yo (х) = 28,х + Ву yo (х) = 28, 
гијмәтләри тәнликдә јазылдыгла 
28,-5 (2Вьх + Ву + 6 (Box? + Вх 4-8) = 
борабарлији вә бурадан В», 81, В, эмсалларыны тојин етмәк 
ш. 68,-1, 
—10В„+6В, = 0, 
2В,—58, +68,=0 

тәнликләр системи алыныр. Нәтиҹәдә Bo, В; вә В, әмсаллары 
тапылыр: 


1 5 2%, 
В, = Ва В,= 105 
Демәли, верилмиш тәнлијин үмуми һәлли 


уб) + х псе сы” 


шәклиндә олар. 
И һал. (1) тәнлији jena дә (3) шэклиндэдир, лакин р» 
эмсалы сыфра бәрабәрдир: р» = 0. 
„| Онда үмуми һалда 
тэгээл 0, Ра 0 
олдуғуну гәбул етсәк, (1) тәнлији 


уыр +++ Pama У = Р» (Я (6) 
шэклиндэ Јазылар. Бу һалда ^ = 0 одоли һәмин тәнлијин 
Мари H фр = 0 19) 


характеристик тонлијинин "а дәфә тәкрарланан көкү олар. 
Экер z- у“ әвәзләмәсини апарсаг, Онда (6) тәнлијинин 
тэртиби а гэдэр азалар вә 
ара" Эри 2 = Фа ес (8) 
#0). (8) тәнлији 1 һалда бахылан нев 
ПИ Он а онун мн һәлли (4) шэклиндэ чох- 
ћодли олар: = 
2= Са (х) вә ја у = Qn (х). 
Ахырынҹы бәрабәрлији а дәфә ардыҹыл интегралладыгда у 
тапылыр: 
уе Ахт А, хт Ав HOAT H Са Се. 
Бурада С, = С, = С, = 0 кетурдукдо (6) тәнлијинин 
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бир хүсуси һәлли (бизә дә тәнлијин бир дәнә хүсуси һәлли 
лазымдыр) алыныр: ~ 
уу Ах" HA" 1+... Дах хе Ви (х). 
Демәли, (6) шәклиндә диференсиал тәнлијин хүсуси һәлли 
Yo (х) = X° R m (х) (9) 
шәклиндә ахтарылмалыдыр; бурада о илә характеристик TƏH- 
лијин 1-0 көкүнүн токрарланма тәртиби, Rm (х) илә исә TƏH- 
Anjun сағ тәрәфиндәки чохһәдли илә ејни дәрәҹәли олан чох- 
һәдли ишарә олунмушдур. 

Мисал 2. у”-3у”-ж тәнлијинин үмуми һәллини тапмаг 
үчүн әввәлҹә буна ујғун у”--Зу”-0 бирҹинсли тәнлијинин 
27--3А7--0 характеристик тәнлијинин көкләрини тапаг: л; = ^›=0, 
м=3 (з= 2). 

Бурадан ајдындыр ки, бирҹинсли тәнлијин үмуми һәлли 

у(х) = С.С Се" (10) 
олар. Верилмиш бирҹинсли олмајан тәнлијин хүсуси һәлли исә 
Yo (х) = х (Ах--В) 
шәклиндә ахтарылмалыдыр. Бурада 

у(х) = ЗАх?-28х, у, (х) = 6Ах+2В, ус (х) = бА 
вә бу гијмәтләри тәндикдә Јеринә јаздыгда 
6Л—3 (6Ах--28)-х 
мүнасибәти алыныр. Сонунҹу бәрабәрлијә әсасән 


А-1, 64-68=0, А= — 1 = й 
18 


олар. 
Демәли, верилмиш тәнлијин хүсуси һәлли 


уо (х) É (241) 
вә үмуми һәлли ; 
у(х) = С,+С,х+Суе*—-Е (х+1) 
функсијасыдыр. 
Ш һал. (1) тәнлијинин сағ тәрәфи т-дәрәчәли ҹәбри чох- 
һәдли илә үстлү фунт ијанын һасилидир: 
кау] Рых) 2 (п) 
Бу тәнликдә у = 26” әвәзләмәсини апараг вә ики функсија 
һасилинин хәтти оператору һаггында мэ’лум олан 
шу] =L u] v 5 Л у үед, уе 
дустурундан ($ 7, (9)) истифадә едәк. Онда ($7) 
[е] = е^ g 6) 
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олдуғуна әсасән (11) тәнлији 
L [227] = Ж” ze Ate Ү09 p yer “би 
и 


е 209 « Ра(хје“ (12) 
кими јазмлар; бурада 
обје Ири + ро Ара 
ифадәси (1) танлијина ујғун бирчинсли тәнлијин характерис- 
тик чохһәдлисидир. 
(12) бәрабәрлијинин һәр ики тәрәфини е функсијасына 
бөлдүкдэ, (3) шәклиндә олан 
2M4- EER a g (б) = Ра (2) (13) 


тәнлији алыныр. Әҝәр А, эдэди характеристик тәнлијин 2 дәфә 
тәкрарланан көкүдүрсә, јони 
око) =#' (0) 0 0) = 0, +" („) 0 
мүнасибәтләри өдәнилирсә, онда И һала көрә (13) тәнлијинин 
хүсуси һәлли 
z= x" Qn (х) 

шәклиндә ахтарылмалыдыр. Бу һалда (11) тәнлијинин хүсуси 
Вэлли : 

у= х" Qa (х)е" (14) 
кими олар. 

Демәли, А, әдәди характеристик тәнлијин 2 дәфә тэкрар- 
ланан көкү олдугда (11) тәнлијинин хүсуси Вэлли (14) шэк- 
линдэ ахтарылмалыдыр. Бурадан *,=0 олдугда 11 һалдакы 
нәтиҹә алыныр. 

Мисал 3. у” ку” = хе“ (Ра (х) = х, = 1) тәнлијинә у|ғун 
олан бирҹинсли у?”--у”-0 тәнлијинин у, характеристик 
тәнлијинин көкләри № =^ә=0. ›у=—1 әдәдләридир. ^e = 
әдәди характеристик таплијин көкү дејилдир (2=0). Буна көрә 
дә верилмиш тәнлијин хүсуси һәлли 

уз (х) = (Ах + В) е 
шәклиндә ахтарылмалыдыр. Бу функсијанын 
ув (х)= Де (Ах+ В) e", уо (х) = 2Ае* +(Ах+ В) е", 
yo (х) = ЗАе" + (Ах+8) е 
төрэмэлэри тәнликдә Јазылдыгда А вә В әмсалларыны та'јин 
етмак учун 
БАС + 2 (Ах + В) е = хе“ 
мүпасибәтләри алыныр. Бурадан 
ФА = 1, БА +28 =0 вә 
A=}, в-- 
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тапылыр. Демоли, верилмиш тэнли]ин хүсуси Вэлли 


эь ба) р (к) е 
2 2 
вә үмуми һәлли 


у(х) = С, Сх + Су" + (= 5)е 


ыш! 
У һал. (1) тонлијинин саг торофи 4 
ээ [PÈ (х) соёрх ер (х) sin рх) (15) 
шәклиндә ифадәдир, бурада РС вә РО -дә- 
рэчэли чэбри ЧОХ етгі мы шээх Масс 
(15) ифадэсини Ејлерин - 


mi 21 
шарх = = созрх = ETE 
дүстурларына әсасән чевирдикда 
~ 1 (х) = ебек рф х) + бетен 18 


шәклиндә функсија алыныр, бурада РО (х) вә Р) -дә- 
рәчәли чәбри чохһәддиләрдир, Ш ДЫЛЫ шылы 
Бу һалда (1) тонлијинин хусуси һәлли 


L [у]=#ё** "9 р (х) (16) 


ја [у]=е°®—” pta (х) (17) 
то нликлэринин хүсуси һәлләринин чәминә бәрабәр ола 8, 
теорем 2). (16) вә (17) танликлоринин иу Жы ЛЫ ш 
һа лда кестәрилән гајда илә тапылыр. Бу тәнликләрин сар тә- 


рәфини Ејлер дүстурлары васитесило јенидан (15) шәклинә 
котирмок мумкундур. к 

Белэликлэ, ашағыдакы нәтиҹә алыныр: 

(1) тәнлијинин сағ тәрәфи (15) шэклиндэдирсэ вә А,+рі 
әдәдләри характеристик тэнли]ин а дәфә тәкрарланан кеку- 
дүрсә, онда һәмин тәнлијин хүсуси һәллини 

Yo (5) = х' е'^ [99 (х) cos рх + С® (х) sin рх] (18) 
шәклиндә ахтармаг лазымдыр, бурада QH (х) вә 60 (х) т-дэ- 
рәчәли чэбри чохһәдлиләрдир. 

Мисал 4. у”--9у- соз 3x. 

+3! әдәдләри характеристик тәнлијин садә кеклари олду- 
гундан верилмиш тәнлијин хүсуси һәлли 

Уо (х) = х [А cos 3х + В sin Зх] 
шэклиидэ ахтарылмалыдыр, 

Мисал 5. у” — у = 2х còs 3х. » 

+3: әдәдләри характеристик тәнлијин көкү олмадығындан 
тәнлијин хүсуси һәлли 

Yo (х) = (Ах + В,) соз Зх + (Ах + В,) sin 3x 
шәклиндә ахтарылмалыдыр: е 
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вә 


5 10. ЛИФЕРЕНСИАЛ ТӘНЛИКЛӘР ҮЧҮН 
СӘРҺӘД МӘСӘЛӘЛӘРИ 


Индија гәдәр верилмиш диференсиал тәнлијин үмуми һәл- 
линдән онун муэ]эн хүсуси һәллини алмаг үчүн башлангыч 
шәртләрдән истифадә олунурду. п-тәртибли диференсиал TƏH- 
лик үчүн башланғыҹ шәртләр ахтарылан функсија вә онун 
(п—1)-тәртибә гәдәр төрәмәләринин бир нөгтәдә гијмотло- 
риндән ибарәтдир ($ 1). Тәнлијин үмуми һәллиндән мүәјјән 
хүсуси һәлли алмаг үчүн башга формаларда верилмиш шэрт- 
ләрдән дә истифадә едилир. Үмумијјәтлә, л-тәртибли anpe- 
ренсиал тәнлијин л ихтијари сабитдән асылы олан үмуми haa- 
линдән мүәјјән хүсуси һәлли алмаг үчүн л дәнә шэрт верил- 
мәлидир. Бу шәртләри 

Uk (у ==, (к-і1,2,....п) (1) 
кими Јазмаг олар. Бурада Ux [У] илә ахтарылан функсија вә 
онун төрәмәләринин бир вә ја бир нечә нөгтәдәки гијмәтлә- 
ринин мүәјјән комбинасијасы ишарә олунмушдур. 

Әкәр ихтијари сабит А вә В әдәдләри үчүн 

Uk [Ayı + Ву] = АС, [y1] + ВО, [Ya] (2) 
бәрабәрли|и едэнилирсэ, онда (1) шәртләринә хәтти шарт- 
ләр дејилир. Бу һалда av= 0 (к-«1,2,..., п) оллугда һәмин 
шәртләр хотти бирҹинсли шәртләр адланыр. 

Ајдындыр ки, п-тортибли диференсиал тәнлијин 

у= Суу, + Caya +: Caya 
үмуми һәлли мэ’лум олдугда онун (1) хәтти шәртләрини өдә- 
јән хүсуси һәллини тапмаг үчүн һәмин шәртләрдән алдынан 


Сил [у] + Са [уз] ЕРЕ [у] = а (3) 
(к= 1, 2,...,л) 
системини Су, С,,..., Са параметрләринә нәзәрән һәлл etmak” 


лазымдыр. (3) системинин һәллинин варлығы вә јеканолији 
һаггында мүхтәлиф вәзијјәтләр ола биләр. 
* Бу мәсәләни кениш изаһ етмәк үчүн икитартибли бирҹинсли 


олмајан 
УР (<) У +9 (х)у= / (о, (а<х <) (4) 
диференсиал тәнлијинә бахаг. Тутаг ки, та вә Та мэ’лум әдәд- 
ләрдир вә (4) тәнлијинин 
у(ау-т, У (0) = та (5) 


шәртләрини өдәјән һәллинин тапылмасы тәләб олунур. 

Бу мәсәләјә сарћод мәсәләси, ја, 5] парчасынын уч негтэ- 
ләриндә гојулан 6 шәртләринә исә сәрһәд шортлори деји- 
лир. Бело сәрһәд мосолосини һәлл етмэк, һәндәси олараг, (4) 
тәнлијинин (а, Y1) вә (Ó, Ta) нөгтэлэриндэн кечән интеграл 
әјрисини тапмаг демәкдир. Ајдындыр ки, мүстэвинин истони“ 
лән ики нөгтәсиндән һәмишә интеграл әјриси кечирмәк мүм- 


күн олмур, мүмкүн олдугда исә бо'зан бир јох, сонсуз сајла 
интеграл әјриси кечирмәк олур. 

Сәрһәд мәсәләсинин Коши мәсәләсиндән фәргли ҹәһәги дә 
елә бундадыр. Верилмиш тәнлијин әмсаллары мугјјен шэрт- 
ләри өдәдикдә Коши мәсәләсинин әксәр һалларда јеҝанә һәл- 
ли олдуғу һалда, сәрһәд мәсәләсинин һәлли Ја олмур, ја да 
сонсуз сајда олур. Буну ашағыдакы садә сәрһәд мәсәләсинин 
һәллиндән ҝәрмәк олар. 

Мәсәлә. у” + у = 0 тәнлијинин у (0) = 0, у (6) = а сәрһәд 
шәртләрини өдэ|эн һәллини тапмалы. 

Тәнлијин үмуми һәлли 

у= С, cos x+ С, віп x 
шәклиндәд р ($ 5, мисал 1). Бу Һәлл у (0) = 0 шәртини С,=0 
олдугда өдәјир. v = пт олдугда икинҹи шәрти өдә)ән јеҝанә 
һәлл «= С, ѕіп ё бараборлијиндон Су-ни тојин етмәклә TA- 
пылыр: 
а 
y= “аз sin x. 

b= пт ваа» 0 олдугда сәрһәд мәсәләсинин һәлли јохдур. 
Чүнки у= С, яп х ә)риләри аиләсинин һеч бир әјриси (лт, а) 
(2 #0) негтосиндан кечмир. 

Ф = пт вә а 0 олдугда исә сәррәд мәсәләсинин сонсуз 
сајда һәлли вар: y= С, ѕіп х әјриләринин һәр бири (лж, 0) 
негтесиндан кечэн интеграл әјридир. 

Гејд едәк ки, (4) тәнлији үчүн (5) шәртләриндән лаһа 
үмуми олан башга сәрһәд шэртлэри дә вермәк олар. Сәрһәд 
шәртләри бирҹинсли олдугда ујғун сәрһәд мәсәләсинә бир- 
ҹинсли сәрһәд мәсәләси, бирҹинсли олмадыгда нсә бирҹинсли 
олмајан сәрһәд мәсәләси дејилир. 

Инди (4) тәнлијинин бирҹинсли 


зуу (а) +ау(а)=0 (44461250), 


њу ()+ћу()-0о (H+ > 0) 
сәрһәд шәртләрини өдәјән һәллини тапмагла мәшғул олаг. Бу 
сәрһәд мәсәләсини ((4), (6)) илә ишарә едәк вә фәрз едәк 
ки, онун Јеҝанә һәлли вардыр. 
Тутаг ки, уі (х) функсијасы (4) тәнлијинә ујғун олан Gup- 
чипсли 


(6) 


У +р (к) у %4()у-0 (7) 
тәнлијинин (6) сәрһәд шәртләрикин биринчисини өдә)ән TPH- 
виал олмајан һәлли, уз (х) исә (7) тәнлијинин (6) сәрһәд 
шәртләринин икинҹисини өдәјән тривиал олмајан һәллидир:* 

«у (а) + у, (а) = 0, 

Во уг (5) + В у; (8) =0. 
Ајдындыр ки, у, (х) функсијасы (6) шәртләринин икинчи- 
сини өдәјә билмәз, чүнки әкс һалда ихтијари әдәди үчүн 
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у= С у (х) функсијасы ((7), (6)) сәрһәд мәсәләсинин һәлли 
олар. Бу исә ((4), (6)) сәрһәд мәсәләсинин сонсуз сајда һәлли 
олдуғуну кестәрир ки, бу да фәрзијјәмизә зидзир. Ејни гајда 
илә дэ көстәрмәк олар ки, у, (х) функсијасы (6) шәртләри- 
нин биринчисини өдәјә билмәз: 
Бу (0) + Bi у, (5) +0, m 
. а, у: (а) + а, уз (а) + 0. 

у; (х) вә у, (х) функсијалары бирҹинсли (7) тәнлијинин 
хәтти асылы олмајан һәлләридир (хәтти асылы һәлләр ејни 
бирҹинсли сәрһәд шәртләрини едајир). Буна көрә дә һәмин 
тәнлијин үмуми һәлли 
$ у= Суу, (х) + Cay: (х) (9) 
кими Јазылар. Бу һәлдән истифадә едәрәк (4) тәнлијинин 
һәллини сабитин вариасијасы үсулу илә тапмаг олар. (9) haa- 


лини 
у(х) = С, (х) у, (x) +С, (х) уз (х) (10) 
кими јаздыгда С, (х) вә С, (х) функсијаларыны тапмаг үчүн 
[ Ci (x) у, (0) + С (х) у, (x) = 
Gi (x) yi (x) + С: (x) уз (х) = f (х) 
хэтти тәнликләр системи алыныр ($ 8, (17)). Бу системин әсас 
детерминанты хәтти асылы олмајан у, (х) вә уз (х) функсија- 
ларынын Вронски детерминантыдыр: 
т св | (х) у, (х) 
у(х), у(х) 
Буна көрә дә һәмин системин һәлли вар: 
| сою, 
А У (х) 


Ч 211097 09 
Cı (x) а — 
Бурадан 


А ‚ 
(9740 
C, (x)= | POLO at tpi = | PEO dtt 
è ? 


| 
Са (а) = (AOLO дева 


алыныр (1; вэ р» сабит әдәдләрдир). С, (х) вә С,(х) функси- 
Јалары үчүн чапылмыш бу гијмәтләри (10) бәрабәрлијиндә 
Јеринә јаздыгда (4) тәнлијинин үмуми һәлли алыныр: 


| : 
уу =» | OLO ау f APE at 
і 2 


Fpa Yi (x) + ва Ya (ж). а) 
т 


Бу һәллин (6) шәртләрини өдәмәси үчүн рү=р„=0 олмалы. 
дыр. Догрудан да, соу (а) + а у, (а) = олдуғуну нәзәрә ana- 
раг, (11) функсијасм учун (6) шэртлэринин биринчисини јаз- 
дыгда 

ва [zoyi (а) + аууз (а)] + palaa у: (а) + ву, (а)] = 0 
вә ја 
Pa [20 у: (а) + а у, (а)) -0 
олар. Бурадан (8) мүнасибәтинә ҝәрә в, =0 алыныр. Ејни 
гајда илә дэ в, =0 олдугу исбат олунур. 
Беләликлә, ((4), (6)) сәрһәд мәсәләсинин һәлли 


у б)=у, (2) | OLO шефу, (x) | AOLO ш (1) 


вэ ја 4 
у(х) = | 06, буа С (13) 


шәклиндә алыныр; бурада 
10) 50) асгах, 
Уи (14) 


холо я ©, к <<, 


б (x, t) функсијасмна бахылан ((4), (6)) сәрһәд мәсәләси- 
нин Грин функсијасы вә |а то'сир функсијасы дејилир. (14) 
ифадәсиндән ајдындыр ки, ((4), (6)) сәрһәд мәсәләсинин Грин 
функсијасы (4) тәнлијинин сағ тәрәфиндәки f (х) функсија- 
сындан асылы дејилдир. Грин функси)асы бирчинсли (7) тэн- 
лијинин хәтти асылы олмајан у; (х) вә уз (х) һәлләри васита- 
силә гурулур. Грин функсијасы мэ’лум олдугда ((4), (6)) eap- 
һәд пати һәлли (13) дустуру васитәсилә тапылыр. 

Мисал 


own] 


z 


Уфу = (а), 30)-0, у (==) =0 (15) 


сәрһәд мэсэлэсинин Грим функси)асыны гурмалы. 

Верилмиш тәнлијә ујғун олан бирҹинсли у’+у=0 тонлији- 
мин үмуми 
у= С, cosx + С, іп х 
һәллиндән у (0) = 0 вә у (5) = 0 шәртләрини ујғун олараг 
өдәјән ашағыдакы хүсуси һәлләр алыныр: 

у, (х) = С, зіп х, у, (х) = С, соз х. 
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р 
(14) бәрабәрлијинә көрә 
--с08і-віпх, О0сх«її, 


0 (х, « 
аео і<х<-- 


олар; Бу Грин функси}асы васитәсилә (15) сәрһәд мәсәләсинин 
әлли 


убо ак, 50а 
кими гурулур. у 


$ И. МЕХАНИКИ РЭГСЛЭРИН 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТӘНЛИЈИ 


Хәтти диференсиал тәнликләр нәзәријјәси бир ҹох практи- 
ки мәсәләләрин һәллиндә кениш истифадә олунур. Буна рәгси 
просесләрин тәдгигини мисал көстәрмәк олар. Мүхтәлиф рәгс 
просесләри хәтти диференсиал 
тәнликләр васитәсилә тәсвиролу- 
нур вә онлар васитәсилә өјрәни- 
лир. 

Тутаг ки, чәкиси Р (вә кут- 
ләси т) олан јук бир уҹу бәр- 
кидилмиш вә тәбии узунлуғу l 
олан еластики јајдан асылмыш- 
дыр (шәкил 248). Бу јук аша- 
ғыја тәрәф дартылараг (вә Ја 
Јухарыја тәрәф сыхылараг) бу- 
рахылдыгда, мүәјјән ганунла 
рәгс етмәјә башлајыр. Бу рәгсин 
һәрәкәт тануну неҹә олар? 

Мућитин мүгавимәтн нәзәрә алынмадыгда нөгтәнин һәрә- 
кәт ганунуну тэ) ин едән диференснал тәнлик әввәлки фәсилдә 
(ХХХ, $ 1) чыхарылмышдыр. 

Бурада үмуми һала бахылыр. 

Тутаг ки, јук асылмыш Јај № гәдәр узандыгдан сонра та- 
разлмг вәзијјәтини алыр. Бу таразлыг вәзијјәтиндә Јајын уҹ 
Нөгтәсинн 0 илә ишарә едәк. Фәрз едәк ки, Оу оху 0 ner- 
тәсиндә Јајын бәркидилдији нөгтәјә тәрәф узалылмышлыр. Be- 
рилмиш анда јајын узанмасыны А илә ишарә етсәк, онда һә- 
мин анда јүкүн 0 нөгтэсиндэн олан мәсафәси \—л, фәргинә 
бәрабәр олар. Бу заман јуко ашагыдакы гүввәләр тәсир едир: 

1. Түкүн P ағырлыг гуввоси. 

2. Таразлыг вәзијјәтиндән чыхарылмыш Јајы өз вәзијјәтинә 
гајтаран гүввә (Јајын еластиклик гүввәси). Буна бәрла гуваәси 
дејилир вә Һук ганунука көрә бу гүввә Јајын узунлуғунун 
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Шәкил 248 


артымы илә мутанасиб олуб— кА ифадосино бәрабәрдир. Бура- 
да, һәр |а) үчүн сабит олан к (к> О) кәмијјәти „Јајын сортли- 
Јини* көстәрир. Јајын еластиклик гүввэсн һәрәкәт истигамә- 
тинин әксимә јөнәлмишдир. 

3. Јүкүн һәрәкәтинә мане олан вә һәрәкәтин сур'оти илә 
мүнтәнасиб олан мүһитин мүгавимәт гүввәси. Бу гүввә дә 
јукун һәрәкәт истигамәтинин әксинә јенолмишдир вә 


=y 2 ифадәсинә (7 =сабит>0) бәрабәрдир. 


Онда Нјутонун икинчи ганунуна көрә Јајын һәрәкәт TƏH- 
лији 
Фу арнат 57 
т = Рет 5 (1) 


кими Јазылар. Сүкунәт һалында јајын еластиклик гуввоси ] ук- 
ла таразлашдығындан Р = кӛ олмалыдыр. Бу һалда /--кА- 
-н(%-Х)- — ку олур вэ (1) тәнлији ашағыдакы кими ja- 
зылыр: Р 
g 
т 5. =—ку–1 = 


. dt 


во ја 


-1- = да ишарәләрини гәбул етдикдә 
т 


Фу 4у зул 
7: 2-0. (2) 
Бу тәнлијә јукун сэрбэст рәгсләри тәнлији дејилир. 
Лук асылмыш јаја бир хариҹи f (4) гүввәси шагули истига- 
мәтдә тә'сир етдикдә јајын һәрәкәт тәнлији 
фар + шлу =] (t) (8) 
ав dt y 
шәклиндә јазылар. (3) тәнлијинә Јүкүн мәҹбури рәгсләри тэн- 
лији дејилир. Ајдындыр ки, (2) тәнлији икитәртибли сабит ƏM- 
саллы хәтти. бирҹинсли, (3) тәнлији исә икитәртибли сабит 
амсаллы бирҹинсли олмајан хәтти диференснал тәнликдир 
Инди бу тәнликләрин һәр бирини ајрылыгда тәдгиг едәк. 


Сәрбәст рәгсләр 4 
(2) сәрбәст рәгсләр тәнлијинин характеристик тәнлији 
2+ фњфе= 0 (4) 
олар. Бурада уч Вал ола биләр. 
Г пал. Характеристик тәнлијин А вә h, көкләри һәгиги вә 
мүхтәлифдир: Р 


h 


-pt Fa, уз —ез = Ка > 0. 


Бу һалда мл = —р + А вә № < р олдуғундан ^ вә А, KOK- 
пәринин икиси дә мәнфи олар. Онда (2) тәнлијинин үмуми 


һәлли 
у= Се + с, Ы (5) 
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шәклиндә јазмлар. Бурадан ајдмндмр ки, јукун һәрә: - 
ри ТЕРҮ вә рәгси характер хаванг” рте 
а“ Характеристик тәнлијин кеклори һәгиги во бәра- 
м=мј=—в<0, р ш? 0), 
Онда (2) тәнли)ннин үмуми {Һәлли 
у == Спе" Се" (6) 

шәклиндә олар. Бу һалда да јүкүн һәј 
э poren характер але Түкү! рәкәти дөври дејилдир 

Һәр ики һалда / со шәртиндә y>0 олур. Бунун бі 
физики олараг одур ки, р? > ш? ва ја т ни 
һитин мүгавимәт гүввәси (вә ја т әмсалы) јајын еластиклик 
гүввэсиндэн чох бејукдур, буна көрә дэ Јајын еластиклик 
гүввәси јуку 0 таразлыг нөгтәси әтрафында рәгси һәрәкәтә 
сөвг едә билмир. Әҝәр у(0) = у, вә у (0) = И, башлангыч 
шәртләри верллсә, онда (5) вә (6) бәрабәрликләриндән С, вә 
С, әмсалларыны тапараг, һәмин Функсијалары ујғун олараг 


- ЕЖА 
уе (yach де И sn кеј, Ы) 
у= е9 [yo+ (ува + Vo) t] (6) 


шәклиндә јазмаг олар. 
Ш һал. Характеристик тәнлијин көкләри комплексдир: 
Ма = ШВ, = и, <= Уш), 


Бу һалда (2) танлијинин үмуми һәллт ашагыдакы кими 
јазмлар: 


у= 6 (С, соз {+ С, sin 4). о 

Һәллин физики мә'насыны изаһ етмәк үчүн ону башга шэк- 

лә кэтирмэк даһа мәгсәдәу)ғундур. Бу мәгсәдлә (7) бәрабәр- 
лијинии сағ тәрәфини А = УСС? ифадәсинә вураг вә бәләк: 


у= А r 
sin = 
Усс; 
гәбул етсәк, 
у= Ае" (зіп $ cos ті + соз Ф зіп st) 
вә ја 


у= Аг" (И + е) (8) 
олар. Экэр бу тәнликдә њ= 0 оларса, |ә'ни мүһитин мугава- 
мети олмазса, онда јајдан асылмыш јукун һәрәкәт гануну 
ашағыдаҝы кими јазылар: 5 
уе Ам (+6 + $). | (9) 


ї8 


Бу тәнлик һармоник рәгсин тәнлијидир (шакил 249). А = 
= тах у әдәди һармоник рәгсин амплитуду, 1! + е аргу- 
менти исә рәгсин фазасы адланыр. Фазанын, Ё = 0) олдугда 
гијмәтинә, |э’ии Ф әдәдинә рәгсин башланғыҹ фазасы, + әдә- 
динә исә рәгсин тезлији дејилир. Һармоник рәгсин А ампли- 

й 1 туду вә $ башлангыч фа- 

| засы у (0)=у», у (0) = Ve 

башлангыч шэртлэри васи- 
тәсилә те'јин олунур: 


: 57-93 
А -у ње. 


5) 
_.*=чеш-у 


Шәкил 249 


Рәгсин 7-25 = Әк тд периоду вә т тездији јајын сәрт- 


лијиндән вә системин күтлэсиндэн асылыдыр. 

в 0 олдугда, ]ә'ни мүһитин мүгавимәт гүввәси сыфыр 
олмалыгда, јајын һәрәкәти (8) тәнлији илә тејин Олунар. Бу 
һалда да sin (тї + е) функсијасы дөври олдугундан һәрәкәт 
рәгси һәрәкәтдир, лакин онун Ае > амћлитуду сабит олмајыб 
1 дәјишәниндән асылыдыр. f шэртинцэ рәгсин амплитуду 
азалараг сыфра }ахынлашыр: Ае *'-+0 (/-, со). Демәли, бу 
һалда рәгсләр сенондир (шэкил 250). Се» ан рәгсләрин периоду 

26 _ _ 2" 
ысын =. 


. 
yare" Sin (trey) 


Шәкил 250 


дүстуру илә те'јин олунур. Сөнән рәгсләрин амплитудлары 
> => 

ортаг вуругу = е аф әдәди олан азалан һәндәси 

силсила әмәлә ҝәтирир. D әдәдинә ебнмә декременти, їл О = 


=— Ее әдәдинә исә сенмонин логарифмик декременти де]и- 
2 
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Мәчбури рәгсләр 
Бурада (3) мәҹбури рәгсләр тәнлијинин 

Фу, 

ар Hay = f (1) (10) 
хүсуси һалыны (а= 0, ]э’ни мућитин мүгавимәт гүввәси"олма- 
јан Валы) тодгиг едэк. Бирчинсли олмајан (10) тәнлијинә yj- 
тун олан бирчинсли тәнлијин 324-92--0 характеристик тәнди- 
јинин кеклори 3-ші во /—— «1 хәјали әдәдләр олдуғундан 
(10) тәнли)инин үмуми ћалли 

'у = С, соз et + С; sin wt + у, (t) 

шәклиндә олар; бурада у, (#) функсијасы (10) тонлијилин xy- 
суси ћаллидир. Бу бәрабәрлијин сағ тәрәфиндәки биринчи 
ики һәддин чәмини јухармда көстәрилән га}да илә чевирмәклә 


ону 
y = А sin (о! + 9) + ye (6) (11) 
шэклиндэ |азмаг олар. 

(11) бәрабәрлији көстәрир ки, јукун мәҹбури рәгсләри онун 
сарбэст рәгсләри (буна (11) бэрабэрли]ивин сағ тәрәфиндәки 
биринҹи һәлд ујғундур) илә хариҹи (Па|ачанландырнчы) 76) 
гүввэсинин тэ’сири илә әмәлә ҝәлән мәҹбури рәгсләрин TOT- 
ланмасындан әмәлә кәлир. Фәрз едәк ки, јуко тәсир: едән 
хариҹи гүввэ / (4) = М sinat шәклиндәдир, ја'ни дөври функ 
сијадыр (М=—сабит 0, а--сабит:>0). Бурада ики һал мүмкүң- 
дүр. 4 
1 нал. Сәрбәст рәгсләрин е тезлији хариҹи гүввэнин « тез- 
лијинә бәрабәр дејилдир: а. 

Бу һалда (10) тәнлијинин у, (4) хүсуси һәллинин | 

Yo (= Q cos at + R sin at 
шәклиндә ахтармаг ләзымдыр ($ 9, IV). Бурадан 
yo (6) = — а Q sin at + "Ка cos сї, 
у, (t) = — a? Q сова! — Ra? sin at 
төрәмәләрини тапараг, (10) тәнлијиндә јеринә јаздыгда Q во R 
эмсалларыны тапмаг учун 
Ке? — Юа? = М, 
Ов? — Оа? = 0 
тэнликлэр системи алыныр. Бу системи һәал етмәклә Q вә R 
эмсаллары тапылыр: 


\ 0 0 —). 
ды, 0 (офа, 2% —ә) 
Беләлиҝлә, (10) тәнлијинин хүсуси һәлли 
у (0) = ==" sin ай 


вә үмуми һәлли 


у= Asin (же) + —М 


wig? 


sin et < (12), 
т 


олар. Демәли, јукун һәрәкәти ә тезликли сәрбәст рәгсләрлә 
һәјәҹанландырыҹы гүввэнин тә'сири „илә әмәлә кэлэн а тез- 
ликли мәҹбури рәгсләрин топданмасындан әмәлә ҝәлир, (12) 
ифадәсиндән ајдындыр ки, бу һәрәкәтин амплитуду мәһдуддур. 
И һал. Сәрбәст рәгсләрин ә тезлији хариҹи гүввәнин а 
тезлијинә бәрабәрдир: в-ға, 
Бу һалда (10) тәнлијинин у, (6) хүсуси ‘һәлли 
Уо (1) = #( cosat +R sinat) 
шәклиндә ахтарылмалыдыр ($ 9, IV). Бу функсијаны тонлик- 
дә Јеринә јазараг, ва А әмсалларыны тапмаг олар: 
Ё=0, 0----- 
Нәтичәдә (10) танлијинин хусусм Вэлли 
у @) = — f t сова 
вә үмуми һәлли ч 
y A sin (at + 9) — -I t cos at (13) 
а 
шәклиндә олур. Бурадан ајдындыр ки, Јенә до |үкүн нзрокоти 
а= тезликли сәрбәст рәгсләрлә, һәјәҹанландырыҹы а тезлик- 


ли хариҹи гүввәнин тәсири илә әмәлә ҝәлән 2--в тезликли 
мәҹбури рәгсләрин топланмасындан әмәлә кәлир. Лакин 1 һал- 


дан фәргли олараг бурада мәҹбури рәгсин — t амплитуду? 
2a 
заманы гејри-мгһдуд артанда гејри-мәһдуд олараг артыр. Xa- 


ричи гүввэнин M амплитуду кичик олдугда вә белә $ кифајәт. 


гәдәр бөјүк олдугда мәҹбури рәгсин амплитуду истәнилән гә- 
дәр бејук ола биләр. Јукун сәрбәст рәгсләри тезлији илә һәјә- 
чанландырычы хариҹи гүввәнин тезлијин бәрабәр олдугда баш 
верән бу һадисәјә техникада резонанс дејилир. 

Чох да бејук олмајан хариҹи гүввәнин тэ’сири илә кифајәт 
гәдәр бејук амплитудлу рәгсләрин алынмасындан, јо'ни pe- 
зо анс һалисәсиндән радиотехникада истифадә олунур. Бир 
чох һалларда исә кифајәт гәдәр бөјүк амплитудлу рәгсләрин 
әмәлә ҝәлмәси зәрәрлидир, чумки резонанс бә'зән гурғуларын 
(керпуларин, бәндләрин вә с.) дағылмасына сәбәб олур. 


ХХХИ ФӘСИЛ 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТӘНЛИКЛӘР СИСТЕМИ 
$ 1. УМУМИ АНЛАЈЫШЛАР 
Тутаг ки, х аргументи, ахтарылан Ye = ук (х) (Kal, 2, ..., п) 


функсијалары вә онларын биртортибли ус- ук (х) (к=1,2,..., л) 
төрэмэлэриндэн асылы олан 


Falk, у». Ув ios Ум УГ, Ув +, Уа) -0 (1) 
(к-1,2,... й) 


тәнликләри верилмишдир. Бу мүнасибәтә биртэртибли дифе- 
ренсиал танликлор системи дејилир. 

(1) системинин тәнликләри ахтарылан функсијаларын төрә- 
мәләркнә нәзәрән һәлл етдилдикдә 


ук = 1. (X, у Yas sero Уз), K= 1, 2, op л (2) 
системи алыныр. (2) системинэ диференсиал тәнликләрин 
п-тәртибли нормал системи дејилир. Нормал системдә Tan- 
ликләрин сајы ахтарылан функсијаларын сајына бәрабәр олур. 

(2) системи 


ук = fa (Уз, Уан, ув), к= 1, 2,.., п (3) 
ш әклиндә олдугда, ја ни х аргументи (2) системинин саг TƏ- 
рәфинә ашкар шәкилдә дахил олмадыгда, она автоном вз ја 
динамик систем дејилир. 

Биз бурада диференсиал тәнликләрин јалныз нормал сис- 
темини өјрәнәҹәјик. 

(2) нормал системинин бүтүн тэнликлэрини өдәјән, |э’ни 
онлары ејнилијә чевирэн л дәнә у, (х), уз (х), Ya (х) функ- 
сијалары чохлуғуна һәмин системин ћолли дејилир. Системин 
һәлләрини тапмаг мәсәләси онун интегралланхасы адланыр. 

Тәнликләр системинин һәр бир 


у: = yi (xX). Уаз У (3), ses Ya = Уа (2) 


Һәлли X, у, Уһ... Ул координатлы (я + 1)-елчулу Евклид 
фәзасында бир әјри те јин едир. Бу о демәкдир ки, х аргументи 
мүз ән (a, $) интервалында дәјишдикдә (п-+1)-елчулу фәза- 
нын (х, у(х), уз (х), .., уз(х)) нөгтәси һәмин фәзада бир 
әјри тәсвир едир. Бу әјријә системин интеграл әјриси дејилир. 
х = х, олдугда у, (хо) = ус(к=1, 2, ..., п) олурса, онда интег- 
рал әјриси (Хо, ут, у, ..., ya) негтосиндон кечир.) 

(2) нормал системинин 

уа) У, уз (хд = Уй Тун (ха) = у @ 
шэртлэрини өдәјән у, (х), уу(х), Уһ (х) һәллинин тапыл- 
масы мэсэлгсинэ Коши мәсәләси, Хе, УІ, Уг, .., Ул әдәдләринә 
исә башлангыч шәртләри вә башлангыч гијмәтләри дејилир. 
(2) нормал системинин (4) шәртләрини өдә]ән ћоллини тапмаг, 
һәндәси олараг, (Xe, уб, Ул ...,.ув) нөгтәсиндән кечән интеграл: 
ојрисини тапмаг демәкдир. 

(2) нормал системинин верилмиш башлангыч шәртләри 
өдәјән һәллинин варлығы вә јеҝанәлији үчүн кафи шәрт аша- 
ғыдаҝы теоремдо кесторилир. 

Коши теореми. Тутаг ки, (2) системинин саг 
тәрәфи олан Ју (2, Yrs Yz s Ya) (k = 1,2, т) функ- 
сијалары ж, Yir уз ен + Ya дәјишәнләриңнин . (и +1) 
өлчүлү фәзасынын һәр Һансы o областында касилма- 
Јәндир вә Yi уз =s Уз дәјишәнләринә нәзәрән koua- 
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жәўән хүсуси төрәмәләри вардыр. Онда (2) системи- 
nun мүәјјән (жо--д, хо + 3) (2-0) интервалында тәјин 
олунмуш во (4) башлангыч шәртләрини (хо у, 117 
Ya) © с) өдәјән во жо. у. 3), хн. у. башланғыж гијмотло- 
риндән ҡәсилмәа асылы олан декан» 


Уулс у (А), Уз = уз (ж), :.. › Ya = Уа (х) 
Аәлди вар. 

Бу теоремдән а}дындыр ки, (2) системинин з областында 
сонсуз сајда һәлли вар. Верилмиш ху, уі, У5,.... Уй башлангыч 
гијмәтләринин ху әдәдини сабит сахлајараг уі, у?,..., Ya эдэд- 
ләрини музјјан областда дәјишдирдикдә (әлбәттә. (Xo, У, 
уз, ..., Ул) негтоси Коши теореминдо кесторилон з областында 
галмаг шәртилә) һәр бир Уі, уз, -. , уз әдәдләр системинә (2) 
системинин бир 

у = pala, уй, Энн Уа), ут а(х, Уб Ун, 9) 

ж = Pa (X, ун уз =. , Уа) 
һәлли у}гун олар. Бурада y, », О ya әдәдләри ујғун олараг 
t С», -.., Са илә әвәз едилдикдә (2) системинин п дәнә 
ихтијари параметрдән асылы олгн 2 , 
у: = (х, Cis Сл, oe, Са), 
уз = Фа (х, Сл, С»... „ Са), 


6) 


Вэлли алыныр. Буна (2) системинин умуми haanau дејилир. 
Даһа дәгиг, (2) системеним ихтијари С,, С,,..., Са napa- 
метрләриндән асылы олан (5) һәллинә о заман системин үмуми 


Вэлли дејидир ки, һәмин һәлдән Ci, С,, .... Са параметрлр- 
puna мүәјјән Сї, Сї, ..., Са гијмәтләрини вермәклә истәнилән 
ху, уі, У?,..., Ya башлангыч шәртләринн (әлбәттә, (хо, у» 
9 


у, ..., уг) о олмалыдыр) едз]эн һәлли алмаг мүмкүн олсун. 
Систе ‘ин үмуми һәллиндән Ci, С,,..., Са параметрләринә 
конкрет Сї, C2, ... Су гијмотлори вермәклә алынан һәллә һәмин 
системин хусуси ћолли дејилир. 

(2) системинин (5) үмуми һәлли мо'лум олдугда (4) баш- 
ламғыч шәртләрини едэ]эн һәлли тапмаг үчүн 

е. (Хе, С, Съ... Ca) = у ки l; 2y њу, 

системиндән Ci, С,, ..., Са параметрларини тапыб, (5) мүна- 
сибәтиндә Јеринә Јазмаг лазымдыр. 

Фәрз едәк ки, (2) системинин (5) үмуми һәлли С,6,..,С 
параметрлэринэ нэзэрэн ћолл олуимушдур: 

"(хау Ун, Ya) = Са 


Фа lX, Ун Yos е, Ya) = Са. (6) 

(6) бәрабәрликләринин һәр биринә (2) системинин биринчи 
интегралы дејилир. (2) системинин л дәнә (6) биринчи интег- 
раллары чохлуғу һәмин системин үмуми интегралыны тәшкил 
едир. 5 

Умумијјотла, W(X, уз, Уа»... ‚ Уа) функсијасмнда ух, уз, ... , Уа 
әвәзинә (2) системинин һәр һансы һәллини јаздыгда 

ЧАХ, pa (х, С, Су... , Са), ..., Фа(х, Cis Су, ..., С.)І = Се 
ејнилији өдәниләрсә, онда һәмин Ф, (х, Уі, Уз, =. Ya) функси- 
јасмна (2) системинин интегралы, 

(х, Ул, Yo e» Ya) = Се 
бәрабәрли|инә исә системин биринҹи интегралы дејилир. Cuc- 
темин биринчи интегралларм чох ола билор. 

Системин верилмиш л дано. (6) биринчи интегралы вә ја 
Ф, 9:,... Фа Функсијалары онун үмуми интегрални тәшкил 
етмәси үчүн онлар ахтарылан у;, уз, ..., Уа функсијаларына 
нәзәрән асылы олмамалыдыр. Бу о демәкдир ки, Yy Уз, ... , Уа 
функсијаларындан ашкар шәкилдә асылы слмајан һеч бир Р 
функсијасы үчүн 5 

F (фа, фа о а) 0 


мунасибэти едэнилмир. 

Бу тәклифин доғрулуғу учун зәрури вэ кафи шэрт бү, Ör, 
4» функсијаларынын уу, уз. -.., Уз дәјишәнләринә нәзәрән Јак. 
бианынын ејниликлә сыфра бәрабәр олмамасыдыр: 


Обь) 20, a 


Әб, Уз, ++, Уа) 


Бурадан ајдындыр ки, системин п дәнә асылы олмајан 
биринҹи интегралы мэ’лум олдугда онун үмуми интеграли 
тапылмыш олур, бу исә системин һәлл олунмасы демәкдир. 

Системин биринчи интегралларыны тапмаг үчүн үмуми 
гајда кестормок мүмкүн дејилдир. Верилмиш системи чевир- 
мәклә бэ’зэн тез интеграллана биләк тәнликләр алмаг мүмкүн 
олур. Белә тәнликләрә интегралланан комбинасијалар Rejn- 
лир. Әҝәр интегралланан комбинасија 49 |х, Ул; Ус, .... Yal = 
шәклиндә тәнлик ол „ онда $ [х, уі, Yas» У] = С бәра- 
бәрлији системин биринҹи интегралы олар. 


Мисал. 
3 зу, +256 
аа Зу + Эг 
нормал системинин үмуми иятегралыны тапмалы. 
зі 


(8) бәрабәрликләрини тәрәф-тәрәфә топладыгда 
+ ру, ауд, лі 5 
= 5(у + У), ге dx 
мүнасибәти вә ахырынҹы бәрабәрлији интег ралладыгда 
уу, = Се" 
бәрабәрлији алыныр. Буну 
(а) е8 = С, (9) 

кими дә Јазмаг олар. 

(8) бәрабәрликләрини тәрәф-тәрәфә чыхмагла исә 

Оп у) е7 С, (10) 
мунасибэтини алмаг олар. 

(9) вә (10) бәрабәрликләри (8) системинин биринҹи интег- 
ралларыдыр, Јохламаг олар ки, Ф = (у, +у,)е ?* вә „= 
= (у, — У4)675 функсијаларынын у, вә у; дәјишәнләринә 
нәзәрән Јакобианы —227* ифадәсинә бәрабәр олдУғундан (7) 
шәрти едонилир, {э’ни онлар у, ва у; дәјишәнләринә нәзәрән 
асылы де]иллир. Буна көрә дә (8) системинин үмуми илтег- 
ралы 3 

(иде "=, (у у) 7" = С. 
олар. 

Гејд едәк ки, нормал системин һәр һансы биринҹи интег- 
ралы ма'лум олдугда онун тәртибини бир ваһид азалтмаг 
мүмкүндүр. Доғрудан да, тутаг ки, 

(х, Ур Yas => уа) = С (1) 
бәрабәрлији (2) нормал системинин биринҹи интегралыдыр вэ 
(11) тәнлији ya дәјишәнинә нәзәрән һәлл олунандыр: 

Ya =T (x, Уу, Уус» Уа-ђ С). (12) 

Уа-нин бу гијмәтини (2) системинин биринҹи n=l Tanaw- 
junaa Јеринә јаздыгда л—1 тортибли . 


ук = Је |х, Ур Yo es Yasi Т (Хе Yas es Ув), 
к=1,2,..‚л—1 (3) 
нормал системи алыныр, Бу системин һәлли илә (12) мунаси- 
бәти бирликд> (2) системинин үмуми һәллини гурмага имкан 
верир. 
урдах ајдындыр ки, (2) нормал системинин m сајда асылы 
олмајан биринҹи интегралы мэ’лум олдугда һәмин системин 
тәртибини т ваһид азалтмаг олар. 


$2. НОРМАЛ СИСТЕМИН МЭЧЬУЛЛАРЫ 
ЈОХЕТМӘ УСУЛУ ИЛӘ ҺӘЛЛИ 


Диференсиал тәнликләр системинин бә Зән интегралланан 
комбинасијалар сечмәклә һәлл олуна билдији Јухарыда ($ 1) 
көстәрилди. 


Нормал системи јүксәктәртибли бир диференсиал тәнлијә 
ҝәтирмәклә дэ һәлл етмәк мүмкүндүр. Бу усул ахтарылан 
мәҹһул функсијаларын ардыҹыл јох едилмәсинә әсасланыр. 
Онун үмуми схеми ашағыда көстәрилир. 

Верилмиш 
Уа), | 
Ya)» (1) 

Ya = fa (2, Yis Уа +, Ya) 
нормал системинин биринчи тэнли]инин һәр ики тәрәфиндән 
х-э нгзәрән төрэмэ алаг: 


Ааа Аы, Аи... М. 
у МУ ан У» 


уз = fa (У Yo 
уз = falx, у Yo 


ду, Ya 
Бу бәрабәрликдә уру» ...» Ул төргмэлэрийн онларын (1) сис- 
теминдәки fjs Ју, -. Jn ифадәләри илә әвәз етдикдэ , 
у = Da (X, у, Уы» Ya) (2) 


тәнлијн алыныр. (2) тәнлијинин һәр ики тәрәфини Јенидән х-э 
нәзәрән диференсиаллајараг, алынан 
а Ба 700,091 Га”. 
у = о ә, 2! + 4, + оу. 

. у терәмәләрини онларын (1) систе- 
ифадәләри илә әвәз етдикдә 

у = Pa (X, Уу Уз se + Уа) 
тәмлији алыныр. Бу просеси давам етлирмәклә, нәһајәт 

Ж? = Фа(х, Yis Yas es Ya) (8) 
тәнлији алыныр. 

Инди, фэрз едэк ки, 


бәрабәрлијиндә 
миндоки Jis Л», oe 


жэ = fa (к у, Ун ++, №), 
ж = Pa (x, у, Ун 
Ж” = Фи (х, Ун Ун. Уа) 
системи уз, Yos Уа дәјишәнләринә нәзәрән һәлл олунур: 
Ye = ®(х, уу, у +, 0070), к=2, 3,..., п. (4) 


Бу гијмәтләри (3) тәнли}индә уҙ, Уз «.. У дәјишәнләри 
әвәзинә }аздыгда у, функсијасына мозарон бир дәнә л-тәр- 


Бе Ч famiy 
MPa Ф(х, у, у... УР”) (5) 
тәнлмји алыныр. 
Тутаг ки, (5) тәнлијинин үмуми һәлли тапылмышдыр: 


у = Ё, (х, Сі, С. Со) (6) 
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. (6) функсијасмим (п--1) дәфә ардыҹыл диференсналламаг ла 
Ун Унэн, У" > терамолари х, Cis Ca ... , С, комијјатлоринин 
функсијасы кими тапылыр. Бу гијмәтләри (4) бәрабәрликлә- 
Балл ерене јазмагла Ys, уз, .., Уа мочћул Функсијалары тә |ин 

Ya = (о. Сү, Cas pee , Ca) (к «2,3,..., 4.7 0) 
(6) вә (7) функсијалары бирликдә (1) системинин 
ж = Fi (x, С, Сал ..., Са), 
уз = Ра (x, Су» Су... „Са), 


Ya = Ра(х, Cis Су, ..., С.) 
үмуми ћоллини тәшкил едир. 

Ге|д едок ки, индијо гәдәр апарылан мүһакимәдә тәләб 
олунан әмәлијјатларын мүмкүн олмасы фәрз олунурду. Әлбәт- 
тә, бу әмәлијјатлар мүәјјән шәртләр дахилиндә апарыла биләр. 
Бу шартлор өдәнилмәдикдә исә верилмиш нормал системи 
муше бир тәнлијә ҝәтирмәк мүмкү! олмаја да биләр. 

исал. 


ы (8) 


системини мәчһуллары |охетмә үсулу нла ћалл етмәли. 
Системи · биринҹи тәнлијинин һәр ики тәрәфини ж-ә иәза- 
рэн лиференсиалла]аг: 
(> ЖИА. ЖК Ж 
da ах dx 
Инди, бу тәиликлә системин биринчи танлијиндан 2 вә 


{г . 
= комијјотлорини тә ин едәк: 


ах 
= fy 
зу ах! 
ЕУ. У. (9) 
ах ах ао 
Бу гијмәтләри системин икинҹи тәнлијиндә Јеринә Јаздыгда 
LL дуж 
ше нийн Хийн (10) 


хәтти тәнлији алыныр. Хәтти бирҹинсли (10) тәнлијинин үмуми 
һәлли К 1 , 
у= Се 4 Се" 
функсијасыдыр. Бу гијмәти (9) бәрабәрлијиндә јеринә јазмагла 
мәҹһул 2 функсијасы тапылыр: 2 
zæ C, (2— 3) + с, (2+ 03) е7", 
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Биз јухармда кестордик ки, ади днференсиал танликлор 
системини јуксоктартибли бир тәнли)ә котирмок олар. Әлавә 
функсијалар дахил етмәклә јуксактартибли бир тәнлији дә 
нормал система катирмак олар. 

Доғрудан да, тутаг ки, п-тортибли 

У =у(х, уу, у”) (1) 
диференсиал тәнлији верилмишдир. Ашагыдакы ишарэлэри 
гәбул едәк: 


У? = ya = f (х, Ув Yo s Ya) 
Онда (11) тәнлији 
угж у 
уз = у», 
Ya = f(X, Ун Уз +, Ya) 
нормал системинә кәтирилмиш олур. 


Инди до мүкәммәл нәзәријјәси олан хәтти дйференсиал 
тәнликләр системи илә мәшғул олаг. 


$ 3, ХӘТТИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭР СИСТЕМИ 


Диференсиал тэнликларин нормал системи 
я = ан (X) у + ала (х) уз H+ lia (x) ya + bi (1), 
у = а (х) уз + ааа (Х) уз + гээ + ази (х) уз + 6.0). (1) 


Ya == am (х) у, + 2 (х) уз + + ат (х) ув + 6» (х) 


шәклиндә олдугда, јони системин сағ тәрәфи ахтарылан у,. 
Уу сн. Ya Функсијаларына 'назаран хәтти олдугда она хәтти 
диференсиал тәнликләр системи дејилир. бурала ам (х) вә 
6, (х) həp һансы (а, b) интервалында тә |ин олунмуш кэсил- 
мәјән функсијалардыр, 

(а, 6) интервалында 8, (х) = 0 (к = 1, 2,..., п) олдугда (1) 
системинә бирҹинсли хәтти диференсиал тәнликләр сис- 
теми, 6, (х) (k= 1, 2,.... п) функсијаларынын һеч олмаса бири 
(а, Б) интервалында ејниликлә сыфра бәрабәр олмадыгда исә 
һәмин системә бирҹинсли олмајан хәтти диференсиал тән- 
ликлор системи дејилир. 
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Ајдындыр ки, хәтти диференсиал тәнликләрин (1) нормал 
системи әмсалларынын кәсилмәз олдуғу областда һәллин вар- 
лығы вә јеканәлији һаггында Коши теореминин ($ 1) шэртлэри 
өдәнилир. Буна көрә дә (1) системинин (а, 0) интервалында 
тојин олунмуш вә истәнилән хр уу»... yala < xo < 5) 
башлангыч шәртләрини өләјән Јеҝанә у, (х), у (х), ..,, Уз (х) 
Һәлли вар. 

Вектор— матрис ншарәләриндән истифадә едәрәк (ЇЇ, $ 3), 
(1) системини даһа гыса шәкилдә дә јазмаг олар. Бу мәгсәдлә 


У У b, ад Ayr "а 
уз у: 2 аб у ал 
у- |: |, У-|: |, 8-1:1, Аз , 
Ya yall һ | [ani аа-а 
ишарэлэриндэн истифадә олунур. Онда (1) тәнликләр системи 
У—АУ+В (2) 


вектор— матрис шәклиндә |#зылыр. 

Бурада У’ сутун—матриси У матрисинин терэмэси адланыр. 
Һәр бир сутун—матриса коорлинатлары һәмин матрисин еле- 
ментләри олан вектор, кими до бахмаг олар. Бу һалда (2) 
тәнлијинин һәлли У сутун—матриси вә ја У (ул, Yo ..., Ya) 
вектору олар. 

(2) хәтти диференсиал тәнликләр системинә ујғун олан 
бирҹинсли хәтти диференсиал тәнликләр системини 

У'=А.У (3) 


кими Јазмаг олар. 
Зуксэктортибли хәтти диференсиал тәнликләр нәзәријјәсиндә 
олдугу кими (ХХХІ, $ 8), бурада да исбат етмәк олар ки, бир- 
ҹинсли олмајан (2) системинин үмуми һәлли онун бир У, хүсуси 
Вэлли илә ујғун (3) бирҹинсли системинин Ӯ үмуми һәллинин 
ҹәминә бәрабәрдир: 4 
У=У, +. (4) 
Хәтти асылы олмајан У), Va, ..., У, векторлары (вә ја 
сүтун--матрисләри) (3) бирҹинсли системинин һәлләри олдугда 
һәмин системин үмуми һәлли 
Ў = СУ, + СУ, +: СУ, 6) 
кими гурулур. У, (ул (х), Ук:(Х),...‚ Ува (х) (к= 1, 2, ..., л) 
векторлар системинин хотти асылы олмамасы онларын Вронски 
детерминанты адланан 


Уа (ж) Уух (А) Уно (А) 
Р (у) = | 69 Ун (2): Уа (2) (6) 
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детерминанты илә тојин олунур, (3) бирчинсли системинин 
[а, 6] парчасында хәтти асылы Олмајан У, (ум (х), уа(х), .... 
Уж (Ж)) (= 1, 2,,.., п) һәлләринин (6) Вронски детерминанты 
һәмин парчанын бүтүн нөгтэлэриндэ сыфырдан фәрглидир. 

(3) бирчинсли системин хәтти асылы олмајан У, (ум (х), 
Ус (3), ... , Yxn (x)(x = 1, 2, ..., т) һәлләри вә буна көрә дә 
(5) үмуми һәлли мэ’лум олдугда (2) системинин үмуми һәл- 
лини сабитин вариасијасы үсулу илә тапмаг олар. Бу мәгсәдлә 
(2) системинин һәллини 


у=} С.(х)У‹ (7) 
кті 


шәклиндә ахтарырлар, бурада С,(х) намә’лум, функсијалардыр. 
Бу гијмәти (2) системиндә јаздыгда 


n В Д 
У С. (ФУ, + У С, (х) У. = АЎ С, (х)У, + В 
кі кет .. 
мүнасибэти алыныр. У; = АУ, (У. векторлары (3) системинин 
Вэлли олдугундан) е]вили]ини нәзәрә алсаг, 


У С.(х)У, = В (8) 
= 
олар. (8) бәрабәрлији ашагыдакы л дәнә тәнликләр системинә 
еквивалентдир: 


У С. (х) ук = b, (а), 
сун =), (9 


(ве 

Бу системин әсас детерминанты хәтти асылы олмајан У,, 
У, .., Уа векторлар системинин W(x) Вронски детерминан- 
тыдыр. / 

ТУ (х) + 0 олдуғундан (9) системиндән С, (x) (х= 1, 2, ..., л) 
функсијалары биргијмәтли та’]ин олунур: 

Ck (x) = pe (x) (к= 1, 2,..., п). 
Бурадан С, (х) функсијаларыны 
С. (к) = | + (<) dx С, (к= 1, 2,..., n) 


шәклиндә та'јин едәрәк, (7) бәрабәрлијиндә јаздыгда (2) cnc- 
теминин үмуми һәлли алыныр. 
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Јухарыда кестардик ки, (3) бирчинсли системинин (5) үмуми 
һәллини гурмаг үчүн һәмин системин хәтти асылы олмајан л 
дәнә хүсуси У;, Уз, po s Уа һәллини билмәк лазымдыр, Эмсал- 
лары функсијалар олан хәтти бирчинсли тәнликләр системинин 
хәтти асылы олмајан һәлләрини тапаг үчүн үмуми үсул jox- 
дур. Лакин әмсаллары сабит әдәдләр олан хәтти бирҹинсли 
тәнликләр системи үчүн белә үсул вардыр. 4 


$4. САБИТ ӘМСАЛЛЫ ХЭТТИ БИРЧИНСЛИ 
ТӘНЛИКЛӘР СИСТЕМН 


Тутаг ки, н 
у = аду азу + анун 
у= аду, нукте “йыз, (1) 


уп = амуу + аму, +: + ашыу, 

хәтти бирҹинсли тәнликләр системинин а,(і, к= 1, 2, 
эмсаллары сабит әдәдләрдир. (1) системинин хүсуси һәлл 

ж» = ве”, уз = азе... Ya = али“ (2) 
шэклиндэ ахтараг. 21, а, ..., ба BƏ А әдәдләрини елә сечәк ки, 
(2) функсијалары (1) системинин һәлли олсун. 

(2) функ] марын вэ онларын 

у = ое", у; == аде", .,., ya = әде 
терэмэлэрини (1) системиндә |еринә јаздыгда 

еМ = (аа + 0,48, + +++ ++ашы)е”, 

мий = бич Tor m + ашан) е” 


каце == а Жуз» саде 


системи, танликларин һәр ики тәрәфини с” вуругуна ихтисар 
етдикдә исә 


(an — №); “ауу, +: Кама = 0, 
алла, + (аза — Ка: +: ал 


(3) 
али, + ааа. = + (аи А) ва = 0 


системи алыныр. Бу систем 21, оз, ... , а» мӘчһулларына нәзәрән 
бирчинсли хотти чәбри тэнликлэр системидир. (3) бирҹинсли 
системинин детерминанты 


олар. A(ì) +0 олдугда (3) бирҹинсли; системинин јалныз о; = 
=@{=.,+, = 24--0 сыфыр (тривнал) һәлли вар. Бу исә (2) бә- 
рабарликлэринэ көрә (1) сисгеминин јалныз 
ук) = уз(х) =-- у(х) =0 

сыфыр һәллини верир. 

Демәли, (3) бирҹинсли системинин сыфырдан фәргли һәл- 
линин олмасы үчүн һәмин системин 4(;) детерминантынын 
сыфра бәрабәр олмасы зәрури вә кафидир (Il, $ 3): 


(4) 


(4) бәрабәрлији 3-|а нәзәрән л-дәрәҹәли ҹәбри тәнликдир. 
Она (1) системинин характерастик тәнлији дејидир. 

Чәбрин әсас теореминә (ХҮШ, $ 8) көрә (4) ҹәбри тәнли- 
јинин л дәнә һәгиги вә ја комплекс көкү (көкдәрин тэкрар- 
ланма дәрәчәси нәзәрә алынмагла) вардыр. 

Бир нечә һала бахаг. 

1 һал. Характеристик тэнли/ин кеклэри һәгиги вә myx- 
тәлифдир. 


Бу кеклари №, №ь,..., № илә ишарә едәк. À әвәзинә (3) 
системиндә № әдәдини (биринҹи көкү) јазараг, алынан систем- 
ДӘН ај, Agr., аа әмсаллары үчүн 


ЯГ, рр 
гијмәтләри та'јин олунур. Бу эмсаллар васитәсилә (1) систе- 
минин 
уз = ава, у ое ба (5) 


ћолли алыныр. 
Ејни пра илә (1) кай Ы кекуно уіғун Полли 


уз = а, 2 = «ве (6) 
ва нәһајәт, (1) системинин ы көкүнә уун Вэлли 
у = «[®е%её, уб а еен. у = арени D 


алыныр. 
(1) системинин (5)—(7) һәлләри васитәсилә онун үмуми 
һәлли те'јин олунур: 
у, = Собе“ + Србе“ +. + Си и, 
у = Сием + Србе“ 4...4 Ски ђе“, 


у = Саа саде“ +... сате“ 


(8) 


бурада С,, С,,..., С. ихтијари сабитләрдир. 
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Мисал 1. 2 =y +4, 
а (9) 
уу» 
системини һәлл етмәли. ” 
Характеристик танлији дүзәлдәк: 
АЕ р ва Ја 2—22 3 = 0. 
1 1—^ 


‚ Бу тәнлијин көкләри һәгиги вә мүхтэлифдир: = —1 вә 
2: =3. Инди (9) системинин һәлләрини 

жаре", ура“) 

УР = гаће“, УР = де" Е 
шәклиндә ахтараг. "= —1 көкүнә ујғун олан ai? вә а!) am- 
салларыны тапмаг учун (3) системини дүзэлдэк: 

af 40 = 0, 


а! + 240 =0. 


' Бурадан af? = — 209 в. а!!! = —1 гәбул етмәклә 21-02 
алыныр. Беләликлә, (9) системинин бир һәлли тапылыр: 
W=, уу е; (10) 


Инди ^,=3 көкүнә ујғун (3) системини дузэлдэк: 
= aP + 409 -0, 
a 2a O. 
Бурадан af? = 222 вә 22-1 гәбул етмәклә 2,2 алыныр. 
Нәтичәдә (9) системинин икинчи Вэлли тапылыр: 
уд н.е", у? = е. (1) 
(10) вә (11) һәлләри васитәсилә (9) системинин (8) шэклин- 
дә үмуми һәлли та'јин олунур: 
у = 2С,е "+ 2С,е*, 
у = — Се "+ Сием. 
И пал, Характеристик тәнлијин кеклори мүхтәлиф” 
дир, лакин онларын бә'зиләри комплекс әдәдләрдир. 
Бу һалда да системин тапылан көкләрә ујғун һәлләри би- 
ринчи һалда көстәрилән гајда илә (3) системи васитәсилә тә'- 
Јин „лунур. Лакин системин, характеристик тәнлијин №; =а-+ 


+ 18 вә халаан кими ики гошма комплекс көкләринә у)ғун 
олан 

Wa (al, i п) (12) 
вә $ 

уд = 90—09 (к=1, 2,..., п) аз» 
Һәлләри комплекс олур. 


2% 


КЕНЕТ Аз хотта диференсиал тәнликләр нәзәријјәсин- 
дә олдуғу (ХХХІ, $ 7) кими, бурада да көстәрмәк олар ки, 
системин (12) вә (13) һәлләринин һәгиги вә хәјали һиссәләри 
һәмин системин һәллидир. Буна әсасән системин (12) вә (13) 
һәлләри әвәзинә 
У = её“ (pP соза + pP sin 8x), 
УЮ = e™ (10 cos 2x + 19) ча) (14) 
шәклиндә ћогиги һәлләри алыныр, бурада һәгиги ы», ер, т, 
70) әдәдләри 40) вә ә әдәдләри васитәсилә тэ’ин олунур. 
(1) системинин үмуми һәлли јенә лә (8) шэклиндэ тапы- 
лан хүсуси һәлләр васитәсилә гурулур. 
Мисал 2. % 
58 = Зу, — у, 
4 . (15) 
ли 
х 


системини Вэлл етмоли, 


Бу системин 
8-3 -2 о +50 
- 4 -1-а3 


характеристик тонлијинин кеклэри М=1-+2 вэ м=1—2: ком- 
плекс әдәдләрилир. 6 
= 1--21 көкүнә ујғун а; вә за әмсалларыны тэ јин етмок 
үчүн (3) системини дузэлдэк: 
(2—2), — 22, = 0, 
4a — (2 + 20) а, = 0. 
Бурадан 22, =(1--1) 2з вә 24= 2 гәбул етдикдә з;= 14-і алы- 
ныр. Бу һалла (15) системинин ујғун һәлли 
УР (1 рен", ую әз (16) 
олар. R 4 
Инди характеристик тәнлијин 22=1—21 көкүнә ујғун 2; вә 
т, әмсалларыны то'јин етмәк үчүн 
(2+ 21) а, — 2, = 0, 
4 — (2—2. =0 
системини һәлл едәк. Бурадан 2=(1+а мүнасибәти вә .=1 
гәбул етдикдә а= а Тапылан 2; =1 вә 2,-1--і эм- 
салларына ујғун олан һәлл 
ур- 60—90, уреде“ (7) 
олар. 
(16) вә (17) һәлләрини ујғум олараг 
| y = е* (соз 2х — sin 2x) +i е (сов2х + 51а 2x), 
yi = 2e" tos 2х + i 2e" sin 2x, 


[ УГ? е соз 2х — ie" sin 2x, . 
yË? = е^ (сов 2х + sin 2x) — ie (sin 2x — cos 2x) 
шэклиндэ jasar. (15) системинин хүсуси һәлли олараг, бу hən- 
ларин һәгиги вә хә)али һиссәләрини а]рылыгда көтүрмәк олар: 
(9. е*соз2х, у? = еЧсоз2х + sin 2x); 
езіп 2х, УР = е(51п2х — cos 2x). 
Бу һалда системин үмуми һәлли ` 
у = C, cos 2х + С,ех sin 2х, 
Уз = Сие" (соз 2x -+ sin 2x) + С,е(віп2х — соѕ2х) олур. 
Характеристик тәнлијин тәкрарланан һәгиги вә комплекс 
көкләри олан һалларда да системин үмуми һәлли охшар гајда 
(ХХХІ, $ 7) илә гурулур. 


ххх!!! ФӘСИЛ 


ДАЈАНЫГЛЫГ НӘЗӘРИЈЈӘСИНИН 
ЕЛЕМЕНТЛӘРИ 


$ 1. ЛЛАПУНОВ МЭ’НАДА ДАЈАНЫГЛЫГ АНЛАЈЫШЫ 


Тутаг ки, һәр һансы физики просес вә ја һадисә 
а 
ле Аб, У Узе ө 9), неба п, Ш 


диференсиал тәнликләр системиңин у (хо) = у (к мае У ДРЕА 7, 
башлангыч шәртини өдәјән һәлли васитәсилә тәсвир олунур. 
Бу вахт (1) тәнликләри во башланғыч гијмәтләри чох заман 
тәгриби олараг верилир вә ја тэчрүбэлэрдэн мүәјјән хәта илә 
тапылыр. 

Буна көрә дә белә бир мәсәлә гаршыја чыхыр: башлангыч 
шәртләрин кичик дәјишмәси (1) системинин тапылан һәллинә 
неҹә тэ’сир едир? ? 

Башланғыч шэртлэрин кичик дәјишмәси системин һәллини 
чох сур'отла дәјиширсә, һәмин башланғыч шәртләр васитәси 
илә тапылан һәллин практики әһәмијјәти олмур. Чүнки белә 
һәлл өјрәнилән физики просеси һеч тәгриби олараг. да ифадә 
едә билмәз. 

Буна ҝәрә дә бир чох практики мәсәләләрин һәлли, һансы 
шәртләр дахилиндә бешлангыч шәртләрин кичик дәјишмәсинә 
системин һәллинин дә кичик дојмшмоси ујғун оллуғуну тәд- 
гиг етмәји тәлә” CAHP. 

Гејд едәк ки, (1) системинин сағ тәрәфи һәллин варлығы 
вә јеканолији теореминич шәртләрини өдәјирсә вә х аргумен- 
ти сонлу парчада дәјиширсә, онда башланғыҹ шәртләри кичик 
дәјишдиҝдә системин һәлли ‘дә кичик дәјишир. Бу тәклифин 
доғрулуғу систем үчүн Коши мәсәләси һәллинин башланғыч 
шәртләрдән кәсилмәз асылы олмасындан алыныр (ХХХІІ, $1). 
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Аргумент сонсуз интервалда дәјишдикдә һәллин дәјишмәси 
да]аныглыг нәзәријјәсиндә өјрәнилир. Бу нсә диференсиал TƏH- 
дикләр системи һәдлинин Лјапунов ma'nana дајаныглығы вила- 
јышы илә? бағлыдыр. 

Тутаг ки, /=(хо<х<--о), D чохлуғу нсә у), Увс... уо 
дәјишәнләри фәзасынын мәһдуд областыдыр вә (1) системи- 
нин CAF тәрәфиндәки Д(х, Yis Уһ».., Ул) (к==1, 2,..., п) функ- 


сијалары == JXD чохлуғунда кәсилмәздир вә кәсилмәз 22 


(к, ізі, 2,..., п) хүсуси терэмэлари вардыр; бурада 229227) 
илә бүтүн (х, Ун, Уз»... Ул) (ХЕЈ во (ул, у» Уг) Є |) нөг- 
тэлари чохлуғу (/ вә 1) чохлугларынын дүзкүн ћасили) ишарә 
олунмушдур. Онда һәр бір (хо, уы УУ... Ya) Єз негтаси учун 
(1) састеминин у, (хь) = укк=1, 2,..., л) башланғыч шәртлә- 
рини едајзи вә хә негтасинин мүә}]ән әтрафында то'јин олун- 
муш |екана һәлли вар. 

(1) системинин J чохлуғунда та'јин олунмуш һәллини (х), 
Фа(х),..., a(x) илә ишарә едәк. 

То'риф. Тутаг ки, истонилон >) әдәди үчүн елә 
4:)>0 вар ки, (1) системинин J чохлугунда ma'jun 
олунмуш во башлангыч гијмәтләри 

Гуо) — Фао) | < 000) (к 1, 2,..., п) (2) 
бәрабәрсизликләрини өдәјән һәр бир у(х) (к= 1, 2,..., п) paa- 
ли истанилан хЄ Ј нөгтэсиндэ. 

уа) 0) <е (е-1,2.... т (з) 
бграбәрсизликләрини өдәјир. Онда дејирләр ки, (1) системинин 
лбх), за(ж),..., а(х) harru Лдапунов жә нада дајаныглыдыр. 

Әҝәр ф(х) (к= 1, 2,..., л) Вэлли Лјапунов|мо'нада дајанмг- 
лыдырса вә 0<25-<% шартини өдәјән ихтијари 2 әдәди учун 

ушко) — об а (e=, 2. п) 


трух) — #0) 1—0 (к 1, да п) 


мүнасибәти өдәнилирсә, онда дејирләр ки, (1) системинин 
т/х) (к=1, 2,..., п) һәлли асимптотик ха|аныглыдыр. 
Тутаг ки, 8>0 истәнилән кичик әдәддир вә (2) шэртини 
едајан һеч олмаса бир у(х) (к=1, 2,..., n) һәлли үчүн (3) 
бәрабәрсизлији өдәнилмир. Онда. системин Pal ¥) (к =1, 2,..., п) 
һәлли да/аныгсыз һәлл адланыр. 
Мисал 1. 


z =—ау (а <0) тәнлијинин у(хо)= yo башлангыч шәртини 
х 


әдә)ән һәллинин дајаныглы олмасыны тәдгиг етмәли. 
әнлијин (хо, Уг) бащланғыҹ шәртини өдәјән һәлли 
5 у(х) = уе о (5). 
функсијасыдыр. Тәнли)ни (Xo, Yo) башлангыч шәртини. өләјән 
Вэлли 


олдугда 


у(х) = уе "0—9 = 


олар. Бурадан, х> Х, олдугда 


[уў(х)— у (х)] e | руб] < | У, — у] 
бәрабәрсизлији алыныр. . 
Верилмиш истәнилән =>0 әдәди үчүн =e гәбул етдикдә 
|у—у,| <è олмасындан истәнилән Х>Х, нөгтәсиндә |у(х)— 
—у (x)|<e бәрабәрсизлији алыныр. 
Демәли, тәнлијин (5) һәлли Л)апунов ma'nana дајаныглыдыр, 
а+0 олдугда 


т {у(ху—у(ху|=Їнп еу, у, | = 0 
олур ки, бу да (5) һәллинин ејни заманда асимптотик дајаныг- 
лы олдуғуну кестэрир. - $ 
a=0 олдугда исә Yo— Ye #0 шәрти дахилиндә lim |у(х)— 


—у(х)| #0 олур ки, бу ла а=0 ћалминда (5) һәллинин асим- 
птотик да)аныгсыз олдуғуну көстәрир. 

Мисал 2. 

Ба = а?у(а + 0) тәнлијинин у(х) = уо башлангыч шәрти 

х 
өдә|ән һәллинин дајаныглы олмасыны тәдгиг етмәли. 
Бу һалда да - 
у(х) = уе, у(х) = уе 
вә х-ин х>х„ гијмәтләриндә 
|у(х)—у(х)! = e [у] 
олар. Бурадан ајдындыр ки |уо—у #0 фәргинин һеч бир 
кичик гијмәтиндә |у(х)--у(х)| фәрги х-ин кифајәт гәдәр бө- 
Түк ги|мэтлэриндэ верилмиш «>0 әдәдиндән кичик ола бил- 
мәз. Демәли, тәнлијин у(х) Вэлли дајаныгсыздыр. 

Тутаг ки, сабит олан ук==а,(к=1, 2,..., л) функсијалары 
(1) системинин Вэллидир. Белә һәллә (1) системинин таразлыг 
вәзијјәти (вә ја сүкут нөгтәси) дејилир. Хүсуси һалда, укяз0 
(к= 1, 2,..., п) һәллинә тривиал haaa д®]илир. | 

Верилмиш системин һәр һансы ф(х) (к=1, 2,,.., л) һәл- 
линин дајаныглығынын арашдырылмасы мәсәләсини, бу систем 
васитәсилә гурулан јени системин тривнал һәллинин дајакыг- 
лығынын арашдырылмасы мәсәләсинә ҝәтирмәк олар. 

Доғрулан да, (1) системиндә 

тк ук (к=1, 2...., п) 
әвәзләмәсини апарсаг, онда Јени 2, дәјишәнләримә көрә 
4%, 
да. а + А, теке, atens аға) (6) 
(к=1, 2, п) 
системи алынар. (1) системинин Ф, (х) (к= 1, 2,..., п) һәлли- 
нә (6) системинин 2,0 (к=1, 2,... л) һәлли ујғундур. 


ақал) 


Беләликлә, (1) системинин Ф, (х) (к=1, 2...., п) Һәллинин 
дајаныглығы мәсәләси, (6) системинин 2,=0 (к=1, 2,..., л) 
тривиал һәллинин дајаныглығы мәсәләсинә кәтирилмиш олур. 
Хүсуси һалда, хәтти бирҹинсли олмајан тәнликләр системинин 
һәр һансы һәллинин дајаныглығы мәсәләси, мүәјјән әвәзләмә 
васитәсилә ујғун бирҹинсли системин тривиал һәллинин Aaja- 
ныглығЫ мәсәләсинә ҝәтирилир. Буна көрә дә, умумилији поз- 
мадан, ҝәләҹәкдә верилмиш системләрин анҹаг тривиал haa- 

инин дајаныглығы өјрәнилир. 

Бүтүн һәлләри дајаныглы (асимптотик дајаныглы) олан сис- 
темә дајаныглы (асимптотик дајаныглы) систем дејилир. 


52. САБИТ ӘМСАЛЛЫ ХӘТТИ ДИФЕРЕНСИАЛ 
ТӘНЛИКЛӘР СИСТЕМИ ҺӘЛЛИНИН ДАЈАНЫГЛЫҒЫ 


Јухарыда кестарлик ки, хәтти бирҹинсли олмајан тэнлик- 
ләр системинин һәр һансы һәллинин дајаныглығы мәсәләси 
ујгун бирҹинсли системин тривиал һәллинин дајаныглығы MƏ- 
сәләсинә ҝәтирилир. Буна көрә дә, бурада анҹаг сабит эмсал- 
лы хәтти диференсиал тәнликләр системи һәллинин дајаныг- 
лығы ө)рәнилир. 

Тутаг ки, сабит әмсаллы хәтти бирчинсли диференсиал 
тәнликләр системи верилмишдир: 


ду А 
ое “апу дауы Науь, 
д, : 
DE аугаа Бауы а) 
ду, 
DE =аауг}@вау:# аму. 
(1) системинин һәллини 
У = е“, уз = ае, ..., у= 6,6! (2) 


шәклиндә ахтармаг олар (ХХХІІ, $ 4). Функсијаларын бу гиј- 
мәтләрини (1) системиндә Јеринә јаздыгда намэ’лум а,, а„..., 
за әмсалларына нәзәрән 


(anè) a, + 213+: адаа 0, 
аза -(азҙ-Х)2>:- Жаза, =0, (зу 


ала Жала. + (00а) а = 0 
кими хәтти бирчинсли ҹәбри тәнликләр системи алыныр. By- 
Б 2% 


радакы намо'лум ^ эдэли (1) системинин 
дуу) аш» 


-0 (4) 


fan 
характеристик тәнлијиндән тэ’|ин олунур. 

Тутаг ки, характеристик тәнлијин А, Хр, Ма көклари 
мухтелифдир ва онларын һәгиги һиссәләри мәнфи әдәдләрдир. 
Онда (1) системинин, А, көкүнә ујғун олан һәлли 

уљем, уусгах". Уз == баке (5) 
шәклиндә олар Б 

Әкәр ^„ көкүнүн өзү һәгиги мәнфи әдәлдирсә, онда Xæ 
шәртиндә (5) функсијаларынын һамысы сыфра }ахынлашыр: 
w О(х — о), т = 1, 2,,.., п. 


Ка көкү, һәгиги һиссәси мәнфи р» әдәди олан Pu + ди = № 
шәклиндә комплекс әдәд олдугда аш-е!?к*'%)#* функсијалары- 
ны Ејлер дустурларына әсасән чевирмокло 


е (Вик соз ди +i {wx SiN фах) (6) 

(т-1,2..., п) 
шәклиндә Јазмаг олар. р, <O олдуғундан х- со шәртиндә 
(6) функсијалары да сыфра јахынлашыр: 

Уа — 0(Х =» со), т =1, 2,..., п. 

Беләдиклә, характеристик тонлијин бүтүн кеклори мүхтә- 
лиф ва ћогиги ћиссалори монфи әдәдләрдирсә, онда (1) сис- 
теминин һәмин көкләрә у]гун (5) һәлләринин һамысы х — со 
шәртиндә смфра |ахынлашыр. 4 

у=0, у,=0, ув=0 исә (1) системинин тривиал (сыфыр) 
һәллидир. Демәли, кесторилэн һалда (1) системинин (5) han- 
ларинин һамысы х= со шэртиндэ тривиад һәллә фахыилашыр. 
(1) системинин үмуми һәллинин (5) һәлләринин ихтијари ƏM- 
саллы хәтти комбинасијасы олмасындан ајдындыр ки, систе- 
мин истонилан һәлли Х—оо шәртнийдә тривнал һәллә |ахынла- 
шыр. Бурадан ашағыдакы нәтиҹә алыныр: 

Характеристик тәнлијин бүтүн көкләри" мүхтәлиф 6? 
һәгиги һиссәләри мәнфи әдәдләр олдугда сабит әмсаллы 
хотти бирҹинсли тәнликләрин (1) системинин у; = 0, уз= 
=0,.... Уп=0 тривиал ћодли дајаныглыдыр (63 һәм дә acum- 
птотик дајаныглыдыр). 

Инди, фәрз едәк ки, характеристик тәнлијин кеклори мүх- 
тәлифдир. лакин бу көкләрин һеч олмаса биринин һәгиги Anc- 
сәси мүсбәтдир. Бу көк А = ри-+ 9 (р» > 0). оларса, онда (1) 
системинин үмуми һәллинин бир топлананында е”** вуруғу олар, 
бу вуруг исә Х -со шәртиндә гејри-мәһдуд олараг артыр. Бу- 
на ҝөрә дә, (1) системинин үмуми Һәлли Х— со шәртиндә 
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yı=0, Ya 0,..., уа=0 тривнал һәллә }ахынлашя билмәз. Jle- 
мали, (1) системинин у, - 0, уз = 0,..., у» =0 тривиал Вэлли 
(ва |а сукут нөгтәси! да)аныгсыздыр. 

Бурадан ајдындыр ки, характеристик тәнлијин кекларинин 
һеч олмазса биринин һәгиги һиссәсн мүсбәтдирсә, онда CHC- 
темин у, 0, у:=0, Уһ = О тривиал һәлли дајаныгсыздыр. 

Характеристик тәнлијин бүтүн көкләринин мүхтәлиф оллу- 
гуну фәрз етмәклә алдыгымыз нәтиҹәләр характеристик тонли- 
јин тәкрарланан көк ләри олдугда да доғрудур. Доғрудан да, 
характеристик тәнлијин Ax көкү А дәфә тәкрарланан олдугда 
системин үмуми һәллинин топлананларында хе?" (5 < У— 1) 
шәклиндә вуруглар олар. Бу, заман ік < 0 олдугда, јенә дә 


у 
ит хем = 0, 
па 


s> 0 олдугда исә 
Шт х3е == се 
зз 
олур. - 
Беләликлә, ашағыдакы теорем исбат олунур: 

Теорем. Характеристик тәнлијин бүтүн KOKAJ- 
ринин Һәгиги Һиссәләри мәнфи әдәдләр олдугда систе- 
мин у= 0, уз 0,..., уа-0 тривиал һәлли даданыглы- 
дыр. Характеристик тәнлијин коклоринии һеч Ot- 
маса биринин һәгиги Һиссәси мусбәт әдәд олдугда 
системин у, 0, у= 0... Yn- O тривиал Һәлли даја- 
мыгсыады р. 

Мисал 1. 

6 22у- 
[ах 2—2, 


а: қ 
|Æ = ізу-4: 
системинин тривиал һәлли да)аныглыдырмы? 
Бу системин 
2-3-1 
13 —4—^ 
характеристик тонлијинин кеклэри, 
ме—1+% вә k=l 


комплекс эдэдлэридир, Онларын икисинин дә һәгиги һиссәси 
мәнфи әдәд олдуғундан системин у = 0, = = 0 тривиал һәлли 


= 0, 2020465 = 0 


дајаныглыдыр. ' 
Мисал 2. 
МЕ шуг 
а= У эн 
2а] 
42. „1432 
, ах 2 7+ 


смстеми учун характеристик тонлик 


1—, 2 —4 
4 8-4 


олар. Бу тэнли]ин кеклори 
Ар--24-4 вә %-292-і 
комплекс әдәдләридир. Характеристик тонлијин кеклоринин 


ћогиги һиссәләри мусбот әдәдләр олдуғундан системин у = 0, 
= = 0 тривнал Вэлли да)аныгсыздыр. 


-0, 2—4%+5=0 


$ 3. ДИНАМИК СИСТЕМ ТРАЈЕКТОРИЈАЛАРЫНЫН 
СҮКУТ НӨГТӘСИ ӘТРАФЫНДА ЈЕРЛӘШМӘ 
ХАРАКТЕРИ 


Тутаг ки 


Ук = Ла (Yar Уз.» Ya) (к=1, 2...., п) (9 
динамик системи верилмишдир. Динамик системин чох садэ 
механики мә'насы вардыр. Бурада х дәјишәнини (аргументи) 
заман (Ё = х) һесаб етдикдә динамик системин һәр бир ух= 
= у,(х)(к = 1, 2,..., л) һәлли уу, Уз... Уе дәјишәнләри фә- 
засында мүәјјән трајектормја үзрә һәрәкәт гануну тә”)ин едир. 


ГМ: 
Онда ук= ЛЬ (к= 1, 2,,.., п) кәмијјәтләри һәрәкәтинұсүр'- 


ун координатлары олар. 

Уу, Уз... Уа дајишәнләри фәзасына фаза фәза- 
сы, ук = у (x)(x = 1, 2 п) һәллинин то'јин етдији (пара- 
метрик шәкилдә) әјријә исә фаза трајекторијасы (вә Ја садә- 
ҹә, трајекторија) дејилир. 

Динамик системин трајекторијасы сүкут нөгтәси (вә ја три- 
anan һәлл) әтрафында неҹә јерләшир? 

Бу мәсәләни, садә динамик (азтоном) системләр учун, Јә'- 
ни сабит әмсаллы хәтти бирҹинсли диференсиал тәнликләрин 
4у 


——=а 442, 
Он аду а 


а: (2) 
“4 "90У +a? 
шэклинда системи учун тэдгиг етмакло кифа)әтләнәк. Фәрз 
едэк ки, 
|4а баг 
lân аң 5 
(2) системинин һәлли у = 2467, 2 = 42" шоклинда ахтары- 
лыр. Бурада намә'лум + әдәди 


#0. (3) 


Өр а 


(4) 


па ја 
41 — (а + ар), + (ааа: — сила) = 0 (5) 
характеристик тәнлијиндән, %4, а, эмсаллары исә 
(а — №) 2, + aga =0, 
ant, + (а: — ја = 0 
тәнликләринин бириндән тә'}ин олунур. 

Бурада бир нечә һал ола биләр: 

1 Вал. Характеристик тәнлијин h, вә hg көклэрц Һәгиги вә 
мухтолифдир. 

(2) системинин үмуми һәллини тапмаг үчүн (6) системин- 
дә A әвәзинә нөвбэ илә л, вә ка әдәдләрини јазараг, ујғун 
а; вә аз әмсалларыны тапмаг лазымдыр. Тутаг ки, А, вә ^з 
әдәдләринә 409 вә 09 (к 1, 2) эмсаллары ујғундур. Онда (2) 
системинин үмуми һәлли 

у= Сем + Сием, 
2= Са e + Сие" 


(6) 


(7) 


олар. Бурада ашагыдакы һаллар мумкукдур: 

а) л, «0, А, «20, Бу һалда (2) системннин у-0,2-0 
тривиал һәлли (вә ја сүкут нөгтәси) асимптотик да)аныглы- 
дыр: (7) һәлли х ~ со шәртиндә у--0 г = 0 һәллинә Јахым- 
лашыр. Системин трајекторијалары исә сүкут негтэси әтрафын- 
ла 251-ҹи тәкиддә ҝәстәрилдији кими |ерләшир. Трајекторија 
үзәриндә х-ин артмасына ујғун олан һәрәкәтим истигамәти 
ох ишарәси илә кестэрилир. Бу һалда сүкут нөгтэсинэ. (вә Ја 
(0, 0) нөгтәсинә) дајаныглы дујун негтоси дејилир. 


(| 
17) 


Шәхма 251 Шэкна 252 


6) ,>0, ^>0. Бу һалда (2) системинин уд, 2=0 три- 
внал һәлли дајаныгсыздыр, трајекторијалар сүкут нөгтәси ƏT- 
Рафында ә волки һалда кесторилдији кими јерләшир (шәкил 
259), лакин трајекторија үзрә һәрәкәтин истигамәти әввәдкинин 
әксинә олур: х артдыгда трајекторијалар сукут нөгтәсиндән 
узаглашыр. 
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х дәјишәнини —х илә әвәз етдикдә бу һал әввәлки а) ha- 
лына кечир. Белә вәзијјәт олдугда, сукут нөгтәсинә да/аныг- 
сыз дүјүн нөгтәси дејилир. 
в) ^12>0 вә ^;<0 (ва ја 
410, 5 >0) олдугда сүкут 
нөгтәси да)аныгсыздыр. Бу 
һалда х-+ +оо вә ја Х---сс 
шәртиндә трајекторијалар 
“(Сіз-0, Су#0) сукут ner- 
тәсиндән узаглашыр. Трајек- 
тори]алар үзәриндә х-ин 
дәјишмәсинә ујғун олан 
һәрәкәтләрин истигамәти 
-чу шәкилдә көстэрил- 
мишдир. Бу һалда сукут 
| негтасино /әһарвары негта 
дејилир. 
И һал. Характеристик тәнлијин s, = р+9Ё вә = рді (490) 
кими гошма комплекс көкләрц вардыр. Бу һалда (2) системи- 
нин үмуми һәлли 


| = e" (Caf совах+ Casin qx), 
z = e" (C af? соз9х+ С singx) 
шәклиндә олар. 

Бурада ашакыдакы ћаллар мүмкүндүр: 

а) р<0, (95-0). Онда х-с> шартинда (8) бәрабәрликлә- 
риндаки биринчи е” вуруғу сыфра јахынлашыр, икинчи BY- 
руглар исә мәһдуд олур. Буна көрә дә трајекторија үзэрин- 


Шэкна 253 


(8) 


Шәкил 255 Шакил 2% 


Шәкил 254 


дәки нөгтэлэр х-+еә шэртиндэ спирал үзрә, координат баш“ 


лангычына, |э’нн у= 0, 2 0 сүкут нөгтәсинә Јахынлашыр (шә- 
кил 954). Демәли, (2) системинин у=0, 2=0 тривнал һәлли 
асихптотик дајаныглыдыр. Бу һалда сүкут мегтосино дајаныг- 
лы фокус нөгтәси дејилир. 
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Дајаннгли фокус нөгтәсинин дајаныглы лү)үн нөгтәсиндән 
фәрги вардыр. Сукут негтаси дајаныглы фокус олдугда, тра- 
јекторијалара чэкилэн тохунанлар, тохунма нөгтәләри сукут 
магтәсинә |ахынлашдыгда һеҹ бир лимитә Јахынлашмыр. 

6) д> 0(9 +0). Бу һал х дәјишәнини—х илә әвәз етдик- 
де а) һалына кечир. Буна көрә лә бу һалда да трајекторија- 
лар 254-ҹү шәкилдә көстәрилдији кими ‚олур, лакин TPA- 
јекторија үзрә һәрәкәтин истигамәти тәрсинә олур; х- со 
цартинда 6”--со олдуғундан, х артдыгҹа трајекторијалар Cy- 
кут нөгтәсиндән узаглашыр (шэкил 255). Бу һалда сүкут нег- 
тәсинә да/аныгсыз фокус нөгтәси дејилир. 

в) р=0, Ја'ни Маг» +9. Бу һалда системин һәлли олан (8) 
Функсијалары периодик олдуғундан трајекторијалар сүкут нөг- 
тосини өз дахилинә адан гапалы хатлар олар (шәкил 256). Бе- 
лә хәттә гапалы трајекторија вә ја тсикл дејилир. 

Бу һалда у= 0, 2=0 тривиал Вэлли дајаныглыдыр, у (хо) = 
=у, вә 2 (Хр)==, башлангыч гијмәтләри у=0, 2--0 нөгтәсинә 
кифајәт гәдәр Јахың олдугда х-ин истәнилән гијмәтләриндә 
трајекторијалар сукут негтэсинин (координат башланғычынын) 
кичик әтрафында јерләшир. Лакин х -œ шәртиндә трајекто- 
ријанын негтәләри координат башлангычына јахынлашмыр. 
Демәли, у=0, 2--0 тривиал һәлли асимптотик дајаныглы де- 
јилдир. Бу һалда сүкут нөгтәсинә мәркәз дејилир. 

ШІ һал. Характеристик тәнлијин көкләри тэкрарланан- 
дыр. ñ= Бу һалда (2) системинин үмуми һәлли 


у= (Саса хе", 


. (9) 
г = (Са + Са је“ 

шаклиндэ олур. 

ики һал ола биләр: 

<0. Бу һалда хе” - ((х-- 

ундан х — со шәртиндә (9) 
унксијаларм сыфра Јахынлашыр. 
Гуна көрә лә у=0, 2-0 тривиал 

һәлли дајаныглыдыр. Јенә дә сүкут 

пөгтәсинә дајаныглы дујун нөгтәси 
лејилир (шәкил 257 вә 258) 

б) ^;=А,>0. Бу һалда трајектори- 
Јалар әввәлки а) һалында олдугу шә- 
килдә Јерләшир, лакин трајекторија 
үзрә һәрәкәтин истигамәти тәрсинә 
олур: х артдыгҹа трајекторијалар 
укут нөгтасиндэн узаглашыр. Буна 
көрә дә системин у = 0, 2=0 три- 
"иад Вэлли дајаныгсыздыр. вә сүкут 
погтоси да/анығсыз дујун нөгтәси an- 
ланыр. 


Шәкид 257 


301 


Шэкил 258 Шакил 259 


Беләликлә. (2) системи трајекторијаларынын сукут негтаси 
әтрафында нечә јерлошмоси (3) шәрти едэмилан бүтүн har- 
ларда тәдгиг олумду. (3) шәрти өдэнидмэдикдэ, је'ниј 

2 n| 0 
аи а» 
олдугда (4) (вэ ја (5)) характеристик тонлијинин сыфыр кәкү 
олар. Тутаг ки, (4) тэнли)инии бир көкү сыфра бәрабәрдир: 
Ћу=0, 0. Onga (2) системимин үмуми Вэлли 
р =C, P4 Сабе", 
2- Cyf} CAPe 


шәклимдә олар. 


Бурадан, х дәјишәнини јох етдикдә, 
(2 — с?) = (у — Сыр) aP 

кими паралел дүз хәтләр аиләси алыныр. С,=0 олдугда аФу 
= #02 дүз хэттн үзэриндэ |ерләшән бирпарэметрли у= Сз, 
z = Cai” сүкут нөгтәләри чохлуғу алыныр. Әҝәр %,<0 олса, 
онда ж — со шәртиндә трајекторијалар үзэриндэки нөгтэлэр 
һәмин трајекторија үзәриндә ]ерлэшэн у= С,ә{7, 2— С, сукут 
мөгтәсинә јахынлашар (шэкил 259). Бу һалда у=0, 2=0 һәл- 
ли дајаныглыдыр. лаким асимптотик дајаныглы дејилдир. { 

ла 0 олдугда трајекторијалар jena дә 259-чу шәкилдә көс- 
тәрилдији кими јерлошир, лакин трајекторија үзрә, һәрәкәтин 
истигамәти тәрсинә олур. Бу һалда у=0, 2=0 тривһал Вэлли 
дајаныгсыздыр. 

(4) характеристик тәнлијинин көхләринин икися дә сыфыр 
= а =0 олдугда у-0, 2=0 тривнал һәллинин дајаныглығы 
ејни гајда илә тәдгиг олунур. 


$ 4. ЛЈАПУНОВ ТЕОРЕМИ 


Диференсиал тәнликләр системи һәллинин дајаныглығыны 
тәдгиг етмәк учун үмуми методу мәшһур рус ријазијјатчысы 
А. М. Лјапунов вермишдир. Бу метод Лјапунов функсија- 
лары адланан вә муәјјән шәртләри әдәјән функсијаларын Ce- 
чилмәсинә әсасланыр. 

Лјапунов методу васитәсилә 5 


дуг 
пау = ЈЕ (Хур Yoses Ул, К-1,2,....п (1) 


шәклиндә диференсиал тәйликләр системинин у, = 0 (к=1, 2, 
„+, т) тривиал һәллинин дајаныглығыны тәдгиг етмәклә KH- 
Фа)әтләнмәк олур (чүнки системин истәнилән һәллинин даја- 
ныглығы мәсәләсини онун тривиал һәллинин дајаныглығы 
мәсәләсинә ҝәтирмәк олур, $ 1). Бу мәгсәдлә, гәбул едәк ки, 
(1) системинин сүҝут нөгтәси координат башланғыҹында јер- 
ләшир, јони у, = 0, уз = 0,..., у, = 0 һәмин системин һәл- 
лидир. 

Фәрз едәк ки, J= (Loc x <H) вә D илә у, у, ..., У» да- 
‚ишэнлэри фэзасынын координат Сашавиғычыны өз дахилинә 
алан мәһдуд областы ишарә олунмушдур. 


Теорем. Pyma: ки. D областында диферененал- 
ланан У (У) = V (Yis Ya 5.05) функсијасм үчүн ama- 
гыдакы шәртләр өдәнили p: 

4) D областмнда V (у їл... Џај> 0 олур вә jaa- 
има ук=О (к= 1, ?,..., н) ногтосинда VF (0,0,...,0)-0 
мунасиботи одтилир, јәни V (Yi, У, У) функ- 
сијасы координат башлангычында чидди минимум 
гијмәт алыр. 

2) V (Yo у». + +, Ул) функсијасмнин (1) системинин 
истәнилән интеграл әјриси үарә төрәмәси бүтүн 
(х, уу, Ур. ++» Уо) 6-4 Хз нөгтәләриндә 


4 

(12 дү 

МУ а УУЛ, Л ууль гс Жа 

4 Бао Уу Ya у.)< 
54 


мупасиботини өдәјир. Онда (1) системинин у; 0, 
—0,..., ув = 0 тривиал һәлам дајаныглыдыр. 
Теоремдэ көстэрилэн шортлори өдәјән V (Yis уь... Ya) 
функсијасына Л/апунов функсијасы дејилир. 

V (у, уз > ::, Ya) функсијасынын 2-ҹи шәртдә көстәрилән 


төрәмәсини һесабладыгда ух (к = 1, 2, «.п) дәјишәнләри 
(1) системинин у, = у» (х) (К = 1, 2,...,л) Полли илә әвәз 


1 Александр Михајлович Лјапунов (1557-1918) мәшһүр 
рус ријазијјатчысылыр. 
з 


а 
14 ду dy, 4 

едилмәлидир. Бу һалда “=, <-.9 вә 4%: әвәзи 

р. Бу Ру Ү д аи ви 


ифадәләрини јаздыгда 


ду 
2 & 9, (Х.Ун Ун... Ул) 


алыныр. - 

Исбаты. У(у,Уг....Ул) Функсијасы 0(0,0,... ‚ 0) 
координат башлангычында чидди минимум гијмәт аллығы учун 
V (Yis Ya»... Yn) = С сәвијјә сәтһләри координат башланғы- 
чыны өз дахилинә алан гапалы сә ћлор олар (XXVI, 6 1), 
Буна көрә дэ, “>0 әдәди верилдикдә, С-ийн кифајәг гәдәр 
кичик гијмәтләриндә У=С>0 сәвијјә сәтһләринин һеч ол- 
маса бир гапалы компоненти координат башланғыҹынын һәмин 
--әтрафында |>рләшир вә координат башланғычындан кечмир. 
Инди 8>0 әдәдини елә сечәк ки, координат башлангычынын 
&— әтрафы У-«С сәтһинин дахилиндә јерлошсин вә һәмин ƏT- 
рафда УСС мунасибэти өдәнилсин. 

Әҝәр (уг. . . 38) башлангыч нөгтәси (у, (х, 
=], рдинат |башланғычынын һәмин 2- әтрафында 
Јерләшәрсә, јони И (уг, у°,...‚у)<С оларса, онда (1) сис- 
теминин бу башлангыч шәртләр илә тә'јин олунан һәллинин 
рр (трајекторијасы) х-ин хо»х, ги}мәтләриндә коорди- 
нат #башлангычынын «-әтрафында јерләшәр. Доғрудан да, Teo- 
ремин 2-ҹи шәртикә көрә У функси)а-ы интеграл әјриси үзрә 
артмајандыр. Буна көрә до х-ин х>х„ гијмотлориндо 
М [уз (х), Уз(Х),...› Уа (х) « У [ут (Хе), Уг (хе),.,.› Ya (хо) < С 
олар. Бурадан (1) системинин у, =0, у,--0,..., у„ = 0 тривнал 
һәллинин дајаныглығы ајдындыр. 4 

Теоремин исбатындан ајдындыр ки, У функсијасынын ин- 
теграл әјриси үзрә артмајан олмасындан системин у, = 0 (x= 
=1, 2,...,л) һәллинин дајаныглығы алыныр, асимптотик AA- 
Јаныглығы исә алынмыр. Доғрудан да, х артдыгда интеграл 
әјриси координат башланғыҹына дејил, башга бир сәвијјә 
сәтһинә дә Јахынлаша биләр. 

Системин уџ=0, у,-0,.,., Уа=0 һәллинин асимптотик 
дајаныглы о. масы үчүн теоремин шәртләриндән әлавә, X-I 
нәзәрән мүнтәзәм олараг вә Јалныз у,-0, у,—-0,....‚у„-0 


шәртиндә 22-0 мунасибәти ө энилмэлидир. ` 


Гејд едәк ки, (1) системи һәллинин дајаныглығы вә асим- 
птотик дајаныглығы һаггында А. М. Лјапуновун даһа үмуми 
нәтиҹәләри вардыр. f 


Мисал. 


(2) 


системинин у=0, == 0 һәллинин дајаныглығыны тәдгиг етмәли. 

Верилмиш систем үчүн У = у24-22 функсијасы теоремин 
шәртләрини едајир, јә'ни Лјапунов функсијасылыр: 

1. Бу функсија үчүн И = у + 2° > 0 мүнасибәти өдәнилир 
вә 0, (0, кенда минимум гијмәт алыр. 

буа Е. у? -у-2%)- 
2. у фу Жах = 29 у) (уж) 
= 227 — 2 (4+2) < 0. 

Бурадан ајдындыр ки, (2) системинин у=0, 2-0 һәлли 
дајаныглыдыр. 
5 = — 2(у*'+Ь:') > 0 мунасибэтянин анҹаг у — 0, 2 ~ 0 
шәртиндә өдәнилмәсиндән (2) системинин тривиал ћоллинињ 
ејни заманда асимитотик дајаныглы слмасы алыныр. 


XXXIV GICHA 


ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭРИН ”эдэди вэ 
ТЭГРИБИ ћолли 


$ 1, МӘСӘЛӘНИН ГОЈУЛУШУ 


Тутаг ки, ади диференсиал тәнлик вә ја онларын мүә))ән 
системи үчүн Коши мәсәләси (башлангыч шәртләрин верил- 
маси илә гојулан мәсәлә) гојулмушдур (ХХХ, $ 3; ХХХІ, $ 1: 
XXXII, $ 1). Мэ’лумдур ки, мүәјјән шәртләр (һәллин варлығы 
вә јеканолији теореминин шәртләри) өдәнилдикдә гојулмуш 
Коши мәсәләсинин Јеҝанә һәлли вардыр, Бу һәллин тапылмасы 
метолларыны шәрти олараг үч нөвө бөлмәк олар. 

Биринҹиси, диференсиал тәнлик һәлләринин дәгиг тапыл- 
масы методларыдыр. Бу методларла диференсиал тәнликләрин 
(вә ја онларын мүәјјән системинин) һәлли елементар функси- 
јалар вә Ја онларын интеграллары (квадратуралар) васитәсилә 
дәгиг тапылыр. Тапылмыш дәгиг һәлләр үзәриндә музјјон 
әмәлләри апармаг вә һәллин кејфијјәт мәсәләләри һаггында 
нәтиҹәләр алмаг мүмкүн олур. 

Үмумијјәтлә, чох аз нев диференсиал тәнликләрин һәлли- 
нин дәгиг тапылмасы методлары мэ’лумдур вә онлар ХХХ-- 
ХХХИ фәсилләрдә көстәрилмишдир. й 

Лакин дәгиг һәллинин тапылмасы методлары мә лум олма- 
јан бир чох „диференскал тенликларин һәллини тәгриби вә ја 
әдәди олараг тапмағ лазым ҝәлир. 


m-n ч Ж ЕЗ 


Бир чох ћадларда диференсиал тәнликләрин у(х) һәлли 
“елементар функсијалар вә ја онларын интегралы васитасилэ 
ифадә олунан музјјан [Ya (х)] ардыҹыллығынын лимити шәк- 
линдә тапылыр. Буна диференсиал тәнлик һәллини тапмағын 
тогриби методу дејилир. Кифајәт гәдәр бејук п әдәдләри 
үчүн уһ (х) функсијасы һәллин тәгриби гијмәтләри олур: 
у(х) = ус (х). Һәллин тәгриби тапылмасы методларынын бир 
нечаси бу фәсилдә кестарилир. 

Тәнлијин һәллини тапхағын үчүнчү нев методлары әдәди 
методлардыр. Бу һалда тәнлијин ахтарылан у (х) -һәллинин, 
аргументин сечилмиш ха Ги|мәтләриндә дәгиг вә ја тәгриби 
тијмотлорини һесабламағын алгоритми көстәрилир. Әдәли ме- 
тодла тәнлијин һәлли ҹәдвәл шәклинлә тапылыр. 

Әдәди методлар даһа кениш тәнликләр синфинә тәтбиг олу- 
нур. Бу методлар мүасир ријази һесаблама машынларыны ди- 
Ференсиал тәнликләрин һәллинә тәтбиг етмәјә имкан верир. 
Бума көрә дә мүхтәлиф практики мәсәләләрин һәллинә ди- 
ференсиал тәнликләрин тәтбиг едилмәсиндә әдәди методларын 
әһәмијјәти бејукдур. 5 

Бурада биртәртибли лиференсиал тәнликләр учун го) улмуш 
Коши мәсәләсинин бир нечә садә һәлли үсуллары шәрһ олунур. 


$ 2. ПИКАРЫН ИТЕРАСИЈА МЕТОДУ 
Тутаг ки, биртэртибай 


у (x) = /(х.у(х)) в) 
танлијинин 
у (Хо) = Yo (2) 
башлангыч шәртини едајон һәлли ахтарылыр. 
Бу мәсәлә 
y= + | Л, у (0) 41, хусх <b (3) 


интеграл танлијинин һәллинә еквивалентдир (ХХХ, $ 3). (3) 
тәнлијинин һәлли учун ардыҹыл |ахынлашма усулуну татбиг 
етдикдә Пикарын! 


эш = »+ уе (0) 46 0-» (0 


2 
итерасија просеси алыныр (ХХХ, 6 3). 

Тапдығымыз у, (х) функси]асы 41) тәнлијинин ахтардығы- 
мыз һәллинин тәгриби гијмәтидир. Буна иманмаг үчүн (4) 
просесинин Јығылмасымы тә дгиг едәк. Тутаг ки, f (х, у) функ- 


сылы! 
306 


1 Пикар Шара Erua (185-190) мәшһур франсыз ријазијјатчы- 
р. 


сијасы (Оху) мустависинйн мәһдуд з областында кәсилмәјән - 
дир вә у дәјишәнимә көрә Липшис шәртини өдәјир: 
17 (х, у) — f (x. у) | < М|у—у | (5) 
(4) вә (3) бэрабэрликлэрини тэр: ф-тэрэфэ чыхсаг вә (5) 
бәрабәрсизлијиндән истифадә етсәк, 


[уз рх) у (х) M | ју ()— у (t) ја: (6) 


мунасибэти алынар. 8 областы мәһдуд оллуғундан елә сонлу 
р вә 4 әдәдләри вар ки, 
|х—х| фр вә |у –у,1<9 
бәрабәрсизликләри өдәнилир. Бу бәрабәрсизликләри вә (5) 
мүнасибәтини тәтбиг етмәклә (6) барабэрс злијиндән арды- 
чыл олараг ашағыдакы бәрабәрсизликләр алыныр: 
ух) — yol © 4. |у (0) — у (x)| < Ма (х—х.), 


15 (х)—у (0) F Mi (хх, ps 


1 
југ (х)— у (х)1< пр ФМ" (х— хе)“ -+ + 
! 

Huan тәгриби һәллин хәтасыны гијмәтләндирәк: 

, — yk 4 SE E a 7 

у 0) у 6016 3-м 0) о 

Бурадан альныр ки, л=<< шәртиндә 
тах [ув (х)— у (х)!-0 

олур, је ни у, (х) тәгриби һәлләр ардычыллыгы ә областында 

(1) тәнлијинин дәгиг у (х; ћеллина мүнтәзәм |ығылыр. Демә- 

ли, n-un кифајст гәдәр бејук гијмәтләриндә уһ (х) = у( ) 
тәгриби бәрабәрлијинин хәтасы чох кичикдир. 

Пикарын итерасија ме оду диференсиал тәнликләрин һәлли 
үчүн тәгриби методдур. Апардыгымыз мүһакимәдән ајдындыр 
ки, бу метод васитгсилә гојулмуш Коши мёсәләсинин тәгриби 
һәлли үчүн аналитик ифадә алыныр, 

Мисал 1. у’ = 2ху тәнлијинин у|, „= 1 башлангыч шэртини 
өдәјән һәллинин тәгриби гијмәтини тапмалы. 

Тәнлијин сыфырынчы јахынлашмасы олараг у, (х) = уә= 1 
гәбул етсәк, онда ардыҹыл олараг аларыг: 


у (х)=1 + ! шй = 1 + х, 


у (х) = Неее 


ув (х)=1 +ји (ње 5) ал+ + =, 
- ы | ы 37 


Фәллинин тэгриби ги)мэти олараг 


8 у (ај АЊА Еф 


ифадәсини көтүрмәк олар: у (х) = у, (x). 

Гејд едәк ки, истәнилән мәһдуд областда [у, (х)) apaw- 
ҹыллӱғы |ығылыр вә онӱн лимити тәнлијин дәгиг у(х) е" 
Фәллинә бәрабәрдир (XVI, 6 6): 


Ро 


ж Р ж ” 
іт (ыы нв) =". 
Мисал 2. у= х' + у? тәнлијинин у(0)]= 0 башланғыч щәр- 
тини өдәјән һәллинин тәгриби гијмәтини тапмалы. 
Бу һалда . 
Yo (х) = у =0, 
х 


у: отон оа =. 


олар. Алынан итерасијалар ардычыллығы х-ин |х| < 1 rajar- 
лэриндэ јығылыр. Буна ҝәрә дә, тәләб олунан дәгиглији HƏ- 
зәрә алараг, һәллин тәгриби гијмәти олараг бу функсијаларын 
Һр бирини көтүрмәк олар. 


Гејд. 1-ҹи мисалда верилән Коши мәсәләсинин haran елементар функ- 
«сијалараз дэгиг ифадә олунур (у = е"). 2-ҹи мисатва верилән тәнлик исә 
маглум Риккати тәнлијинин хүсуси һалыдыр вә онун һәлли елементар функ- 
сијаларла ифадә олунмур. Бунунла белә. Пякарыя игерасија метолу һәр 
«ки тәнлијин һәллинә тәтбиг олунур. 


$3. ЕЈЛЕР МЕТОДУ 


Диференсиал тәнликләрин интегралланмасы үчүн бу әдәди 
метолу ХУ!!! әсрдә Л. Ејлер! тәклиф етмишдир. Ејлер методу 
әјанидир, чох садә һәндәси мә”насы” вардыр, лакин практики 


1. Леонард Ејлер (1707-1783) мәшһур Исвечрә ријазијјатчысы, u- 
anxn, механике вә астрономудур. Узун илләр Русијада |ашамышдыр. 


“ҹәһәтдән әлверишли дејилдир. Бу методла алынан тәгриби 


һәллин Догиглији ҹох |үксэк олмур. Бунунла белә, Ејлер ме: 
тоду илә даһа )үксәк дәгиглији олан вэ.муасир һесаблама 
машынларында истифадә олунан мүнасиб һесаблама схемләри ` 
гурмаг мүмкүндүр. 
Тутаг ки, бћртәртибли диференсиал тәнлик учун , 
У = f(x, у), у(х) = у (1) 
Коши мәсәләсини [Xo b] парчасында һәлл етмәк лазымдыр. 
Бу мэгсэдлэ һәмин парчаны 5 
Ху, Хр Ху, Х,- хо +21,..., Хе = Хун(7-1) 8, 
| Ха = холл = b 
мегталари илә п бәрабәр һиссәјә (в = ts) бәләк вә у= 
= y (Xa) (к= 0, 1,... „л), Дух = Yesi — ук ишарәләрини гәбул 
едәк. 
Ејлер методунун әсас принсипи верилмиш лиференсиал 
тәнликдә төрәмәни артымлар нисбәти илә әвәз етмәкдир: 


МЕ руду = чугу: 


Б; 
па = жату СЕ f (хк, Yu) h (2) 


дүстуру алыныр. Бу дустур васитәсилә һәллин Ху негтэлэ- 
риндә тэгриби 


Уа, Yot (Xor Yo) h, Ya = у, +S (Xi Ya) Ёс... 
тијмотлори һесабланыр. 

(2) схемини програмлашдырмаг вә һесабламаны мүасир 
електрон һесаблама машынында апармаг олар. Һесабламанын 
ћ аддымыны кичилтмәҝ̆лә дәгиг- 
лији јуксолтмок мүмкүндүр. 9 

Ејлер методунун һәндәси мә”- 
насы беләдир: (1) Коши мәсә- 
ләсинин верилмиш Мо (Хо Ve) 
негтасиндан кечэн интеграл 
риси әвәзинә һәмин нөгтәдә ә)- 
рија тохунанын /М,/М, парчасы 
көтүрүлүр (шәкил 260). М.М, 
парчасы мејданын Мо(х,, Ya) 
негтасиндаки истигамәти үзрә 
јенол дилмишдир. Ме)данын iii 
М, (хү, Yı) нөгтәсиндәки исти- 1, 1 14 4 
гамэти үзрә һәмин гајда илә 
М.М, парчасы чәкилир вә с. 
Beraam лә, Коши мәсәләсинин 
Mo (Хо, уу) нөггәсиндән кечән интетрал эјриси әвәзинә кеста- 
рилән rajaa илә гурулмуш М, сыныг хәтти кету- 


----------Х, 


“А 


Шәкил 260 


рүлүр. Белә гурулмуш сыныг хәтләр Ејлер сыныг хәтләри 
адланыр. 

Ејлер сыныг хәтләри Уіғун интеграл әјриләрини тәгриби 
олараг ифадә едир. (1) Коши мәсәләсин һәллинин гијмәтләри 
Ејлер сыныг хәттинин тәпәләриндә Ејлер методу илә тәгриби 
олараг һесабланыр. Л аддымы қичилдикчә бу ‘тәгриби гијмәт- 
ләрин дәгиглији артыр. 

Тутаг ки, (1) Коши мәсәләсинин № 6] парчесында тэ ин 
олунмуш һәлли вар вә У =  (х)-дир. Һәмин мәсәләнин й ад- 
дымы васитәсилә гурулмуш Ејлер сыныг хәттинә УІҒУН төг» 
риби (әдәди) һәлли y= % (х) олсун. Онда |х, | парчасынын 
һәр бир нөгтгсиндэ к (х) = ж (х) вә lim |е) (х)— % (x)| = 0 

в-0 


олур. Бунунла белә, е, (x)= (х) тәгриби бәрабәрлији хәта 
сынын: тәртибини гијмәтләндирмәк олар. (2) бәрабәрлијинин 
сағ тәрәфи (1) мәсәләсинин у(х) һәллинин Тејлор дүстуруна 


уб) (ка) 1109, М бх. 
вә |а 
ука = + в 00 4... 43) 


ајрылышынын биринҹи ики һәддинин ҹәмидир. Буна көрә дә 
|Хи, хк.1] парчасында тәгриби бәрабәрлијин хәтасы 42 тәртиб- 
дән (XVI, $$ 5—6), л һиссәјә белунмуш бүтүн (ху, b] парча- 
сында исә nt? = = тәртибдән олар. Бу көстәрир ки, 


Ф. (х) = е (х) тәгриби бәрабәрлијинин дәгиглијини 10 дәфә 
артырмаг учун |х, 2] парчасыны кичик һиссәләрә бөлән Her- 
тәләрин сајыны 10 дәфә артырмаг (й аддымыны 10: дофо азалт- 
маг) лазымдыр. 

Геј едәк ки, А аддымы азалдыгда Ејлер методунун [вь(х)— 
— e (x)| хәтасы хәтти олараг азалдығындан Ејлер методуна 
биртортибли дәгиглији олан схем дејилир. 

Ејлер методу илә ЕРҺМ-да диференсиал тәнлик һәлл ет- 
дикдә ашағыдакы алгоритмдән истифадә олунур: 
. Уо, Xo 6 вә п әдәдләрини |аддаша дахил етмәли. 


ђ— 
. Һесабламалы: й = == 


л 
. Гәбул етмәли: хк = Ху, Ук = уу. 
. Песабламалы: ук. = ук + (Хи, ук) А. 
Чап егмәли: Ху, Ук. ! 
Һесабламалы: Хил = х, + Й. 
‚ Гәбул етмәли: хх = Хигл, Ук = указ. 
. Јохламалы: х, < оларса, 4-чү аддыма кечмэли, экс 
салаа исә 9-чу аддыма кечмоли, 
он, 2 


о хэсэх v = 


5 4. РУНГЕ-КУТТА МЕТОДУ 


Бу метод васитәсилә мүхтэлиф тэртибдэн дәгиглији олан 
тәгриби һесаблама схемләри гурулур. Мәсәлән, әввәлки napa- 
графда өјрәндијимиз Ејлерин сыныг хәтләр схеми биртаргибли 
дәгиглији олан Рунге!-Кутта схемидир. Рунге-Кутта схемләри 
мүасир Електрон һесаблама машынларында һесаблама апармаг 
үчүн чох јарардм олдуғундан, онлардан мүхтәлиф практики 
мәсәләләрин һәллиндә даһа чох истифадә олунур. Мүхтәлиф 
Рунге-Кутта схемләри вардыр. 

` Инди икитәртибли дәгиглији олан һесаблама схеминин ry- 
рулма усулуну шәрһ едәк. Тутаг ки, Јенә до 

| y =f (х, у) (1) 
тәнлијинин |Хо, 2] парчасында у (хо) = у, башланғыч шэртини 
өдәјән һәллини тапмаг лазымрыр. Һәллин Xa (к-1,2...., п) 
негталариндаки Ax (K = 1, 2,..., й) гијмәтләрини 


h hS, 
Уке = УАУ (х, жз) (2) 
дүстуру илә ћесаблајаг. Бурада 
28, хк = хал В, јез] f (Хила, унн), 


к= 0,11; 2,...,з—1. 
(2) схеми хатасынын тәртибини гијмәтләндирмәк олар. Доғру- 
дан да, 


y (2) = ук = F (о у) = fa yk = fi (хи, э) + 
+ fy (хх. ук) Ук 
вэ Тејлор дүстуруна көрә (ХУІ, 5% 5—6) 
, л 
f apt ул м) = / (по у) + (ки, ук) + 


+ fy (хь, уд = + огу (9) 


олдуғундан 
ука = А (е ук+ Л) у S (кє, у Е 
# +1, (хь. з + o (A) 


њу, 


+ (хк, ук 


= ++ + о(®) 
. й 
зэ ја $ 
, у, 
уса = ук+ ук! ЛЫН +o (A) (9 
“Кара Рунге (1853-1927) алман ријазијјатчмем вэ. физикидир, 
m 


аларыг. Лакин (1) тәнлијинин Һәлли Олан у (х) функсијасы- 
нын у (х,) = ух шагтинда Хила = Xx+ й нөгтәсиндә дәгиг гиј- 
мәти 


Ух) = yu H уй + 2 во (в) (5) 


дүстуру илә һесабланыр (XVI, $ 5). (4) вә (5) бәрабәрликдә- 
ринин мүгајисәсиндән ајдындыр ки, ух.: кәмијјәти һәллин 
4 Уу(хи + 0) = у (Хум) гијмәтин 
дән тәртиби /"-дан кичик олма- 
Ма јан кәмијјәтлә фәргләнир. Онда 
п һиссәјә бөлүнмүш бүтүн 


а |хо, 6] парчасында (2) схеминин 
хәтасы д = ки =o (hê?) 
n 


тэртибли, — јоне икитәртибли 
олар (бурада әввәлки параграфын 
сонунлакм кими мүһакимә ana- 
ылыр). Бурадан керунур ки, 
Xo #] парчасыны кичик hacca- 
ләрә бөлән нөгтэлэрин сајыны 
10 дәфә артырдыгда (2) схеми- 
нин дәгиглији 100 д:фэ артыр. 

Икитартибли дәгиглији олан Рунге- утта схеминин һәкдә- 
„си мо'насм 261-чи ші килдә көстәрилмиш/ ир: әввәлҹә М,(х,, Ук) 
нөгтәсинлә мејданын /к-- f (хиту) истигамәтиндә М, Мк, 


х 
== Ј 


к 


+ 


Шәкил 261 


ћ 

дүз хәтт парчасы ҹәкилир. Бу парчанын Л, (х, 43 + и) 
| СА Ед 

орта нөгтәсиндә [мејданын тһ = Дх. + 27, Ук +5) истига- 


мәти тә Јин олунур. Сонра исә һәмин бу тк истигамәтиндә 
М» М, а парчасы ҹәкилир. Беләликлә, ( 1) тәнлијинин Malto, ус) 
нөгтәсиндән кечзн интеграл ә)рисини аппроксимасија едән 
сыныг хәтт ћиссолгринин истигамәти [Xx Xx] парчаларынын 
həp бириндә дәгигләшдирилир. Буна көрә дә Рунге-Куттанын 
һесаблама схеми Ејлерин сыныг хәтләр методундан ($ 3) до 
гиг олур. 

Рунге-Куттанын үчтэртибли, дердтәртибли, бештартибли 
вэ ©. кими дәгиглији олан схемләри лә вардыр. Бу схемләрин 
ән чох ишләлилони, Електрон һесаблама машынларынын 
стандарт програм шоклиндо /азыланы дөрдтәртибли дәгиглији 
олан ашагылакы схемдир: 


өз = ук+ (т +2: + 20410, 
1 = / (Xu Ya), = (ха + +, + тї), 
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еж, +E n), 2 


тај (х, +, уй т 

Дедиҝләримиздән а)дынлыр ки, бүтүн Рунге-Кутта схем- 
ләринин үүксэк тәртибли дәгиглији вардыр (сыныг хәтләр 
схеми мүстәсна олмагла). Бу схемләрин һәр бириндә һәллин 
у; гијмәти өзүнлән әввәлки гијмәтләр үзэриндэ мугјјан сајда 
ардыҹыл әмәлијјатлар апармагла тапылыр. Бүтүн у, (к = 1, 
2,...,л) гијмәтләри ејни дүстурла һесабланыр вә апарылан 
әмәлијјатлар бу дүстурдан ајдын керунур. 

Рунге-Кутта методу илә ЕРҺМ-ла диференсиал тәнлији 
бәлл етмәк үчүн ашағыдакы алгоритмдән истифадә едилир: 

1. Дахил етмәли: ху, Ó, Yo, п. Р 


2. Һесабламалы: й = ===, 

3, Гәбул етмалн: ух = Yo, Хе = Хо. 
4 

5. 


. Һесабламалы 1= f (Xw у). ГЭР 
. Һесабламалы: т, = f (ж Њу + Т): 


РЕ - 


л h) 
6. Һесабламалы: y= f (к.+ у ук+ з 
7. Һесабламалы: 1, = / (х, +, ух + Ta). 
8. Һесабламалы: ук: = ук+ + (ии то). 
9, Чап етмәли: хк, у 
10. Һесабламалы: х, = хх + й 
11. Гәбул етмәли: хк = Хєл, ји = ук+. 


12. Јохламалы: х, <b олаоса, ү аддыма кечмоли, экс 
һалда нсә 13-чү адлыма кечмәли. 


13. Сон. 


55. АДАМС МЕТОДУ 


Рунге-Кутта методу илә диференсиал тәнлији һәлл етдик- 
дә, һәллин һәр бир ук гијмәтини тапмаг учун бө)үк һесабла- 
малар апарылыр. Буна көрә дә сағ тәрәфинин аналитик npa- 
деси мүрәккәб олан диференсиал тәнлији Рунге-Кутта үсулу 
илә һәлл етмәҝ элверишли лејилдир. Бу һалда Адамс! wero- 
дундан истифадә олунур. Адамс метолу илә тәнлији һәлл 
едәркән һәр дәфә тәнлијин сағ тәрәфини ардыҹыл олараг је- 
нидән һесабламаг тәләб олунмур. 


Тутаг ки, 
3 У=л(х, у) (1) 
! Адамс Джон Kayu (1819—1892) инкилие ријази Јатчысы вә ас 


тронемулур. 
из 


тәнлијинин [хо, 2] парчасында 

У (Хо) = Yo (2) 
башланғыч шәртини өдәјән һәллини тапмаг лазымдыр. [х,, Ё] 
парчасыны х= хо +к/ (к= 0, 1,... „п] негтолори илә л бә- 
раб; р һиссәјә бөләк. [Xx, Хулї| парчасы үзрә (1) тәнлијини, 
јуни у (х) = /[х, у (х)] бәрабәрлијини интегралласаг вә 
Ук= у (х,) олдуғуну нәзәра алсаг 

221 ын кеі 

жити | Л ах ук+ у ах 
5 ; 


во ја 
2 Зк+1 ё 
дук Усаг-э- | уш (з) 
ч 

. Фәрз еләк ки, (1) тәнлији һәллинин бир нечә х,, Хи. 
+ негтолориндо ук, Ук-1, Ук-2... гијмәтләри мэ’лумдур. 
Онда у’ (х) = / |х, у(х)| = % (х) функсијасынын бу нөгтэ- 
ләрин јахын әтрафында гијмәтләрини Нјутснун интерполјасија 
дүстуру (ХІХ, $ 6) илә тәгриби олараг тапмаг олар: 


у = уура + Банн му, 2 + е2 азуу (4) 


(дустурда 4 һәдд көтүрмәклә кифајәтләнирик). 


Бурада (= 5%, уд = y кој =} (ха) вә дуку ут 


У-нн (4) ифадәсини (3) бәрабәрлијиндә Јеринә јазсаг вә dx= 
=hdt олдуғуну нәзәрә алсаг, 


1 
ду, = 3) (yat tayar HE мууг 


CEIA i А ПАРУ 
PEELEN муудан (у буда 3 ыу, 


Хэр Вујић, + 4-А (yai) + 


+ 


HË а бука) +E (5) (5) 

олар. Бурада gx = Лук = А/ (Хи ук), 5фк = фкуг--фк (к= 0, 1,2,. 
«.„п—1) ишарэлэрини гәбул етдикдә 

Syn = gat ср ва үү guat E Ан © 


Ук = Ук + бук (7) 
дүстурлары алыныр. 2 
Беләликлә, (1) тәнлији һәллинин тәгриби гијмәтләри (6) 
вә (7) дүстурлары васитәсилә һесабланыр. (6) дүстурунв 
Адамсын екстрополјасија дүстуру дејилир. 
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(6) вә (7) дүстурлары илә ћесаблама апармаг үчүн дөрд 
У», Уі» Уз, Уз башлангыч гијмәти ма'лум олмалыдыр. уз, Уг, у» 
уз гијмәтләрини, исә ,2) шортиндьн истифадә едәрәк Рунге- 
Kyrra методу илә тапмаг олар. Бу гијмәтләр мэ’лум олдугха 
до АУ (Хо, Yoh, 9: = Af (ху, Yih, да = А] (Хе, Уа), Сутај (ху, уз) 
гијмәтләри тапылыр вә ашағыдакы ҹәдвәл тәртиб едилир: 


11555558 


24 ] БАЛ | 44% 


THOEN |l m 
ож)» Геке уо o | apga 52 а= agaaa- 329—434, 


| пољу) | е | aonga] У а= 3—3] 
Јо уд | а 1а ona l 
3 У у, | / (хь уд] al | 


| 
| 
| ЭН! | | 


| 11 | | 


дуа Ул | 
Ук — Зу«—14-ЗУк—2 — ук-а 
устурларындан истифадә едилир вә (5) дүстурунда охшар 
эдлэр йслаһ елилдиклән сонра 
Р" 2 (55 ук—59%у„—-Е37 ук-л--9 Ука) (9) 


алыныр. ЕРҺМ үчүн програм тәртиб етдикдә (8) дүстурундан 
вэ ашағыдакы алгоритмдән истифадә етмәк олар. 

1. Хо, Уу, 2, А әдәдләрини дахил етмәли. 
Узгијмәтләрини Рунге-Кутта алгоритми илә тапмалы 


су Ya 
3. Һесабламалы: 4 = ук =. f (Хо у»). 

4. Һесабламалы: qi= ук— = f (Xi Y1). 
5. Һесабламалы: ф;= ук = f (Хь Уз). 
6 
7. 


Ука = f (Хз, Уз). 


3% 


8. Һесабламалы: у, = уу: = > (554:—59 21+37 9.—94,). 
9. Һесабламалы: хк = х, +. 

10. Чап етмәли: Хус, ул. 

11. Бесабламалы: 44 = ди, = f (хазл, Yusi). 

12. Гәбул етмәли: 4) = 4), 9. = 9» 435544.) 

13, Јохламалы: Хи: < 0. Әҝәр Х, «6 оларса, онда 4-чу 
құзға бәндә кечмолк, әке һалда 14-чу бәндә кечмоли.. 


$ 6. МИЛН! МЕТОДУ 


Милн ме Ї 
ти тоду садә вә практики {ҹәһәтдән элверишлидир. 

У = (x,y) (> 
диференсиал тәнлијинин [xo 2] парчасында У (хо) = у, баш 
лангыч шәртини өдәјән тәгриби һәллини тапмаг тәләб олунур. 


Бурада да h= == * Хи = хо КИ, Уст у (ха), 


ук = f (ха Ya) (к= 0, 1, 2,,.. „п) 
Рија олунур. 
илн дустуруну алмаг учун х,, Хқ.!,... нөгтәләрини - 
хын әтрафында у’ (х) = f |x, у (1 функсијасынын паре 
Бары ЖЫ та сонау шэнэ гэдэр кетурулмуш Нјутон ин- 
олјасија дүст: ІХ, $ 6) ил 
Банны үстуру $ 6) илә тәгриби һесабламаг ла- 
уу + езу, tD әу; + 46-1 0—0) 00220 юу. бу 
Бурада | 


х-х, КӘ” , 
4--ұ-” вә Аук = Yayi — Yre 
(2) дүстурунда к=т— 4 көтүрәк вә алынан бәрабәрлијә 
Х-э нәзәрән |ха—, Xm] парчасы үзгә интеграллајаг: 
За >т 
[ у(дах- І |ь- +9 дуъа 
ин 1—4 
1 $ F . 
ОН уу, Јах, 
* х—х„ 
Бурадан ф= --Қ-- вә 4х = hdg олдуғуна әсасән 
Yn — Yas = h (ау дау H тауы му) (3) 


аларыг. Сонлу фәргләрин 
Ayai = Yai —у—, 


' Миян Елуард Артур (1896—1950) никилис ридазидатчысы > 
астрономулур. 


Буи уж Фу 
Ауа = ув — Зун + Зув—— Ув 
гијмәтләрини (3) дүстурунда јеринә јаздыгда Милкин ашағы- 
дакы биринчи дүстуру алыныр: 
Ya уж (ура Ya- + 2Yami). а) 
Милнин икинчи дүстуруну алмаг үчүш (2) дустурунда 
к= т — 2 көтүрмәк, алынан бәрабәрлији |Ха—, Хај парчасы 


Жыл 


үзрә интегрелламаг вә 4 = = олдуғуну нәзәрә алмаг ла- 
зымдыр: 
Ун — Yama = A (2y H 2A yaa H- р). в 
Сонлу фәргләрин j 
Вуз = ум — Yat, Анно Ym — Ymi + Ув-с 
гијмәтләрини (5) дустурунда |егинә јаздыгда Милнин икинчи 
дустуру алыныр: 


ў фе $ (yam +4ym—i + уа)- (9) 


Верилмиш (1) тәнлијинин у (х,) = у, башлангыч шэртини 
өдә)ән һәллини тапмаг үчүн әввәлҹә Рунге-Кутта методу илә 
уе. У. У» Уз башланғыч гијмәтләри тапылыр. ук = У (хк) (к= 
=4, 5, 6,...)-гијмәтләри исә ашагыдакы гајда илә һесабла - 
ныр: 
1) ух (к= 4, 5, 6,...) гијмәтинин биринҹи уб) |ахынлаш- 
масы (4) дүстуру илә тапылыр. 

2) (1) диференсиал тәнлијиндә yÉ? гијмәтини нәзәрә алмаг - 
ла у = f (ха, ух) гијмәти тапылыр. 

3) у, (к= 4, 5, 6,..) гијмәтинин икинчи ус? Јахынлашма- 
сы (6) дүстуру илә тапылыр: 

ую) у + 4 (уд + ду + У). 
Милн кестармишдир ки, тәнли}и бу үсулла тәгриби Һәлл 
: у 
едоркан бурахмлан мутлог хэта = ————— олур. Де- 


мали, e әдәди әввәлҹәдән ЧЕ СР кало и. сез 
є, < е олдугда уп == У вэ ук== | (Хи, УК?) гәбул едила биләр. 
Бундан сора Ж гијмәти Јухарыда көстәрилән Ћесаблама 
просесини јенидән тәкрар етмәклә тапылыр. Әҝәр «к > + оларса, 
онда A аддымы азалдылыр, уу, Уз, У» Уз гијмәтләри Јенидән 
тапылыр вә һесаблама просеси тәкрар олунур. к č 
Беләликлә, Милн методунда һәллин ахтарылан ук гијмәт 
ләри ардыҹыл олараг тәсһиһ олуна билир ки, бу да менә 
дәгиг олдуғуну вә ондан ЕРҺМ-да сәмәрәли истифадә е 


мүмкүн олдуғуну кесторир. к 


УІ ҺИССӘ 


СЫРАЛАР 


XXXV ФӘСИЛ 


ӘДӘДИ СЫРАЛАР 


$ 1. ЈЫҒЫЛАН ОДОЛИ СЫРАЛАР ВӘ ОНЛАРЫН 
САДӘ ХАССӘЛӘРИ 


Индија кими сонлу сајда әдәдләрин ҹәминдән ланышыл- 
мышдыр. Бурада сонлу сајда әдәдләрин ҹәми анлајышы „сон- 
суз сајда“ әдәдләр (топлананлар) үчүн умумилошдирилир вә 
белә „ҹәм“ анлајышынын бир сыра хассәләри өјрәнилир. 

Тутаг ки, (Л, Un... ИО»... әдәдләри ардычыллыгы Be- 
рилмишдир. Бу әдәдләрдән дузэлмиш 


ОИ И + қ (1) 
вэ ја 
>“ (2) 


ифадәсинә (формал олараг дузэлмиш ,чәмә") әдәди сыра во 
ја садәҹә олараг сыра дејилир. И» (к= 1, 2,...) әдәдләри 
сыранын һәдләри, U, әдәди сыранын биринҹи, Ua исә n-un 
һәдди адланыр. 

Сонлу сајда топлананларын ҹәми вә ону тә” |инетмә гајдасы 
бизә ма лумлур. Сыра исә „сонсуз сада“ әдәдләрин ,чәми- 
дир“. byna көрә дә сонсуз сајда әдәдләрин ҹәми нә демәк 
олдуғуну то јин (мүәјјән) етмәлијик. Бу мәгсәдлә (1) сырасы- 
нын һәдләрин дән ашагыдакы кими ҹәмләр дүзәлдәк: 


и, Ў 0-1,2...) (3) 


Бу ҹәмә (1) сырасынын п-чи хусуси «әми дејилир. 
Тә'риф 1. (1) сырасынын 5, хүсуси ҹәмләри ардычыллы- 
гынын сонлу 
lim 5. = 5 (4) 


S= +++ 
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лимити варса, һәмин сыраја )ығылан сыра вә 5 әдәдинә 
онук ҹәми дејилир. Буну 5 

S=U Ио И + 
ва ја 


85-30. 


кими |азырлар. 

Экс һалда, |әни |5,) ардычыллыкынын лимити олмадыгда 
(1) сырасына дагылан сыра де|илир. Дагылан сыранын јуха- 
рыда дедијимиз мә'нада чоми Јохдур. Лакин lim 5, = оо вә је 


вээ 
lim 5а= + со олдугда биз кәләчәкдә шәрти олараг 


Ү U= оо вә ја > О. = =е 
= ко 


кими }азачагыг. 
Гејд едәк ки, һәр бир сонлу 


АИ +Ш (5) 
чәминә сонсуз са)да ћодлари сыфра бәрабәр 
Unni = Uny = 0 


олан сыра кими бахмаг олар. Бу һалда У U, сырасынын ҹә- 
кеі 


ми (5) чәминә бәрабәр олар. 
Мисал 1. 
1 1 РУ ете: Зои 5” 
па Ка Баг СШ ыг 
сырасы |ыгыландыр. Догрудан да, 


5 


в 
1 (1 ти 1 
2 ежа “Эр п+1 


хүсуси ҹәминин л сә Шәртиндә сонлу лимити вар: 


нил ч pm 1-11)-1-5 


+ 
Демәли, (5') сырасы |ығыландыр вэ 1 әдәди онун ҹәмидир: 


` 1 
—кк+1) 
= 


2. 
Мисал па ++ 6) 


сырасынын |ығылмасыны тодгиг етмәли. 
зэ 


Һәндәси силсиләнин биринчи л һәддинин чэми дустуруна 
чсасән сыранын хүсуси ҹәми учун 


Запа + 


ифадәси алыныр. 
191 < 1 олдугда lim 4" = 0 олдуғундан (ХИ, $ 3) 


Мэс оса ен 
шет азат сі (4 1) 


1 lim Sa = Им 


225 aoo 


олар, јуни |91 < 1 олдугда (6) сырасы јығылыр вә ойун ҹәми 


=; эдэдина бэрабэрдир: 


пате не т. 0) 
19|> 1 олдугда нсә lim 4" = со (ХИ, $ 8) олдугундан 
24) 
олар кн, бу да (6) сырасынын дағылан олдуғуну көстәрир, 
4 = — 1 олдугда (6) сырссы 

По (0+. (8) 
шәклиндә јазылар вә онун хүсуси чәми 
5, [% 8 чүт әдәд олдугда, 

1, п тек эдэд олдугда 
олар. Бу Sa ардычыллығынын исә лимити јохдур (ХИ, $.1). 


lim Sa = Ит (- 
тж. по \1 


Демәли, 4 = — 1 олдугда (6) сырасы, ја'ни (8) сырасы дағы- 
ландыр. 

9 = 1 олдугда исә (6) сырасынын ‘хүсуси ҹәми 5, = 1-- 
+145 1=л ва lim 5, = со одар. Ја'ни, бу һалда да, (6) 


сырасы дағыландыр. 

Демәли, (6) сырасы |9 | < 1 олдугда Јығылан, |91>1 oa- 
дугда исә дағыландыр. 

Јығылан әдәди сыраларын бир сыра садә хассәләри вардыр. 

Теорем 1. (1) сырасы )мғыландырса, истәнилән С 
әдәди үчүн 


у си, (9) 
=! 
сырасы да )ығыландыр. 
Исбаты. (1) сырасынын хүсуси чәми 5, оларса, онда 
. n 
„= С=С} 0,-С5, 


к=! = 


олар вә бурадан 
lim в = Шт (CSa) = С іт 5, = 


алыныр. Демэли, > СИ, сырасы јығыландыр. 

Нәтиҹә. (1) сырасы дағыландырса, истәнилән С Ф 0 
әдәди үчүн (9) сырасы да дағыландыр. 

Теорем 2. (1) вә 


лэл (10) 
к-1 
сырасы јығыландырса, онда Һәмин сыраларын wamu 
вә фәрги адланан 


У (Us +V = (ОУУ + И (1) 


за 


У (У) = (01-00% 0) (12) 
к-ті 
сыралары да )ығыландыр. 
Исбаты. (1), (10), (11) вә (12) сыраларынын хүсуси чэм- 
ләрини ујғун олараг Sn, за, Ta вә О, илә ишарә етсәк, онда 


Т. = 5. ton Он = Sa— а, 
„lim 7. = lim $„+Ит 2, Їл О, = lim 5, — lim 24 
пз» позе пч эзе пе аз» 
олар. Бурадан теоремин доғрулуғу а]дындыр. 

Гејд едак ки, (1) вә (10) сыраларынын бири |ығылан, ди- 
кәри дарылан олдугда (11) вә (12) сыралары дағылан олар. 
(1) вә (10) сыраларынын икиси дә дағылан олдугда (11) вә 
412) сыраларынын јығылан вә |а дағылан олмасы. һаггында 
һеч нә демәк олмаз. Мәсәлән, дагылан 

Це t 


вә 


ђака 
сыраларынын ҹәми |ығыландыр: 
2 ~ 
У +0) =0+0+ 0+7, 
= 
фәрги исә дағыландыр: 
У (0. Уд-2+2+-+2+ 


zel 


47-01) эн 


Теорем 3. /ығылан (1) сы, 
. Ж расынын Һәдләрини. дү- 
зулуш сырасыны позмадан 
ОНИ ноя t, истәнилән шәкилдә груп- 
(U+ Ut И) + (000 + Ок + 
+ (Un, , 


а 


4 + И) ++ 
Ungir ве + ну +... (13) 
сырасы да Јығыландыр вонуин ч. 

расынын ҹәминә бәрабәрдир стида ане 


Исб 7 
важе“ Тутаг ки, а) сырасы 8 әдәдинә }ыгылыр. (13) 
7-7, 


„Те. (14) 
кими jasar; бурада 
Ta= ам + цэг + + Осе Ко = 0. 

хайн (т = 1, 2,...) 

(1) вә (14) сыраларынын хүсуси чемларини ујгу 5, 
вә |М, илә ишарә етсәк, онда = Srn Eer лара 5» 
шәртиндә к,- со олдугуну нәзәрә алсаг, 

lim У. = lim 5, = lim 5-8 
со пз [җе 


алынар ки, бу да (13) сырасынын $ 
жир, у р: нын әдәдинә |ығылдығыны 
Ге] д. Теоремин тәрси доғру жарадар, јони (13) сырасынын Јығыл- 


масындан (1) сы 
манара 1 Ше (расынын }ыгыдмасы чыхмыр. Догрудан да, бүтүн һәдгәри 


"ђе 0-05 
сырасы Јығыландыр, лакин ме'таризалари ачдыгда алынан 
ође... 

, 


сырасы (лағыландыр. 


Нәтиҹә, (13) сырасы дағылан олдугда yji 1 
да дағылан олар. 44 ари 
Исбат етдијимиз теоремлор көстәрир ки, }ыгылан смрала- 
рын бир сыра хассәләри сонлу сајда һәдләр ҹәминин ујгук 
хассәләринин аналогудур. Бунунла белә, сонлу Ҹәмләрин һәр 
бар хассәсинин јығылан сыралар үчүн дотру олдугуну сө)лә- 
мәк олмаз. 


$ 2. СЫРАНЫН ГАЛЫРЫ ВӘ ОНУН ЈЫҒЫЛМАСЫ 
ҺАГГЫНДА ЗӘРУРИ ВӘ КАФИ ШӘРТЛӘР 


Верилмиш , 
0,4-0,4------0ү4-- (1) 
сырасынын биринчи л сајда һәддини атдыгда 
+ Оа А а 2 
сырасы алыныр. 
э22 


Теорем. (7) вә (2) сыралары ејни заманда Ја 
Јыгыландыр, ја да дағыландыр. 
Исбаты. (1) вә (2) сыраларынын хүсуси чәмләрини ујғун 
олараг 5, вә са илә ишара едәк: 
за = Uni + Саа Heee 
Онда 5а+т — Sa = са вә ја 
Sath = За + би (3) 
борабэрли]и доғру олар. 
Тутаг ки, (1) сырасы |ығыландыр. Онда lim 5, = 5 лимити 


+ б.о. 


вә буна көрә дэ lim 5а.а = 5 лимити сонлу олар. Бу һалда 
т ас 


13) бәрабәрлијиндән 
lim за = lim (Snem — Sa) = $ — 5, 
мүнаснбәти алыныр ки, бу да (2) сырасынын јығылан вә ҹә, 
минин 5 — 5, ол ну кестарир. 
Инди фәрз едәк ки, (2) сырасы }ыгыландыр: Шт 2, = 2. 


Олда (3) бәрабәрлијиндән УЗ 
lim аза = lim (Snt ба) = Sa + 2 


алыныр ки, бу да (1) сырасынын |ығылан олдуғуну көстәрир. 

Бурадан ајдындыр ки, (1) вә (2) сыраларынын бири дагы- 
лан олдугда, о бири дә дагылан олар. Чүнки сыранын бири 
Јығылан олдугда, јухарыда исбат етдијимиз кими о бири дә 
Їығылан олмалылыр. 

Нәтиҹә. Верилмиш сыранын сонлу сајда һәддини 
атмаг вә ја она сонлу сајда јени #200 әлавә етмәк, һәмин 
сыранын јығылан вә ја дағылан олмасына тә'сир етмир 
(оз/шшмир). 

(2) сырасына (1) сырасынын п-«и галығы дејилир. (1) Ch- 
расы |ығылан олдугда исбат ‘етдијимиз теоремә әсасән (2) Chi- 
расы да Јығылан олар. 6) сырасынын ҹәмини Гонлэ ишарә едәк: 


та = а аз От Б. (4) 
5-5 


$ = $. +!» (5) 
бәрабәрлијини јазмаг олар. Бурадан вә сыранын )ығылмасынын 
тә'рифинә әсасән ашағыдакы тәклиф алыныр: (1) сырасынын 
> әдәдинә |ығылан олмасы учун 

lim го = lim ($ — Sa) = 0 (6) 
по 


Онда 


нә ја 


мунасибатинии өдәнилмәси зарури вә кафи шэртдир. 
Сыраларын |ығылмасынын сә'рифинә көрә (1) сырасынын 
5 эдэдина |ығылмасы онун 5, хүсуси чәмләри ардычыллығы- 
пын һәмин әдәдә |ығылмасына еквивалентдир. Ардычыллыгын 
Јығылан олмасы үчүн зәрури вә кафи шәрт Коши критери- 
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синдә көстәрилир (ХИ, $ 11). Һәмин к 
ардычыллыгы учун сө|лэдикда (1) сырасынын јы 
үчүн ашагыдакы зэрури во кафи 58 а. РЕИНА 
Коши критериси. (1) сырасынын ` јығылан 
үчүн ашагыдакы шәртин едгнилмаси зәрури вә нафидир; 
истәнилән e> 0 әдәди учун елә N > 0 вар ки, п-нин n>N 
бәрабәрсизлијини өдәјән ихтијари натурал гијмотлгринда 
вә истэнилэн натурал‘р эдэди учун 
154 5.1 <« (7) 
рощи едгнилир. 
үсуси һалда, |ығылан смралај - - 
ры. 1 р: р учун (7) шәрти р= 1 ол 
10+ |<=& (к> №) 
кими |азылыр ки, бу да |ығылан сыралар үчүн 
Вт 0, = 0 
пзе 
шәртинин өдәнилдијини көстәрир. Бу тәклифи билавасит:. 
ашағыдекы кими дә исбат етмок олар: 
lim Ua = lim (5, — а) = lim 5, — lim 5,-1-5-5-0. 
бз» noo по поо 
Беләликлә, ашағыдакы тәклиф алыныр. 
Сыраларын Јығылан олмасы үчүн зәрури шәрт: Јығы- 
лан сыранын үмуми һәддинин лимити сыфра бәрабәрдир: 
іт (а = 0. (8) 
Сыраларын јығылан "өлі 6 
Сыр: олмасы үчүн зәрури шәрт кафи 
дејилдир. Мәсәлән, һармоник сыра адлаган ни мш: 
1 


4-3, 1 

1+ 2 = (9) 

сырасынын үмуми һәддинин лимити сыфра бәрабәрдир; 
1 
lim 87: = 0, лакин һәмин сыра дагыландыр. Доғрудан да, ис- 
тәнилән натурал л > 1 әдәди үчүн 
5 — 5. + өле Еа 
ГЫ 2n 


олар, јони == 25 вә р = п олдугда (7) шәрти һеч бир naty- 


рал п әдәли учун өдәнилмир. Бу исә (9) сырасынын дағылан 
олдуғуну кестэрир. М 
емәли, верилмиш сыранын үмуми һәддинин сыфырдан 
фәргли лимити варса вә Јахуд да лимити јохдурса, онда һәмин 
сыра дағыландыр. 
Мисал 1. 


пне 
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ритерини хүсуси чэмлэр: 


бирасы дағы ландыр. Доғрулан да, сыранын |ығылан олмасы" 
үчүн зәрури, шәрт едэнилмир: 


4 (3 
Зайн ра ысы : 


Мисал 2. 5 7 A 
а талшы: 
сырасы дағыландыр. а 
Доғрулан да, сыранын )ығылан олмасы учун зәрури шәрт 
едонилмир: 


2 
14 #2 


+ 


т 


= 140. 
+т 


lim О, = lim 
225 пое 
Мисал 3. 


а-а+а– + (– "ја: (20) 
сырасы дагыландыр. 


Сыранын үмуми һәддинин лимити, јуни im (= ТН a ли= 
мити |охдур. 
$ 3. МҮСБӘТҺӘДЛИ СЫРАЛАРЫН 
ЗЫРЫЛМА ЭЛАМЭТЛЭРИ 
Верилмиш 
4 +0: Uate а» 


сырасынын һәдләри мәнфи олма|ан әдәдләр 0,>0 (п=1, 2...) 
олдугда она жмүсбетһәдли сыра дејилир. Белә сыраларын гу- 
рулушу нисбәтән садәдир. Буна көрә дә онларын Јығылмасы 
һаггында бир сыра даһа садә вә конкрет тәклифләр сејламек 
мүмкүндүр. Бу тәклифләрин ба'зиси сонсуз сәрһәдли гејри- 
махсуси интегралдарын |ығылма эламотлерини хатырладыр. 

1. 32 и вә кафи WAPT. 

теорем, Мусботћодли (1) сырасынын хүсуси 
чомлори ардычыллыгыныи Јухарыдан мәһдуд олмасы 
онуи јығылан олмасы үчүн зәрури вә кафи шәртди р. 

Шәртин зәрурилији. Тутаг ки, мүсбәтһәдли (1) сырасы 
|мгыландыр: її Sa = 5. Јығылан ардыҹыллыг исә мәһдуддур 

па 
(ХИ, $ 2). Бурадан 
5,6,« М (п= 1,2, =) (2) 
| ыр. 
ране Хайнгий, Мүсбәтһәдли сыранын хүсуси чәмләри; 
ардычыллыгы монотон азалмајан олар; 
Sa < Sn + Шз = Sasi (Uasi > 0). 

Monoron apran (азалмајан) вэ јухарыдан маћлуд олан ap- 
дычыллыг HCS Тығыландыр (ХИ, $ 3). Бурадан (1) сырасынын 
Јығылан олмасы алыныр. 
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Нәтиҹә. Мүсбәтһәдли сыра јығылан олмадыгда онук 
хүсуси ҹәмләри ардыҹыллығы гејри-мәһдуд олар вә 
lim За= +оо. 
пз 

Гејд. Сыранын хүсуси чәмләри арлыҹыляығынын мәһдуд олмасы nc- 
тонилан сыранын }ыгылан олмасы учун зәрури шәртдир, лакин кафи дејна- 


= = 
лир. Мәсәлән, У, (—1)*!! сырасынын хүсуси чәмләри ардычыллыгынын 
= 


мэйдуд | 5» | <1 олмасына бахмајараг һәмин сыра дағыландыр. 

2. Коши-Маклоренин интеграл әламәти. 

Мүсбәтһәдли сыраларын во мэнфи гијмәтләр алмајан функ- 
сијаларын гејри-мәхсуси интегралынын |ығылмасы арасында 
мүәјјән әлагә вардыр. 7 

Теорем 2. f(x) функендаем [1, со) областмида ma’ 


Јин олунмуш, мәнфи гијмотлар алмајан вә монотон 
азалан олдугда $ 


$7% з) 


сырасы илә 


Гуе (4) 


ге)ри-мәтеуен интегралы ејни заманда ја јығылан. 

дыр, ја да дағылаңдыр. - 
Исбаты. / (х) функсијасы |1, œ) областында азалан ол- 

дуғундан х-ин к<х<к-1 (к=1, 4) ги|мәтләриндә 


Л) > 1(х) > /(к+1) (к-1,2,...) 


бәрабәрсизликләри доғру олар. Бу бәрабәрсизликләрин бүтүн 
тәрәфләрини [к, к--14 парчасы үзрә интегралласаг, 


дэ» | Рођа (ан) (к= 1,2,...) 


мүнасибәтини аларыг. Бурала к-|а 1, 2,..., л, гијмәтләрини 
верәрәк алынан бүтүн бәрабәрсизликләри тәрәф-тәрәфә TON- 
лајаг: 


ы ы 
і/ж>1 fixar >F j (r+): > (5) 
~ к==! 


(3) сырасынын хүсуси ҹәмини 5, = У / (к) илә ишарә 
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едәк. Онда (5) бәрабәрсизликләрини 


5 » пода s0 Чих 1,2, ‚(бу 


к змаг олар. 
ыш ааг. (3) "арасы јығыландыр. Онда 1-ҹи теоремә көрә 
5,<М (п= 1, 2,...) олар. Бу һалда (6) мунасибэтиндэн ис- 


тонилан л үчүн өдәнилән 


[лов <м m 


и алыныр. (7) бәрабәрсизлији едәнилди)индән 
О алмајан функсијанын сонсуз сәрһәдли тејри- 
мохсуси интегралынын јығылма әламәтинә көрә (ХХІУ, $ 4) 

5 уси интегралы |ығылан олар. 
"у Баян Е ки, (4) а ризмахсуси интегралы Дығыландыр. 
Онда јухармда кестардијимиз мо лум теореме (XXIV, 5 4, тео- 
рем 1) керэ PA 2 


! лая < | | (худх <+ 


олар. Бу һалда (6) барабарсизлијиндон 
5. <7 0) +] Идах-М<%<4-1,2...) 


мунасибэти алыныр ки, бу да 1-чи теоремә көрә (3) сырасы- 


ғуну көстәрир. ) : 
нын ы ратһәдан (3) сырасы дагылан олдусда онун хүсуси w 
лэри ардычыллығы гејри-моћдуд олар вә (6) бәрабәрсизлијин. 


көрә на 
| у (х) ах + = (n= œ) 
ї 


алынар ки, бу да (4) интегралынын, дагылан олдуғуну көстә- 
рир: . 
(4) гејри-мәхсуси интегралы дағылан олдугда =) Ј(х)ах = 


— + се (nœ) вә (6) бәрабәрсизлијинә көрә Sam +o (n=), 
}ә'ни (3) сырасы дағылан олар. 
ыч н ++. (9 
Миса “ 
сырасынын }ыкылмасыны тәдгиг етмәли. 

9 = 5 (хэ!) функсијасы васитәсилә (8) сырасыны 


10) + ои +7 (9) 
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шәклиндә |азмаг олар. Онда 2-чи теорема көрә (9) сырасы вә 
| /(х)ах— 28. 1 
| Га (10) 
ге]ри-мэхсуси интегралы ејни заманда ја Јығыландыр, ја да 
дағыландыр. Мэ’лумдур ки, (10) ге)ри-мәхсуси интегралы 
а>1 олдугда јығылан, 2<1 олдугда исә дағыландыр (XXIV, 


$ 2). Демәли, (8) сырасы с:-1 олдугда |ығылан, а« 1 олдугда 
исә дағыландыр. Б 


Хүсуси һалда, «= 1 олдугда алынан ћармоник 
5 Ер. 
2 -3 n 
сырасы дағылан, а = 2 олдугда алынан 
1 1 1 
+++ етн: 
«сырасы исә |ығылан олар. 


1 
Мисал 2. >; тіле СЫРасынын јығылмасыны тәдгиг er- 
к=2 
моли. 
Бурада | (х) = —! 


хіпх 


“сибэти өдәнилир вә һәмин функсијанын гејри-мәхсуси интег- 
ралы дағыландыр: 

РЈ = = 

ШЕГІ ЛЕ „(Яша и || 

5 z thx in х 
Буна көрә дә верилмиш сыра дағыландыр. 
3. Мүгаўисә әламәти. 
Теорем 3. Мусботћодаи 


+: +.--+ Йй, 


функсијасы учун 


Ao 

Vit Vitet Va te ан 
сыраларынын ујгун һәдләри арасында U, < V, (n= 
-4 4 мүнасибәти өдәнилиреә, онда (11) сырасы 
Јығылдыгда (1) сырасы да Јығылыр, (1) сырасы дағыл- 
дығда исә (11) сырасы да дагылы р. 


Исбаты. (11) сырасы |ығылдыгда 1-чи теоремә көрә елә 


“М>0 әдәди вар ки, ca = И, < М (п=1, 2,...) мүнасибәти 
> юм! 
өдәнилир. Онда Un < У, бәрабәрсизлијинә көрә 
ы A 


5, = У U< У V=% <M 


к=! кеші 


$ «М (п=1,2,...) 


вә ја 
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бораберсизлији алыныр ки, бу да 1-ҹи теорема көрә (1) Cupa- 
сынын |ығылан олдуғуну көстәрир. 27% 

Мүсбәтһәлли (1) сырасы дағылан оллугда 5,---сс (n=) 
олар ве 5, < с, мүнасибәтинә әсасән са +-оо (л ~ со) алыныр. 
Бурадан (11) сырасынын дағылан олдуғу ајдындыр. 

Ге] д. Теорем U, < У, бәрабәрсизлији л-нин мүәјјән л зварыла 

дэ лоғру олар. Бу. сыранын 
азу сана поло, патарена ааа пату одр ау со 
мадијандан ајдындыр. 


Нәтиҹә 1. Тутаг ки, V,+0 (к= 1, 2,...) вә 
| < 
lim —=71 (12). 


лимити вар. Онда 1) 0<т<-+-© вә (11) сырасы јығылан 
те (7 ести да јығылыр, 2) 0<т<--о вә (11) cupa- 
сы оағылан олдугда (1) сырасы да дағылыр. | 

Хусуси һалда, Џа~ У, олдугда (1) вә (11) сыралары ејни 
аманда ја јығыландыр, ја да дағыландыр. М 
ше = РИА инанмаг үчүн лимитин тэ! ремин 
истифадә едәк: (12) бәрабәрлијинә әсасән истәнилән = > 
элади (1-5%0) учун елә и, немроси вар ки, л-нин плодан 
сонра кэлэн бүтүн гијмәтләриндә 


= Би (257) 


ын (1-4 У.<4Һ<6--) Va (13) 
бзрабарсизликлари доғрудур. № У, вә У СУ, (С+0) сы- 
г = к=! 
ала Б анда |ығылан вә ја дағылан олдуғуну нэ- 
је а 512) бәрабәрликндән нәтиҹәнин д‹ғрулуғу ајдын 
олур. 
1) сырасыны , 
| | ЭР, ЖР ыҚ 25 (14) 
лыы it е 
ағылан, 
ырасы (2>1 олдугда |ығылан, 241 олдугда д Қ 
со, етдикдә ашагыдакы нәтиҹә алыныр: 
Нәтиҹә 2. Әҝәр . вй 
lim n*Ua= 7 (15 
Pasa т< дугда (1) 
аш а, онда 1) >! вә 0<т< + © олдуго 
сырасы. Penan 2)a <1820<1< + о олдугда исә 0) 
смрасм дагылыр. 
Хүсуси ћалда, Шу вә а> 1 олдугда (1) сырасы |ығы- 
п 


лыр, а <1 олдугда исә һәмин сыра дагылыр. : 
$ 8: 


Мисал 3. 


Ү п 
Байг БТ 
сырасыны 1 |мгылмасыны тәдгиг етмәли. 
п 
Бу сыранын ЧЛ = 35 үмуми һәдди үчүн 


lim n? Ua = lim 
ГЕ naco mè 


үш өдәнилдијиндән һәмин сыра }ыкыландыр (Нәти- 
ча 2, . 


=1 


Мисал 4. E яш = сырасынын Јығылмасыны тәдгиг ет- 
n= 
моли. 
п — со шәртиндә 


4-2--2-- 
п 


У == сырасы дағылан олдуғундан верилән сыра дағы- 
в 


ландыр. 
4. Даламбер эламэти. 
Теорем 4. Мусботћодли 
+0 + О (Ш„>0,п=1,2,...) (1) 
сырасынын ћодлори т-нин həp һансы продан сонра 
кәлән бүтүн гијмәтләриндә 


б 

“р, <4<1 (л > nm) (16) 
бораборсизли junu өдәдикдә (1) сырасы )мғылан, 

2 І>1 (n>m) - (17) 
бәрабәреизлијини одадикдо исә һәмин сыра дағылан- 


дыр. 
Исбаты. л-ин т-дан сонра кэлэн бүтүн ги)мәтләриндә 
(16) вә ја 
Фа < 4, 
бәрабәрсизлији өдэнилдикда п-нин л=п Motl, п,+2,... 
гијмәтләрин (а ашагыдакы бэрабэрсизликлэри Јазмаг олар: 
0,1 < G Un 
а < 4 цас G? Unn 
. Она <40т-і < 9" Uny 


Сағ тәрәфдәки һәдләрдән дүзэлмиш 
Ung HUn + 0,4 

сырасы |ығылан ($ 1, мисал 2) олдуғундан 3-чу теоремә көрә 

: : Ша Оа бео Unam 
сырасы да }ыкыландыр, Бурадан исә (1) сырасынын јығылан 
олмасы а|дынлыр. 

п-нин ду-дан сонра кэлэн бүтүн, гијмәтләриндә (17) бара- 
бәрсизли}и өдгнилдикдә ардыҹыл олараг 

Ол > О 


тера 


мүнасибәтләрини Јазмаг олар. Бурадан алылан 0һ>4,>0 
(п = n+l, п--2, ...) мүнасибәти сыранын јығылан олмасы 
үчүн ит Са = 0 зәрури шәртинин ($ 2) өдәнилмәлијини Kec- 


тәрир. Буна көрә да (1) сырасы дағыландыр. 
Нәтиҹә (Лимит шэклиндэ Даламбер! әламәти). 
Мусбәтһәдли (1) сырасы үчүн 
0 
ит 2 = 1 (18) 
.- О, 
лимити барса, онда 1<1 олдугда (1) сырасы )ығылан. twt 
олдугда исә (1) сырасы дагы ландыр. 
Лимитин тә'рифинә көрә /<1 слдугда 0<+<1—[ шартини 
өдәјән һәр бир => 0 әдәди учун елә ло нөмрәси вар ки, л-нин 
по-дан сонра кэлэн бүтүн гијмотлоринде 


Ма са 
вә ја ù 
I—:<- <<! (п> по) (19) 
а 


бәрабәрсизлији өдәниләр. Бурадан алынан 


1 


<4<1 (n>m) 


0, 


бараборсизлији (1) сырасынын |ығылан олдуғуну кестарир. 
1> 1 олдугда (1) сырасынын лағылан олдуғуна инанмаг 
үчүн исә (19) мүнасибәтинин сол барабәрсизлијиндән истифадә 
етмәк лазымдыр. 
1 = 1 олдугда (1) сырасынын Јығылан вә ја дағылан олма- 


сы һаггында һеҹ нә демэк олмаз. 


з Даламбер Жан Лерон (1717—1783) франсыз ријазијјатчысы вә 
механикидир- 
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Дог ЖЭ 
рудан да, дагылан > = (ћармоник сырасы) вә һәм 


у = 
1 
дә Јығылан У те ©МРаларынын һәр икиси учун (18) лимити 


ваһидә бәрабәрдир. 


а 
2" 
5. У т “мрасынын Јығылмасыны тәдгиг етмәли. 


a= 
By cupa учун (18) лимити ғар: 
СА 


l= lim -їш (2, 2) ы 2-2 
ЭКИ! aco U, пз» (белді a) ао 
= 0 < 1 олдуғундан һәмин сыра 
Ж Коши әламәти. "юни, 
еорем 5. Мусботћодли (1) сыра 
шу А ) расынын һәдләри n- 
ар һансы пудан сонра колон бүтүн гијмәтлә- 
10, <4<1 
бораборсизлијини ододикда (1) сырасы )ығылан. 
Уб»! . 
2 (20) 
eapi өдәдикдә исә һәмин еыра дағылан- 
Исбаты. л-инл>л, г 
одан а ә гијмәтләриндә (19) бәрабәрсизлији 
Ua < q" (п> п.) 


Олар. 0 <4<1 олдуғундан % 4" сырасы Јығыландыр. Онда 


3-чү теорема көрә У О, сырасы да Јығылан олар. 
(1) сырасынын јығыҳан олмасы 6 ч 
(20) барабарсизлија ө јонил "икдә ЖУМ, тю. ) ола 
вә сыранын |ығылан олмасы учун зәрури шэрт (iim 0, = 0) 
здәнилмәз. Бу һалда (11 сырасы дағыл, ња 
Нәтиҹә (Ли казе 
наро й жараға ушы КА Каши әламәти), Myc- 
ан 
пт 1 0,=1 (21) 
лимити варса, онда 1 <1 олдугд, 
олд, а ж ш} Сирас ИИ ака 
= 1 олдугда (1) сырасыны 
©лмасы һаггында һеч ӨК сл На 
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Догрудан да, дағылан У, Б ћармоник сырасы үчүн 
= 
урина У па 2 
ai о ий 
олар. Бурада lim Ул-1 бэрабарли]инлэн истифадә олунур. 
һәмин бэрабэрли]ин исбаты ашагыда верилир: 
а, = Уп, па, = '"", ит па, = lim "5-0 (XVI, § 4), 
"-= n-o n 


lim а, = lim е9 = е = 1. 


‚= "з= 
(21) лимити Јығылан E 5 сырасы үчүн лә ваһидә бәра- 


бардир: 


l= lim уд = ит ју > 


Демали, һәм |ыгылан ва һәм дә дагылан сыра үчүн 
(21) лимити ваһидә бәрабәр олур.. 


Ге} д. Мусботћодли (1) сырасы үчүн (18) лимити взрса, (21) anunta дә 
зар вә ондар бир-биринә бәрабәрдир: 


аза ” 
2: 
А U, (22) 
Лакин (21) лимити сонлу олдугда (18) лимити олмаја да биләр. Бу көс- 
тәрир ки, мүсбәтһәдля сыраларын јмгмамасмна лимит шэклиндә Дәләмбер 


зламати Тәтдиг олуман В имиг шэслиндэ Коши зламзти дә татбиг олу- 
пур Умумијјатла, смрааврми |ығылмасы мәсәләсинә Коши эламәтпнин тәтбиг 
улуна бладијн 6 x һалларда Даламбер әламәти тәтбиг олунмур. Бу 
бахымдан Коши әламәга Даламбер әламәтиндән кучлулур. 


$4 ИШАРӘСИНИ ЈНӨВБӘ ИЛӘ ДӘЈИШӘН СЉРАЛАР 


Мүсбәтһәдли сыраларын }ыгылмасы һаггында мсбат ет дији- 
миз таклитлор ва }ыгылмї әламәтләри ($ 3) бүтүн һәдләри 
мүсбәт одмајан ододлор олан 

+0, + (1) 


Оди + 
сыр сынын (Ua < 0, at= 1, 2,...) |мгылмасины тәдгиг етмәк 
учун дә тәтбиг олунур. Һәдләри мүхтәлиФ ишарәли һәгиги 
әдәдләр олан сыраларын јығылмасына исә һәмин јығылма әла- 
мәтләрини билаваситә тәтбиг етмәк Олмаз. Белә сыраларын 
|ығылма ы мүхтәлиф үсулларла тәдгиг олунур. 

Һәдләри мүхтәлиф ишарәли әдәдләр олан сыраларын ән 
«садә не у ишарәсини нөвбә илә дәјишән сыралардыр. 


> (-1/7"0, 10,» 0, п=1.2,...) (2) 
"= 


шэклиндэ Олан смраја ишаросини нөвбэ илә дәјишән сыра 
дејилир. Ишарэсини нөвбә илә дәјишән сыранын һәдләги 
нөвба илә мүсбэт вә мәнфи Әләдләрдир. Белә сыралар ћаг- 
гында ашағыдакы теореми исбат етмәк олар. 

Теорем (Лејбнис). И шарәсини nosa илә дәјишән 
(2) сырасы учүн 4 

Оу» ла>д (п=1,2,... ( 
т па > › 3) 
lim 4,-0 (4) 

зиәртләри өдәнилдикдә Һәмин сыра Зыгыландыр. 

Исбаты. (2) сырасынын чүт индексли хүсуси чэмларини 


Sa= У (л = (о) и) 
а 


-(0»--- О) . 
кими jasar. (А-А, (к=1, 2,...) фәргләри (3) шәртинә көрә 
мәнфи олмајан әдәдләрдир. Буна көрә дә 

5цагау = За + (Ов, бла) > Son 
олар, |ә'ни (2) сырасынын чүт индексли хүсуси ҹәмләринин 
15:5| ардычыллыгы монотон артандыр. Бундан башга, 

За = U: (О, — Ua)— + - (Иа Саа) — Па 
бәрабәрлији (0,—(,, .1>0, Um>0) кестарир ки, 52 <, (п=1, 
2,...) бәрабәрсизлији доғрудур. 

Демәли, [Sz], монотон артан (азалмајан) вә, јухарыдан mah- 
дуд ардычыллыгдыр. Бела ардыҹыллығын исә сонлу лимити 
вар (ХІІ, $ 3): Е 


Ит Sa = 5. (5) 


за + Саз: бәрабәрлијиндән вә (4) шәртинә | көрс 
=0 олмасындан а)дындыр ки, (2) сырасынын ток ин- 


дексли хүсуси ҹәмләри ардычыллыгы да һәмин 5 әдәдинә 
Јығылыр: 
Ит Sins: = 5. (6) 


... 
(5) вә (6) бэрабэрликлари (2) сырасы хүсуси ” чәмләриния 
[Sa] ардычыллыгынын Јығылгн олдуғуну көстәрир: 
lim За =5. * 
лээ 
Теоремин “сбатындан а|дындыр ки, (2) сырасынын чүт ин- 
дексли хүсуси чәмләри ардычыллыгы азалмајан, тәк индексли 
Зан = U, — (Us 0) —---— (Uia ~ ла) = 
= 5 — (Оһ — Пала) 
хүсуси чемлори ардычыллыгы исә артмајандыр. Онда (5) вә 
(0 бәрабәрликләринә әсасән (ХИ, $ 3) истәнилән л үчүн 
5 <5 < 5-1 (7) 


олар. Бурадан 
0<$—а—5 < Sint — 5з = Џа 
05 — 52, < Sinsi — San = Оз 
бәрабәрсизликләри алыныр. Демәли, истәнилән л үчүн 
4 15 =S | < Шы” (8) 
бәрабәрсизлији доғрудур. 
= 28 и с: ОН нөвбә илә дәјишән (2) сырасынын 
лығы үчүн 
У j [Ra |= 1S = Sal < Ила 2 


бәрабәрсизлији доғрудур. 
Мисал. Ишарәсини невбо илә дәјишән 


ва 


11 жАШ во 
ке Рет Бе (10) 
сырасы үчүн теоремин шәртләри, ]э’ни 
22-2 14-40 
п Топ" а-л 


мунасибатлари еданилди]индэн һәмин сыра |ығыландыр. 


55. МҮТЛЭГ ЈЫҒЫЛАН СЫРАЛАР 
Бутун һәдләри ихтијари ишарәли һәгиги әдәдләр олан 


Үл W 
кой 


сырасына бахаг. Бу сыранын һәдләринин мутлог гијматлорин- 
дэн дүзәлмиш 
оО (2) 
сырас ызан олдугда (1) сырасына мүтлэг јығылан сыра 
Кор А 4, јығылан мүсбәтһәдли истәнилән сыра 
мүтләг |ығыландыр. 
Фәрз едәк ки, 

- |0. О. 20 олдугда „, U= 

10, 0, <0 олдугда “| 0, 0,>0 олдугда 


у ләр манђа дејилдҹр: Ој > 0, UT >0(к=1,‚2,..) 
Жолда мы ыы бэрабэрликлэр доғрудур: 
и, ш>ш-а. 10, ес +0. (3) 


Беләликлә, ихтајара (1) сырасына ујғун олан ашағыдакы 
кими ики јени мүсбәтһә ли сыра дүзәлтмә олар: 


Ұл в Ўй. С) 
= = 


, 335 


-|І-Ә. U< 0 олдугда 


Бу сырвларын биринчиси (1) сырасынын мүсбәт һәдләрни- 
дән, икинҹиси исә (1) сырасынын мәнфи һәдләринин мүтлэг 
гимэтлэриндэн дүзәлмишдир. 


Теорем 1. Мутлаг јығылан сыра Ҙығыландыр, 

Догрулан да, U? < |, [во Ог < |0, | бэра- 
бәрсизликләри едонилдијиндан вә (2) сырасы ја н олд 
ғуғдан мүгајисә әламәтинә (6 3) көрә мүсбәтһәдлн (4) сыра- 
лары |ығыландыр. Онда (3) бәрабәрлијинә. көрә ики |ығылан 
сыранын фәрги олан (1) сырасы да Јығылан олар: 


2-ўуш-б)-уш-ўщ. ” 
и 8 ын 


Теоремин исбатындан ајдындыр ки, (1) сырасы мүтләг 
Јығылан олдугда онун Уіғун олараг мүсбәт ва мәнфи һәдлә- 
ринин мүтләг гијмәтләриндән дүзәлмиш мүсбәтһәдли (4) ci ра- 
Лары |ығыландыр. Бунун тәрси дә Доғрудур. (4) сыральры 
Јығылан оллугда (1) сырасы мүтләг Јығыландыр. Бу тәклифин 
доғрулуғу (3) бораборликлоринин икинҹисиндән 101 = Ux + 
4-0, вә ики Јығылан сыранын ҹәминин јығылан олмасындан 
ајдындыр: 


E Iul- E (4-05)- ушы Уи. 
к=! кы! к=! к=! 
Бурадан ашагмдакм теорем алыныр: 


Теорем 2. (1) сырасынын мүтләг )ығылан олмасм 
учум онун yjryn олараг мусбат по мәнфи ћодлеринин 
музилаг гијмәтләриндән дү мит (4) сыраларынын 
Јығылан олмасы чорури вә мафи шортдирь 

Мүтләг Јығылан сыраларын һәдләри үчүн »Јердәјишмә* 
хассәси дә догрулур 


Теорем 3 (Коши). Мүшлөг ҙығылан сыранын һәд- 
әринин jepunu пстоннадн гајда цаа. дојишди кое алы- 
ман jenu сыра Јенә д» муталог jir маандыр вә онун 
ҹәми вериамиш сыранын чомино бәрабәрди р. 


Исбатм. Әввәлҹә теореми мүсбәтһәдли (1) сырасы умун 
исбат едәк. (1 сырасынын ћодлоринин (ерийн истәнилән шә- 
килдә дојиш. akad алынан Јени сыра 


ИИ, + үн. (6) 


олсун. Бурада И, = И, И, = Или... И = О... олдугуну 
нәзәрә алсаг, һәмин сыраны М 
Un HUn tt Unte 7 (7) 


‹ ә јазмаг олар. (6) (вә ја (7)) сырасынын хүсуси 
т. а 3 41) сырасынын хүсуси чэмлэрини За илә иша- 


едәк; 
ЈА oa = Un, + Un + И 


У 1... Ка әдәдләринин эн бејујуну У илә ишарә 
НА 429 олар. И (1) и а 
у у ычылғығы сы 
олдугда онун хүсуси чәмләри ард! КҮКЕ СЕ S РН 
илә Јухарыдан мәһдуд олмалыдыр А Жет. 
ү 5 олар ки, бу да мүсбәтһәдли 
на ГЇ ұйы 2 «одақ ли олдугуну кестэрир, 


үүсб с ин јерини 
сбәтһәдли (1) сырасынын һәддәрини! , 

Кы oo дә}ишмәклә алынан (6) гирен ытар 
я онун чэми (1) сырасынын вим ре 

ә фәрз едәк ки, 
Је с зрно алынмышдыр. о уха ин 
кой. етдијимизә кере 5 ын па ЕЛ һалда с 

= 5 олдуг 3 
"а ма теорем arebo адаа сыралар үчүн тамамилә 


ои ими истәнилән (1) сырасынын мәми 5 олсун. 


р-У ШЩ вә Q = Ў, Ог гәбул етсәк, онда (5) бәрабәранјинә 
ке r-l 
көрә 5 2 5 Р 
S= U= LU- E UP- 
övi æ к. 


лэринин |ерини истәнилән шэкилдэ 


сай рчл үн бат һәлләрдән вә мәнфи һәдләрдән 


дәјишдиклә ајрылыгда мүс 
= 2... 
лүзэлмиш У, О вә У, Us сыраларынын һәдләри өз јерини 
к! .. 4 
Д бата көрә исә 
ујғун шәкилдә дәјишәр. Јухарыдакы ис + 
Ч јерини истәнилән шәкилдә дә)ишдикдә мүсбәтһәдли у Ч 
вэ мәнфиһәдли И; сыраларынын |ығылмасы вә ҹ̧әм 


ни истәни- 
"моли, (1) сырасынын һәдләринин jepni 
е алынан Јени сыра |ығыландыр вә 


әдлә- 


Ч бәрдир. 
“ дә 5-Р--(/ әдәдинә бора 
шы оне тамамилә исбат олунур. 
Мисал 1. 


пи ера +: 


сырасы мүтләг јығыландыр. 
«т-а 


Доғрудан да, һәмин сыранын һадләринин мутлог ги|мэт- 
ләриндән дүзәлмиш 
1 П 
гт аа а 
сырасы Јығыландыр ($ 1). 
Мисал 2. А : 
Ер а сар тан к= 
тез О 
сырасы мүтлэг |ығылан дејилдир. Чүнки һәмин сыранын ћод- 


лоринин мутлог гијмотлориндон дузолмиш 


1 1 1 
Кек 


һармоник сырасы дагцландыр ($ 2). 
$6. ШЭРТИ ЈЫҒЫЛАН СЫРАЛАР 
Һәдләри ихтијари һәгиги әдәдләр олан 


$ Ux в) 


к=! 
сырасы |ығылан, онун ћодларинин мүтләг гијмәтләриндән AY- 
зәлмиш 


кіш: СН 


- 
сырасы дағылан олдугда (1) сырасына шәрти /ығылан сыра 
дејилир. Шәрти |ығылан (1) сырасынын гурулушуну өјрәнмәк 
үчүн онун ујгун олараг мусбот һәдләриндән вә мэнфи һәдлә- 
ринин мутлэг гијмәтләриндән дүзәлмиш 


уши (8) 

ні к! 

сыраларына бахаг. 

(1) сырасы |ығылан вә (2) сырасы дағылан олдугда (3) 

сыралары ејни заманда |ығылан ола билмәз (Әкс һалда, (3) 
сыраларынын ҹәми олан (2) сырасы Јығылан олмалыдыр). 
Ра 3 


Тутаг ки, (7) сыраларынын бири, мәсәлән, У, 0: сырасы да- 


= 
ғыландыр: 000 
Į Ut = œ (Ш >0,к-1,2....) 
Онда Us = И; — UT бораборлијино әсасән |азылмыш 
Биг-у 0:- и. 2 
.. .. кей 


мүнасибәтн көстәрир ки, Ӱ UF сырасы да дағылан олмалы- 
к=! 

дыр. (4) -бәрабәрли|инин сағ тәрәфиндәки биринчи чам п — со 
шәртиндә гејри-мәһдуд олараг артыр, икинҹи чам исә сонлу 
лимитә јахмнлашњр. 

) Демәли, (1) сырасы |ығылан ва (2) сырасы дарылан олдугда 
(3) сыраларынын икиси дэ дагылан олмалыдыр. Бурадан аша- 
кыдакы теорем алыныр: 

Теорем 1. Шорти јығылан (1) сырасынын ујгун 
олараг, мусбот ћодлориндан вә мәнфи ћодлоринин mym- 
ләг гијмәтләриндән дузолмиш (3) сыраларынын. 
икиси да дағыландыр. 

(1) сырасы |ығылан олдуғундан (/, +0 (к — со) вә буна 
көрә дэ И; -+0 (к = со) вә UF — 0 (к — со) олар. 

Шорти Јығылан сыраларын һәдләри үчүн „јердојишма“ 
хассәси доғру дејилдир. Шәрти јығылан сыранын һәдләринин 
јерини дәјишдикдә ҹәминин дојишмаси вә һәтта дағылан сыра 
алына билмәси ашағыдакы теоремдән ајдындыр. 

Теорем 2 (Риман). Шорти јығылан (1) сырасынын. 
һәдләринин јерини елә дәјишмәк олар ки, алынан 
Јени сыранын ҹәми габагҹадан верилмиш истәнилән . 
5 (— со < < ос) әдәдинә бәрабәр олсун. 

Исбаты. Садэлик үчүн, фәрз едәк ки, 5 ихтијари сонлу 
мүсбәт әдәддир. (1) сырасы шәрти Јығылан олдуғундан мүс- 
бәтһәдли (3) сыраларынын икиси дә дағыландыр: 


Оо, бр. 


Буна ҝәрә дә 
п, = 
ПА, =} 025, 2) А-А- у Иг <S, 


sæi к=! 
~ n 
3) A4=A+ У 0125, 4 А = A У Шг<5, 
кел+! ком 
5.3 r FEELER : 
мунасиботлорини өдәјән эн кичик натурал My, Ла, Л: . эдэд- 
лэрини сечмэк олар. Бу просес нэтичэсиндэ алынан 
Ut + М гү -Unt И ++ 
п (5) 


сырасы 5 әдәдинә |ығылыр. Догрудан да, (5) сырасынын 
бах Әче, хэл Зара >. (= 1, 855.) 
хүсуси чәмләри ардычыллыгы 
|8-5 |< Uka 


ш-н 


бәрабәрсизлијини өдәјир вә lim Už, = 0 бәрабәрли|инә әсасән 
е... 


5 лимитинә Јығылыр: 
Ит Sapto 5. (6) 


к-ж 
(5) сырасынын истәнилән 5, хүсуси чәми үчүн исә һәмишә 
елә K =K (n) әдәди тапмаг Олар ки, 
Зи © Su < бича 


во је 
балта > За 55 өт; 
бәрабәрсизликләри едэнилир, Онда (6) бзрабарлијина әсасән 
М lim ба = 5 
по 
олар. 
Мисал 1. 
1 1 1 ..1 
202, 3183 +151 ЕН, гт 
сырасыным јығылмасыны тәдгиг етмәли. 
Верилмиш сыранын өзү Лејбнис теореминә көрә ($ 4) Јығы- 
ландыр. Һәдләринин нүче гө |Мэтлэрхилэн дузэлмиш 
1 
тнт + СҮТ 5% 89282 ба 
сырасы ис„ дагылыр (% 3, мисал 2). Демоли, верилмиш сыра 
шәрти )ығыландыр. 
Мисал 2. Шәрти |ығылан 


1 1 1 ami 1 
БЕЗЕ а... 0) 


сырасынын һәлләринин јерини дәјишдикдә ҹәминин дә}ишди- 
јини кестормали. 

Һәлли. (7) сырасынын өзү Лејбнис теореминә көрә |ығы- 
ландыр, онун Нарик мутлог ги]мәтләриндән дүзәлмиш 

144 +4 ++ ++ 

һармоник сыра исә РЕЛЕ, Демәли, (7) сырасы шәрти 
Јығылыр. Онун ҹәмини 5 вә хүсуси ҹәмләрини Sa илә ишарә 
едәк: 5 


S= ы =L с M Sine 
юм y -im Жа ғ) "ать 

Инди (7) сырасынын һәдләринин јерини ашағыдакы кими 
дәјишәк: 


(8) 


Бу сыранын Фа хүсуси ҹәминә бахаг: 
n 


ARENE N R E 1 1 
ъ= 4—5 35) У (257 +) 
Мира 1 1 

ае 52: 35)” т 5» 
Демэли, 
Іт б рз lim ип За = 5 


олар. (8) смрасм әминин > — 5 әдәди олмасы 


НИИ „23, = іш оон = іш Ginga = + 5% т ба 
азе р 


бәрабәрликләрийдән ајдындыр. 

Беләликлә, биз кестардик ки, шәрти |ығылан (7) сырасынын 
һәдләринин Јерини (8) шәклиндә дәјишдикдә онун ҹәми ики 
дәфә азадыр. 


57. СЫРАЛАРЫН ҺАСИЛИ 
Тутаг ки, верилмиш 


Үс ] w 
г 

вә 
Хи © @ 
kel 


сыраларынын һәдләриндән 
Wy = У И а РШМ (к = 1, 2,...) 
кими ифадәләр дузолдилмишдир. Бу һалда 
Wit Үүн tWt (3) 
<ырасына (1) вә (2) сыраларынын һасили Жаз 

(1) вә (2) сыралары гоо олдугда онларын һасили һә- 
мишэ |ығыландырмы? Буну һәмишә демэк олмаз: |ығылан 
сыраларын ћасили дағылан да ола билэр. Лакин верилмиш 
Јығылан сыраларын һеч олмаса бири мүтлэг |ығылан олдугда 
онларын һасили }ыгылан сыра олур. 

Теорем. pe Куре ч (1) вә (2) еыраларынын 
наснаа одан (3) мүтлэг јығыландыр вә онун 
ҹәми верилмиш а» вə 9 (3) сыраларынын ҹәмләри паси- 
аинә бәрабәрдир. 

зи 


Исбаты. Әввәлчә (3) сырасынын мүтлэг |ығылдығыны 
исбат едәк. Бу мәгсәллә 


5: = У [Uh = ХИ GE W] 
к=! к=! к-1 
кэмн]]этлари учун догру олан , 
Со Saon (9) 


бэрабэрсизли]индэн истифадә едэк. (1) вә (2) сырасы мүтләг 
јығылан оллуғундан елә М> 0 әдәди вар ки, 5% < М вэ << 
с М(п=1 ..) олар. Онда (4) бәрабәрсизлијиндән (4 < M? 
(ы h мунасибэти алыныр ки. бу да мүсбэтїэдли 


% | Wx] сырасынын |ығылан олдугуну кесторир., 
= 
Демәли, (3) сырасы мүтлэг |ығыландыр. Мүтлэг |ығылан 
сыранын һәдләринин Јерини истәнилән шәкилдә дәјишдир- 
дикдә исә онун Јығылмасы вә ҹәми дојишмир ($ 5). Буна керо 
лә (3) сырасыны 
ПУКОМ + ОУ, ФУ (ОМ, + О.У + 
ЕУ ИУ И, + --- (5) 
шәклиндә јазсаг, бу сыранын ҹәми (3) сырасынын О ҹәминин 
ејни олар. (1) вә (2) сыраларынын ҹәми вә хүсуси ҹәми 
ујтун олараг S, Sa вә 9, on олсун. Бу һалда (5) сырасынын эн 
бејук индекси л олан һәдләр (|әни ујғун һәлләр групу) 
дахил олан хүсуси ҹәмини Qn илә ишарә %тс̧әк, онда 
0, = 5-а, 
бәрабәрлији доғру одар. Бурадан 
їйл да = Ит 5, - т ca 
-- эв" азы 


ва ја 
0-5- 
бәрабәрлији алыныр. 
СЭРЭЛ СЭР” 
Мисал. У =” 2: бусуу “мгаларынын Василини тәд- 


кеші 


тиг етмәли, 
ерилмиш сыгалар а вә 5 әдәд ләрьт 
тиндә мутлог |ыгыландыр. Лоғрудан ла, Л 


көрә 
б аср 83.89 
Зет у 


сыралары |ығыланлыр: 


к=! 


стенрлан гијмә 
Сер эламатина 


у, 
пт 0911. пт [29090 |= шт Іш aozi, 
ав [ИД | п | вом naco 
lim Уа = У | ит 8101. 
а-ә ГУ, 2-ю n 


Верилмиш сыраларын ҹәмини ујғун олараг + (а) ва $ (2) 
илә ишарә етсәк, онда һәмин сыраларын һасили 

а П :4 

ae =i +=) + (37 


2—1 


+( + к ПП > 


ва ја 
[; зай 
е (а) в = С 00 8228- 
олар. Бурадан 


$ (а) 2 (0) = е (а +) 
мүнасибэтн алыныр. 


58. КОМПЛЕКС ҺӘДЛИ СЫРАЛАР 


Фәрз едәк ки, 

(ға! о) 
комплекс әдәдләр (га = Xa + буг) ардычыллыгыдыр. Бу apam- 
чыллығын лимитинин комплекс 2 = х + іу әдәди олмасы о Ae- 
мэкдир ки, истанилон => 0 эдэди үчүн елә У нөмрәси вар 
ки, л-ин л> У гијмотлориндо 

|га-2|<% (n>N) 
бәрабәрсизлији едэнилир. Бу факты 
lim 20 = 2 ва ја 2, ~ 2 (п — о) (2) 
n 


кими јазмрлар. А}дындыр ки, (2) мунасиботи 
Ит |2. —2|= 0 
neso 
бәрабәрлији илә ејникучлулур. 
Сонлу лимити олан ардыҹыллыға /ығылан ардыҹыллыг 
дејилир. .Јығылан ардыҹыллыг мәһдуддур. 
Лимитин тә'рифиндән ајдындыр ки, 


lim га = Ит (хо уо) = х у 
ээр =» 


мунасибэти ики һәгиги 

lim Ха == х, lim уз = y 

С во 
бәрабәрликләри илә ејникучлудур. Буна көрә дэ һәгиги әдәд- 
ләр ардычыллығынын лимити һаггында мо лум олан тэклиф- 
ләр (ХИ, $$ 1—4) ујғун шәкилдә комплекс әдәдләр ардычыл- 
лыглары үчүн дэ доғрудур. 

Инди (1) ардычыллыгынын һәдләриндән сыра дүзәлдәк: 


Уни а tat (3) 
о 


(3) сырасынын 
База +2, фи 2, 1=1,2,... 
хүсуси чәмләри ардыҹыллығынын л — со шәртиндә сонлу! 
Іт 5. = 5 
n-eo 
AVMHTH варса, һәмин сыраја Јығылғн вә 5 әдәдинә онун чәми 
дејилир. 
З= фа а, + (4) 
(3) сырасы |ығыландырса, онун үмуми ћоддинин [лимити 
сыфра бәрабәрдир: lim 24 = 0, 


15:| ардычылдыгынын һеч бир лимити олмадыгда вә ја 
лимити œ олдугда (3) сырасына дағылан сыра дејилир. Дағы- 
лан сыр>нын ҹәминдән данышмаг олмаз. 

Теорем 1. 1, = Ул Зул олдугда (3) сырасынын јығы- 


лан олмасы үчүн У, x, вә У ус сыраларынын јығылан 
ват а-а 


олмасы зәрури вә кафи шортдир. 

Бу теоремин исбаты {чох садә олдугундан ону охуҹулара 
Ћәвалә елирик. 

Бурадан ајлындыр ки, һәгиги әдәдләр сырасы һаггында 
ма'лум олан теоремләр ујғун шәкилдә комплекс әдәдләр сыра- 
сы һаггында да доғру олар. 

Комплекс әдәдләр сырасына мисал олараг 2 комплекс одод- 
лэриндэн дүзәлмиш һәндәси силсиләни көстәрмәк олар: 


142-4214... +... (5) 
(5) сырасынын хусуси чэми 


Е !-= 


1-2 
ва 
без «үй: 
їл 12°] = т ве - [* 2 <1 олдугга, 
в. аз œ, |:| > 1 олдугда, 
олдуғундан 


lim Sa = 


1 
со, |г|>1! олдугла 


| 1 » |2| < 1 олдугда, 


олар. |2|=1 (2-1) олдугда 2" функсијасынын лимити Јохдур. 
Jenaan, |2 |<1 олдугда (5) сырасы (силсиләси) јығылыр вә 


онун чии комплекс әдәдинә бәрабәрдир: 
ара 
12] > 1 олдугда исә (5) сырасы дағылыр. 
344 4 


Теорем 2. Верилмиш У = смрасмимн ћодлариним 
өзі 


модулундан дүзэлжиш У, || сырасы јығыландырса. 
=! 
һәмин сыреныи өзү да јығыландыр. 
и баты. Мә’лумдур-ки, 2. = х. уа олдугда 
үх, | |т„] вә [у] < Izal 
сыраларын |ығылмасы һаггындакы мүгајисә 


олар. Мүсбэт һәд 
әламәтинә көрә У |ха| вә Ү Ту | сыралары Јығыланлыр. 
= ael 
Бурадан (55) | 25 14 
У хв У у, 
С) =, 
сыраларынын Јыгылан олмасы алыныр. Онда 1-чи теорем» 


көрә > Za сырасы }ыкылан олар. 


7 Теоремин тәрси доғру дејилдир. У 2, сырасынын |ығыл- 


=! 


масындан У, |2, | сырасынын Јығылмасы чыхмыр. 
х. 


> 
Ж 12| сырасы Јығылан олдугда (3) сырасына ymaa? /ыгы- 
: 
лан смра дејилир. 
Сыраларын мутлог |ығылмасыны мажорант сыраларын |ығыл- 
масы илә мүәјјән етмок олар. (3) сырасынын һәр бир ћодди 
модулча мүсбәтһәдли 


Үч 6) 
к=! 
сырасынын. у)ғун һәддимдән бејук олмадыгда, }ә'ни к-нын Gy- 
түн гијмәтләриндә |2,| «ә, олдугда, (6) сырасына (3) сыра- 
сынын мажоранты дејилир. 

Теорем 3. /ығылан мажоранты олан сыра )ығы- 
ландыр. 

Доғрудан да, к-нын бүтүн гијмәтләриндә |2. | < а, бәрабәр- 
сизлији өдэнилирсэ вә (6) сырасы јығыландырса, онда мугајиса 
әламәтинә көрә У 12.| сырасы јығылан олар. Бурадан, 2-ҹи 

= 


теоремә көрә (3) сырасынын |ығылмасы чыхыр, 
, ~ 


Теорем 4. У, 2, сырабынын мутлог јығылан олма- 
өті : 


= а 

еы учун У, ть вә У у. (= тоа) сыраларынын nymi 
- КЕ] 

лаг )ығылмасы зәрури вә кафи шортдир. 

Теоремин доғрудуғу 

вэ [x «| «|га!«с| ха] +] yal 

|уа| < |] < | ха | +] у: | 
бәрабәрсизл”кләриндән вэ мүсбәтһәлли сыраларын |ығылмасы 
учун мүгајисә әламәтиндән ајдындыр. 

Бу теоремдән алыныр ки, мутлог |ығылан комплекс һәдли 
сыранын һәдләринин јерини истәнилән шәкилдә ләјишдикдә 
алынан Јени сыра јенә дә мүтлэг |ығыландыр вә онун ҹәми 
верилмиш сыранын ҹәминә бәрабәрдир. 


XXXVI PICHA 


ФУНКСИОНАЛ АРДЫЧЫЛЛЫГЛАР BƏ 
СЫРАЛАР 


$ 1. ФУНКСИОНАЛ АРДЫЧЫЛЛЫРЫН ЈЫҒЫЛМАСЫ 


Һәдләри həp һансы EC (— о, со) чохлуғунда тэ’]ин олун- 

муш |, (х)) вә ја 

Ја (од, Ја (®)..... (х)... (1) 
ардычыллығына функсионал ардыҹыллыг дејилир. (1) ардычыл- 
жығы х-ин һәр бир конкрет х„Є E гијмәтиндә |1» (хо)| әдәди 
ардычыллыға чеврилир. 

[Ja (х)] әдәди ардычыллығы |ығылан олдугла (УІІ, $ 1) (1) 
ардычыллығына Хо нөгтәсиндә |ығылан дејилир. Верилмиш 
чохлуғун һәр бир нөгтәсиндә јығылан ардычыллыга һәмин 
чохлугда /ығылан ардычыллыг дејилир. Е чохлуғунда јығы- 
лан бу ардычыллыгынын һәмин чохлугун һәр бир хЄ Е ner- 
тәсиндә сонлу Шт /,(х)= /(х) лимити вар. 


Бу һалда 1277) функсијасына |/,(х)) ардычыллығынын 
лимит фукксијасм дејилир. - 
(1) ардычыллығынын / (х) функсијасына |ығылмасыны 


Ја (х) = f (x) (n= с) 
lim ја (x)= f (x) 


кими јазмрлар. 

Функсионал ардычыллыгын |ығылма областындан да да- 
тышмаг олар. 

Верилмиш функсионал ардыҹыллығын }ытылан олдуғу бү 
түн х нөгтәләри чохлуғуна һәмин ардычыллығын /ығылма 
областы це)илир. 
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(1) ардычыллыгынын Е чохлугунда f(x) функсијасына 
|ығылмасы лимитин тэрифина көрә, о демәкдир ки, истәнилән 
«> 0 әдәди үчүн елә А = N (є, х) әдәди вар ки, л-нин бүтүн 
n>N (в, х) гијмәтләриндә 

Л) — < (2) 
бәрабәрсизлији бүтүм х С Е нөгтэлэриндэ өдәнилир. Бурадан 
ајдындыр ки, € әдәди. верилдикдә һәр бир х негтэси үчүн hə- 
мин нәгтәдән асылы ^ (e, х) әдәди сеҹилир. 

Белә бир суал гаршыја ҹыхыр: верилмиш Е чохлугунун 
бүтүн нөгтәләри үчүн елә бир А = А (а) әдәди (әлбәттә, анҹаг 
= әдәдиндән асылы олан) тапмаг олармы ки, л-нин бүтүш 
л2-А гијмәтләриндә (2) бәрабәрсизлији едэннлсин? Белә haa 
мүмкүндүр. Онда дејирләр ки, (1) ардычыллыгы Е чохлу- 
ғунда / (х) функсијасына мүнтәзәм јығылыр. 

Тә” риф. Тутаг ки, верилмиш истәнилән *> 0 әдәди 
учун елә № =N г) әдәди вар ки, п-нин п > У бәрабәрсизли- 
junu өдәјән бүтүн ги/мэтлэриндэ вә Е чохлүғунун бүтүн 
нөгтәләриндә (2) бәрабәрсизлији өдәнилир. Онда дејирләр 
ка, (1) ардыҹыллығы Е чохлугунда | (х) функсијасына мүн- 
тәзәм )ығылыр. а 

17» (х)| ардычыллыгынын E чохлугунла f (х) функсијасыма 
мүнтәзәм Јығылмасыны 


Ја (х $ f (x) (п- оо, xE E) 


кими јазырлар. 

Ајдындыр ки, Е чохлугунда мүнтәзәм јығылан арлычыл- 
лыг һәмин чохлугун һәр бир нөгтәсиндә (}ә'ни_ һәмин чохлуг- 
да) јығыландыр. Бунун тәрси доғру дејилдир. Верилмиш чох- 
лугда Јығылан ардыҹыллыг һәмин чохлугда мүнтәзәм јығыл- 
маја да биләр. Мәсәлән, 

А 


ЖАБ 


(3) 
ардычыллығы [—1,1] парчасында |ығыландыр. Онун лимити 


ma [0, —1 <x < 1 олдугда, 

1, х= + 1 олдугда 
Зунксирсикыр: Ф (х) лимит функсијасы [—1,1] парчасынын 
x= + 1 негтолориндо ҝәсигәндир. (3) ардыҹыллығы ]|—1,1] 
парчасында мүнтәзәм јығылан дејилдир. 

Буну исбат етмәк учун әксини фәрз едәк ки, (3) ардычыллы- 
ғы [— 1,1] парчасында мүнтәзәм Јығыландыр. Онда истәнилән 
=> 0 (мәсәлән, è < +) әдәди үчүн елә N =N (e) әдәди вар ки, 
п-ин n>N борабарсизлијини әдәјән бүтүн гијмотлоринда 

194 (х) — е (3)|157--ө60 5 (4) 
бәрабәрсизлији х-ин бүтүн —1<х < | гијмәтләриндә өдәни- 
лир. (4) бәрабәрсизлијинин едэнилди]н л әдәдини гејд еләк 


$ (x) = lim ф(х) = lim x 


вә х пр [—1,1] парчасынга |ерлэшэн Хр= у де гијмотини 
за 
( <p 2. <! вә х= үс ) Јазаг: 
x 1 07 (х) | < + 
зе олдуғундан #(х)= 0 олар вә сонунҹу бәрабәр- 
азай «| х бх) |= җ' а е 
иддијјати алынар. Бу зиддијјәт фэрзн]]эмизин доғру о. 
ғыны, ја'ни (3) ардычыллы! — К ен во 
Јығылан олмадығыны оно ыы 


\ 
$ 2. ФУНКСИОНАЛ СЫРАЛАРЫН ЈЫҒЫЛМАСЫ 


„Сыранын Вэдлэри һәр һансы EC (— со, се) ҹох, 
тејин олунмуш /„(х)(л=1,2,...) о гна 


Јә'ни сыра 
Љо) ++ (х) + (1) 


шәклиндә олдугда, она функсионал 
сионал сырасынын е клы онун шах ФУ 


8.(0- ух (х,п=12,... с) 
к=1 


хүсуси чэмлэринин |ығылмасы илә те'јин олунур. 
Тә риф 1. (1) функсионал осе [ГЕ хүсуси 
бе уе орат хЄ Е нөгтәсиндә јығылан олдугда 
нөгтәдә јығылан 1 
эн Пена сыра дејилир. Хусуси «эмлэр 


Ји) = ит 5, (x) (3) 
лимити сыранын «әми адланыр вә 
қд- E fl) (ху + Ја (2) + Јо (2) +... (4) 


к=! 
кими јазылыр. 
Верилмиш чохлугун həp бир нөгтәсиндә ji 

чох /мгылан сыраја 
һәмин чохлугда )ығылан сыра дејилир. Сыранын р 
нөгтәләр чохлугу онун /ыгылма областы адланыр. Сыранын 
Јығылмасына мүхтәлиф |ыгылма әламәтләрини тәтбиг етмәклә 
бә'зән онун Јығылма областыны тапмаг мүмкүн олур. 

а 


ГР. 
Мисал 1. У, пр сырасынын |мгылма областыны тапмалы. 


= 
Сыранын һәдләринин мүтләг ги}мәтләриндән дүзәлмиш 
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= 
хм сырасына лимит шәклиндә Даламбер эламэтини тәт- 
п 8 


= 


биг едэк: 
+ 
1 4 lim ti „нт Іт = па 1201041. 
али (а ТР вээ пећ 


Демоли, 3, Си сырасы х-ин бүтүн гијмәтләриндә јығылыр. 

" è 
"=! 

Онда верилмиш сыра да х-ин бүтүн гијмәтләриндә (ХХХУ, 

5 5) Јығылан олар. Бурадан ајдындыр ки, верилмиш сыранын 

Јығылма областы бүтүн әдәд оху, ја ни (— оо, со) иитервалы- 

дыр. = 

Мисал 2. Мүсбәтһәдли У 


=з! 


тыны да лимит шәклиндә Даламбер эламэтн васитәсилә тап- 
маг олар: 


сырасынын |ығылма облас- 


ба эн п 1 
- == ха д, 
о гн 

Бурадан ајдындыр ки, верилмиш сыра хз <1 вә ја |х| < 1 
олдугда Јығылан, х? > 1 вә ја 1х|» 1 олдугда исә дағылан- 
дыр. Сыра х == + 1 нөгтәләриндә дә дағыландыр. Демәли, ба- 
хылан сыранын јығылма областы (— 1,1) интервалыдыр. 

Фәрз едәк ки, (1) сырбсы Е чохлуғунда / (х) функсијасмна 
Јығылыр, јони E чохлугунун һәр бир нәгтәсиндә 

- 


јед= ХӘ 
= 


олур. Лимитин тә'рифинә көрә бу о демэкдир ки, истәнилән 
=> 0 әдәди учун елә № = А (ғ, х) нөмрәси вар ки, л-ин бү- 
түн пл > № гијмәтләриндә 

|\5»„(х)—/(х)1<* (5) 
борабарсизлији өдәнилир. Е чохлугунун бүтүн нөгтэлэрн учун 
бу тэ’рифин тәләбини өдәјән вә анҹаг € әдәдиндән асылы 
олан бир N = Л (г) әдәли тапмаг мүмкүн олдугла, дејираәр 
ки, (1) сырасы Е чохлугунда 1(х) функсијасмна [мүнтәз.м 
Јығылыр. 

Тәриф 8. Тутаг ки, верилмиш истәни пак => 0 әдәби 
үчүн елә N = № (t) нөмрэси вар ки, п-ник п> У бәрабәрсаз- 
лијини өдә)ән бүтүн гијмәтләримоә вә Е чохлугунун бүтүн 
көгтәләриндә (5) бәрабәрсизлији өдәнилир. Онда дејирлор 
ки, (1) сырасы Е чохлугунда | (х) функсијасына мүнтәзәм 
Лыгылыр. 

Демәли, (1) сырасынын Е чохлугунда фығылмасы вә myn- 
тезом |ығылмасы онун хүсуси чәмләр ардычыллыгынын урун 


м9 


олараг, Ё чохлугунда |ығылмасы вә мүнтэзэм |ығылмасына 
еквивалентдир. 
Умумијјотло, верилмиш 


5, (ж), Sa (х),..., Sa (x), (6) 
ардычыллығы илә һәмин арлычыллыгдан әлмиш 
Sa (х) + 15: (x) — 5, (х)] + --- + [Sn (x) — Sami (х)] +... (7) 


сырасынын |ығылмасы еквивалентдир. (6) ардычыллыгынын 
һәдләри (7) сырасынын ујғун хүсуси чәмләридир. Ајдындыр 
ки, (6) ардычыллыгы (мүнтәзәм) |ығыландырся, (7) сырасы 
да (мүнтәзәм) |ығыландыр вә тәрсинә, (7) сырасы (мүнтөзәм) 
Јығыланлырса, (6) ардычыллыг& да (мүнтәзәм) |ығыландыр. 

Демәли, верилмиш ардыҹыллығын јығылмасы мәсәләси 
һәмишә ујғун сыранын Јығылмасы мәсәләсинә вә тәрсинә, 
верилмиш сыранын јығылмасы мәсәләси ујғун ардыҹыллығын 
Јығылмасы мәсәләсинә ҝәтирилә биләр. Буна көрә дә кэлэчэк- 
дә, әсасән, функсионал сыраларын |ығылмасы мәсәләси тәдгиг 
едилир. 

Ајдындыр ки, .Ё чохлугунда мүнтәзәм |ығылан сыра һәмин 
чохлуғун һәр бир нөгтәсиндә дә (јәни һәмин чохлугда да) 
Јығыландыр. Бунун гәрси доғру дејилдир. Верилмиш чохлуг- 
да Јығылан сыра һәмин чохлугда мүнтәзәм Јығылмаја да би- 
ләр. Мәсәлән, 3 

(а) к") +... 
сырасы [— 1,1] парчасында |ығыландыр. Онун чэми 


Ро) = ит 5, (к) = ит | Ў (хх) + 22 | = 


шэн "=f? —1<Х<1 олдугда 
1, х= +1 олдугда 
* функсијасмдмр. Лакин сыра [—1,1] парчасында мүнтәзәм 
Јығылан дејилдир ($ 1). у 
Һәр бир [—а, ај (0< а <1) парчасмнда исә (6) сырасы 
мунтазом |ығыландыр. 
(2) вә (4: бәрабәрликләринә көрә 
1(х) — (х) = fas. (х) + fora (х) + +; 
олар. Бу фәргә (1) сырасынын галығы лејилир вә 
Pa tx) = fasi (x) + fasa (x) + -+ е 
илә ишарә олунур. Бурадан ашагыдакы | бэрабэрлик алыныр: 
Í (x) = Sa (х) + га (х). (8) 
Демәли, (1) сырасынын E чохлуғунда / (х) функсијасына 
Јығылан олмасы үчүн һәмин чохлугун бүтүн нөгтэлэриндэ 
„lim га (x) = lim [7 (x) — Sa (х)] =0 
мунасиботинин өдәнилмәси зәрури BƏ кафи шәртдир. (1) сы- 
расы E чохлугунда / (х) функсијасына мүнтәзәм |ығылан ол- 
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, 


дугда исә (5) бәрабәрсизлији әвәзинә 
у | (| <e (n>N) 
барабарсизлији һәмин ҹохлуғун бүтүн нөгтәләриндә өдөни- 
лар. 
Функсионал сыранын верилмиш нөгтәдә мутлэг ]ыгылма- 
сындан да данышмаг олар. 


Ж )Һ(ха) әдәли сырасы мүтләг |ығылан олдугда (1) сыра- 

=! 
сына х, нөгтәсиндә мүтлэг јығылан сыра де]илрир. Верил- 
миш Е чохлугунун һәр бир нөгтәсиндә мүтләг )ығылан 
сыра һәмин чохлугда мутлгг )ығылан сыра адланыр. Е чох- 
лугунда мүтлэг }ыгылан сыра һәмин чохлуғун һәр бир нөгтэ- 
синдә дә |ығыландыр (XXXV, $ 5). Бунун тәрси исә доғру 
дејилдир. Верилмиш нөгтәдә Јығылан сыра һәмин нөгтэдэ 
мүтләг јығылмаја да биләр (}ә'ни шәрги |ығылар). 


Мисал 3. 
ям. си... (9) 


сырасы (XXXV, $ 1, мисал 2) °х-ин бүтүн |х| < 1 гијмәтлә- 
риндә Јығыландыр вэ омун ҹәми --- функсијасмлмр: 


арф фф фс 
1-х 


Верилмиш сыра х-нн бүтүн |х|> 1 гијмәтләриндә дагы- 
ландыр. Демәли, сыранын |ығылма- областы (—1,1) интерва- 
лыдыр. Ајдындыр ки, х-ин һәр бир |х| < 1 гијмәтиндә 

1+1х]+]хР+ 9 +1хР+- . 
сырасы да |ығыландыр. Бу ҝөстәрир ки, (9) сырасы (- 1,1) 
интервалында мүтләг |ығыландыр. 


5-3, КОШИ КРИТЕРИСИ 


Функсиолал сыраларын ғә ардычыллыгларын верилмиш 
чохлугда мүнтэзэм Јығылмасы һаггында ән күчлү тәклиф 
Коши критерисидир. Коши критериси васитәсилә мүнтәзәм 
Јығылма һаггында башга даһа инҹә тәклифләр дә исбат ETMƏK 
олар. 

Коши критериси (сыраларын мунтозом јығылмасы 
һаггында). Функсионал 


ла) + Р (а) ++) + а) 


сырасынын Е чохлугунда мунтозом )ығылан олмасы 
учун ашагыдакы шортин өдәнилмәси дерурм вә KA- 
фидир: истәйилән =>0 әдәди учун елә У = У (%)<0 вар 
ки, n-un n>N бораборсизлијини вдомн ихтијары 
натурал „гијмотлориндо вә истәнилән натурал р 


зл 


әдәди (p= 1,2,...0 үчүн 
nip а 
іне) l= > 225 (2) 
а=! 


бәрабәрсиалији жени E чохлугуноаны бутун гиўжәт- 
ларинда өдәнили р. 

Зәрурили}ин исбаты. Тутаг ки, (1) сырасы Æ чохлуғунда 
J (х) функсијасына мүнтәзәм Јығылыр, је'ни сыранын (5,(х)| 
хүсуси чәмләри ардычыллыгы E чохлугунда /(х) функсија- 
сына мүнтәзәм Јығылыр: 5, (х): f(x) (п-, ХС). Онда 
истанилэн «> 0 әдәдә үчүн елә N (є) вар ки, л-нин n>N (e) 
гијмәтләриндә вә ихтијари р >1 әдәди үчүн 


7 ARINE Sa (0) 70016 


бэрабэрсизликлари х-ин E чохлугундакы бүтүн гијмотларинда 
өдәнилир, Бурадан (2) бәрабәрсизлији алыныр: 

Зар (2) — Sa (x)| < | Saso (x) — 1 (2) 1 + [1 (x) — Sa (х) | < 

‹ В 
<> $ ? е. 

Кафилијин исбаты. Тутаг ки, (2) бәрабәрсизлији едэнилир. 
Онда (1) сыгасы әдәди сыралғрын јығылмасы һаггындакы 
Коши критерисинэ (XXXV, $ 2) көрә ихтијари хЄ ЕЁ нөгтә- 
синдә }ыгылыр. (1) сырасынын х С Еїнөгтәсиндә ҹәми f (х) олсун. 
Гејд олунмуш х нөгтәси олараг Е чохлуғунун ихтијари нег- 
тәсини кетурмэк олар. Бурадан ајдындыр Ки, (1) сырасы Е 
чохлуғунун бүтүн нөгтэлэриндэ |ығыландыр. 

(2) бәрабәрсизлијиндә р — со шәртиндә лимитә кечдикдә 
л-ин n>N гијмотлариндо -BƏ х-ин E чохлуғундакы бүтүн 
гијмәтләриндә доғру олан 

к ISa (х) — /(%)1< 6 
бәрабәрсизлији алыныр ки, бу да 
5» (x)= f (x) (n =œ, ХЄЕ) 
олдуғуну, ја ни (1) сырасынын Е чохлуғунда мүнтәзәм-)ығыл- 
дығыны кестэрир. 
Иссат етдијимиз токлифи 


за (00 + [Sa (2) — 5, (х)] з) 
кш! 


функснонал сырасынын мүнтәзам |ығылмасына тәтбиг етсәк 
вә (3) сырасынын к-чы хүсуси ҹәминин Sy (х) олдугуну нәзә- 
рә алсаг, е 

5, (а), 5, (х), .... 54( ж)... (4) 


функсионал ардычыллыгынын Е чохлуғунда мүнтәзәм |ығыле 
масы һаггында ашагыдакы тәклифи аларыг. 
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Коши критериси (ардычыллыгларын мүнтәзәм 
)мгмамасы һаггында). (4) ардыҹыллығынын Е чохлу- 
гунда мунтолом јығылан олмасы үчүн ашағыдакы 
шәртин өдәнилмәси зәрури вә кафидир: иетәнилән 
:> 0 әдәди үчүн елә Х= У () > 0 вар ки, n-un n>N 
борабәрсизлијины өдәјән ихтијари натурал гијмәт 
мәрнидә вә истәнилән натурал р әдәди учун 

15р (ғ) — Sa (<) | <= 
борабарсиалиди х-ин Е чохлугундакы бүтүн гијҹәт- 
ләриндә өдәмили ра м 


$ 4. СЫРАНЫН МҮНТӘЗӘМ ЈЫҒЫЛМАСЫ 
{ҺАГГЫНДА ВЕЈЕРШТРАС ӘЛАМӘТИ 


Верилмиш областда сыраларын мумтезом |ығылмасыны |ох- 


ламаг үчүн мүхтәлиф садә әламәтләрдән дә истифадә олунур. 
Бунларын бири бурада кесторидир. 


Тутаг xu, 
ЭЛ (х)4-74(х) 4-4 (0) + (1) 
функсионал сырасынын һәр бир ћодди х-ин Ё чохлуғундакы 
бүтүн гијмәтләриндә p 


lfa (х) | ба л=1,2,... (2) 
бәрабәрсизлијини өдәјир. Онда мүсбәтһәдли 
аа а Ба ады (3) 


сырасына (1) сырасынын Е чохлугунда мажораяты дејилир. 

Ајдындыр ки, (1) сырасынын Е чохлуғунда |ығылан мажо- 
ранты варса, онда һәмин сыра Е чохлуғунда мутлог јығылан- 
дыр. Доғрудан да, (2) мүнасибәти өдәнилирсә вә (3) сырасы 


Јығыландырса, онда мүгајисә әламәтинә көрә Ж | Ja (x)| сы- 
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расы |ығылан олар. Бу исә (1) сырасынын Е чохлуғунда мүт- 
лэг |ығылдығыны кесторир. 

Мүтләг |ығылан сыра исә |ығыландыр. Демәли, (1) сыра- 
сынын Е чохлугунда јығылан (3) мажоранты варса, онда hè- 
мин сыра E чохлурунда мугјјан У (х) ҹәминә |ығылыр. (1) сы- 
расынын E чохлуғунда 5 (х) ҹәминә мунтэзэм |ығылмасы har- 
гында нә демәк олар? 

Теорем (Вејерштрасс әламәти). һәр һансы чохлугда 
jurusan мажоранты н функсионал сыра Һәмин 
чохлугда мүнтәзәм )ығыландыр. © 

Исбаты. Тутаг ки, (1) сырасынын E чохлугунда мажо- 
ранты олан (3) сырасы |ығыландыр. Онда (1) сырасы E wox- 
луғунда мүнтәзәм |ығылан олар. 

Доғрудан да, (3) әдәди сырасы |ығылан олдуғундан онун 
галығынын лимити сыфра бәрабәрдир: lim т. = 0. Бу көстә- 

.-- 


on ам 


рир ки, истәнилән => 0 әдәди үчүн ела № = N (e) нөмрәси 
вар ки, п-нин бүтүн п > № гијмәтләриндә 


гуана + банн ко 


бәрабәрсизлији өдәнилир. Онда истәнилән т> л >. М әдәдлә- 
ри вә (1) сырасынын Sa (х) вә $» (х) хүсуси ҹәмләри үчүн 


15 (х) — Sa (x)| = > 105) Ү 11. (<) « 
<È a< “<-- 
ж = к= 
4 15» (х) — Sa (2) <£ (4) 


бәрабәрсизлији х-ин Е чохлугундакы бүтүн гијмәтләринда 

доғру олар. (4) бәрабәрсизлијиндә т- ос шәртиндә лимита 

кечсәк вә lim 5» (х) — 5(х) олдуғуну нәзәрә алсаг, онда 
ә 


х-ин Е чохлугундакы бүтүн гијмәтләриндә догру олан 
15(5)-55(9|«4-«6 


бәрабәрсизлијинн аларыг ки, бу да (1) сырасынын E чохлу- 
кунда 5 (х) функсијасына мүнтәзәм |ығылдығыны кестарир. 

Вејерштрас әламәтиндә функсионал сыранын мүнтәзәм јы- 
ғылмасы үчүн кафи шәрт ҝөстәрилир. Фунҝсионал сыранын 
Јығылан мажорантынын олмасы Онун мүнтәзәм јығылмасы 
үчүн зәрури шәрт дејилдир. Верилмиш чохлугда мүнтәзәм 
Јығылан сыранын јығылан мажоранты олмаја да биләр. Мәсә- 
лән, . 


(5) 


сырасы бүхүй әдәд охунда мунтезам |ығыландыр, лакин онун 
Јығылан мажоранты јохдур. 

Дсғрудан да, Лејбнис теореминә ($ 4) көрә ишарәсини 
нөвбә илә ләјишән (5) сырасы х-ин бүтүн гијмәтләриндә |ығы- 
ландыр вә онун галығы үчүн 


1 1 
— 6 
уут рг (6) 
бәрабәрсизлији догруд"! Бурадан ајдындыр ки, истәнилән 


=> 0 үчүн елә № варке, > № олдугда х-ин бүтүн гијмот- 
ләриндә 

ІК, (х) | <è (n>N) 
бәрабәрсизлији едонилир, ј' ни (5) сырасы бүтүн әдәд охунда 
мүнтәзәм |ығыдыр. Лакин (5) сырасы х-ин һеч бир гијмә- 
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тиндә мутлаг |ығылуыр: мүсбәтһәдли У, түр сырасы х-ин 
= 
бүтүн гијмәтләриндә дағылыр. 

Јығылан мажоранты олан функсионал сыранын мүтләг }ы- 
гылан олмасындан чыхыр ки, (5) сырасынын јығылан мажо- 
ранты ола билмәз. 

Мисал 1 


у= ә? кас e> 
„=! ^ вы “ 


сыралары бүтүн эдэд охунда мунтазам )ығыландыр. 
Доғрудан да, х-ин бүтүн гијмәтләриндә 

БЭ авс 
т т 


бәрабәрсизликләрн еданилдијиндан У ~ сырасы верилмиш 


: к=! 
сыраларын мажорантыдыр. Мажорант сыра |ығылан олдугун- 
лан Вејерштрасс әламәтинә көрә верилмиш сыралар бүтүн эдэд 
охунда мүнтәзәм јығыландыр. 


Мисал 2. У z (а > 1) сырасы |—1,1] парчасында мун- 
= 
тезом |мгыландыр. 
Бу тәклифин доғрулуғу х-и» [—1,1} парчасындакы бү- 
түн гијмәтләриндә 


бәрабәрсизлијинин өдәнилмәсиндән вә Ү + («> 1) мажо- 


=i 
рант сырасынын |ығылмасындан ајдынлыр. 


$ 5. ДИРИХЛЕ ӘЛАМӘТИ 
Коши критерисини тәтбиг етмәклә Функсионал сыраларын 
(вә ардычыллыгларын) мүнтәзәм јығылмасы һаггында башга 
тәклифләр дә исбат етмәқ олар. Бу тәклифләрин исбаты сыра- 
ларын Абел“ чевирмәсинә әсасланыр. 
Тутаг ки, Е чохлугунда те'јин олунмуш функсијалар ap- 
дыҹыллығы |» (х)} вә 
В (х) + В (0) ве +) + a) 
сырасы верилмишдир. Бу сыранын хүсуси ҹәмләрини В. (x) 


* Абел Наас Һенрих (1802—1829) Норвеч ријази| јатчмсмамр. 
ы 


илә ишарә едәк: 


Baix) = È fh (х) (п=1,2,...). 2) 


Онда |, (x) = В, (х) — В,- (x) олар. 
нди; 


за (А) 8, (x) + aa (х) Ba (x) + ++- Фах) в (х) +... (3) 
сырасы ћодлоринин 


эр 
У чю) (4) 
=“ 
чэмини ашағыдакы кими чевирэк: 
вээ ээр 
У (а) = E axit) [В,(х) — Виа (х)] = 
келен Басу 
= Хом(х)8(0- У то (Ху 8.(9- УХ е, (х) – (5) 
Бэй! = хаа 


— ои (5)| Bu (X) + апр (X) Ва.р (X) — ала (х) Ba (х). 
(4) чоминин белә чеврилмәсинә Абел ҹевирмәси дејилир. 
Бу ҹевирмә һиссә-һиссә нитеграллама дүстурунун аналогудур. 
Теорем (Дирихле! әламәтн). (1) сырасынын хүсуси 
мәмләри Е чогаугуива мәһдуд 
1 В. (х) |< M < +, ХЕБ, к= 1,9,..., (6) 
|а.(х)) ардымылаығы исә Е чохаугунда артмајан во 
сыфра мунптолом )ығылан оадугда (3) сырасы Е uox- 
лугунда мунтомом ҙығылыр, 


` 


Исбаты. [a (х)! ардычыллыгы артмајан 
ву (X) >: (х) > 55 ат) > ви, (х) > 
вә сыфра мунтазам |ыгылан а, (Хх) = 0 (п — со, xE Е) олдуғун- 
дан ихтијари => 0 әдәди үчүн елә № =N (=) вар ки, л-нин 
n>N гијмәтләриндә 


у 2-4 
балт ширгэн ПОД (7) 


борабарсизлији өдәнилир. 

Онда (5) барабәрлијиндән (6) вә (7) бәрабәрсизликләринә 
көрә х-ин бүтүн х Е вә п> У гн|мәтләриндә 
п.р n“ p= 
У овоо < м оа 
Ти | 


ре” 
ал р(Х) + an: (x)| = 2Мава (х) < 2Ме а <è 


"Лирихле Петер Густав Newe н (1805—1859) алман ријазиј- 
|атчмсыдыр 
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мүкасибати алыныр. Демәли, (3) сырасы учун Коши критери- 
синин шәртләри еданилир. Буна керә дә (3) сырасы Е чохлу- 
рунда мүнтэзэм јығыландыр. 

7 Мисал. 


улі Бива ко (8) 
кі кош Ж 
сыраларынын мүнтәзәм |ығылмасыны тадгиг етмәли. 

(8) сыраларынын бүтүн эдэд охунла а> 1 олдугда мүнтә- 
зәм јығылан олмасы ма'лумдур (5 3). 

(8) сыраларынын а-нын 0 < 2 < 1 ги)мэтлэриндэ мүнтэзэм 
Јығылмасы Дирихле әламәтинә әсасән тәдгиг едилир. Бу мәг- 
седло 
„е +1. 

32-08, (9) 


х 
28 — 
2 


++ cosx + соѕ2х + --- + совлх = 


х 
сва оз (п +1 


Мах + уп 2x + -+ sinnar = г] 
2ма а 


= Ка (x) (10) 


дүстурларындан истифада олунур. Бу дүстурларын доғрулу- 
гуна инанмаг үчүн А 
О „Мани _ үх Дьэ. an 


нх 
у “=- жү жаға” = 
= 
з" (а) х i cosŽ -cos (a+) х 
ый ылы геу жш анана мый: Қы 
z эма Š 
2 


бәрабәрлијиндә һәгиги вә хәјали һиссәләри ајырмаг вә онла- 
ры ујғун олараг бир-бирйңә бәрабәр һесаб етмәк лазымлыр. 
(9) вә (10) бәрабәрлнҝләриндән ајдындыр ки, 


соз + оз®л +++ + cosax +, ар 


яп x + sin 2x +... + зтлх + · (12) 


сыраларынын Р, (х) вә К» (х) хүсуси ҹәмләри истэнилэн 
|:, 2=—е| парчасында (0 <e < 2е —+ < 25) мәһдуддур: 


IDa (x) 1, 10) 652; Ж 


2sin яа — 


2 


Ч = 1 
Бундан башга, а(х) = =. (0 <= < 1) ардыҹыллығы wono- 


тон азаландыр: а, (х) >, (х) вә Kæ шәртиндә сыфра 
Јығылыр. ын 


Инди нөвбә илә Ё, (х) = сов кх BƏ 8, (х) = япкх кетур- 
маклэ (8) сыраларына fè, 22 — | парчасында Дирихле әламә- 
тини тәтбиг етмәк олар. Нәтиҹәдә (8) сыраларынын |2, 2=: 
парчасында мүнтәзәм }ыкылан олдугу алыныр. 


$6. СЫРА ҸӘМИНИН КӘСИЛМӘЗЛИЈИ 


Мә?лумдур ки, сонлу сајда кәсилмәз функсијаларын ҹәми 
кәсилмәз функсијадыр (ХШ, $ 3). Бу хассә сонсуз сајда функ- 
сијаларын ҹәми (јә'ни сыра ҹәми) үчүн доғру олмаја ла би- 
ләр. Лакин мүнтәзәм |ығылан кәсилмәз функсијалар сырасы- 
нын чәми кәсилмәз функскјадмр. B 

Теорем 1. Һәдләри |a, b|) парчасында кәсилмәјән 
функсијалар олан во Һәмин нарчада мүнтәзәм јығы- 


лан 
ЛО Ја (2) + +++ + fald (1) 
фунхсионал сырасынын ҹәми |a, b) парчасында косил- 
мәз функсијадыр. 
Исбаты. (1) сырасынын ҹәми / (х), хүсуси ҹәми 5,(х) вә 
галыгы ла (х) оларса, 

Л(х) = Sa (к) + та их) (2) 
олар ($ 2). f(x) функсијасынын |а, 2] парчасынын истәнилән 
xE |a, 2] негтосиндо кәсилмәз Олдугуну исбат етмәк үчүн 
һәмин негтада аргументә Ах (х -- &хЕ [а,6]) артымы верәк. 
Онда (2) бэрабарли]инэ кера 


J (x + 8х)— f (x) = [5, (x + 4х) — 5, (х)] + го (x + Ах) — га (х) 
олар. Бурадан 
|7 (x + Ах) — f (x)| < | 5а (x + Ах) — Sa (x)| + 
+ а (х + 5) +] га (31 (8) 
бәрабәрсизли|и алыныр. 

Шәртә көрә 5, (x)= f(x) (1 — со, хе ја, 2]) олдуғундан 
ихтијари = > 0 әдәди учун елә N (є) вар ки, л-нин л > N ruaj- 
мәтләриндә 

Гл (х) =] (x) — Sa (2) Сва (4) 
Ira (х + 8х) | = |] (x + Ах) — Sa (х + 4х) < е (5) 
бэрабэрсизликлари едэнилэр. 

Дикәр тәрәфдән, һәр бир n>N учун верилмиш х нөгтэ- 
синдә кәсилмәјән сонлу л сајда функсијаларын ҹәми олан 
5, (х) функсијасы һәмин нөгтәдә кәсилмә)әндир. Буна көрә 
дә идтијари • > 0 әдәди үчүн елә 80 вар ки, |4х| <è oa- 
дугда 

ISa (x + ах) — Sa (х)| < $ (6) 
бәрабәрсизлији едэнилир. 


358 


(3), (4), (5) вә (6) бәрабәрсизликләринә көрә 1841 <è 
олдугда (ха РО) еее 
алынар. Бу исә | (х) функсијасынын истәнилән хЄ |a, 6] ner- 

ә дукуну көстәрир. 
Ри бы сыранын мүнтәзәм јығылмасы 
әсас шәртдир. Мәсәлән, [—1, 1] парчасында кәсилмәјән функ- 
сијалардан дүзәлмиш р 8. 

; х (жб) (008 х) (7) 
сырасы [—1. 1) парчасында }ыгыландыр ($ 2), лакин онун 

нкси)адыр: 
аи т —1 < х < 1 олдугда, 
рот | 1, х=+1 олдугда. 

(7) сырасы [—1, 1] парчасында мүнтәзәм Јығылан дејилдир. 


Feja Теоремин ћекмуну истәнилән ху |0,8) негтэси үчүн 


liim E (9 = lim f(x) =S= Ў у(х) = іш ҒАР 
шил” «эв к=! == i 
ки, теоремия шәртләри өләнилдиказ / 
химнама баар, ыыы озар, Јани мүнтэзәм |ыгылан KOCHAN- 
сырасында ыар. сырасы чәминин anuna, сыранын һәдләринин 


финдән дүзәлмиш сыранын чәминә бэрэбардир: 


= - 
ва ЖАДЫ) = Хата 7, (Л. 
ке = .... 


Исбат едилмиш теоремдэн функсионал ардыҹыллыглар үчүн 


ыр: 
ај а ја, 5] парчасмнда кәсилмәјән 


олан вә Һәмин парчада мунтозом јығы- 
фун) йункемонал ардычыллыгынын лимити 
ја, 2] тарчасында кәсилмәз функсијадыр. 
Бу теоремин ћекмуну истанилан х,С 14.21 негтэси үчүн 
lim ші 5,(х) = Вт lih Sa (х) 
эчә, neo neo хэв, 
кими јазмаг, уена х вә п дәјишәнләринә көрә димитләрин je- 


рини дәјишмәк олар. 
$ 7. СЫРАНЫН ҺӘДБӘҺӘД ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ 
Теорем 1. Тутаг ки, ћодлари |а.р] парчасында 
кәсилмәјән функсијалар олан 


ун а» 


= 
ырасы һәмин парчада мунтоаем умгыландыр вә fit) 
функсијасы онун ҹәмидир. ЗА 


Опда 


У | Риба а<х<> (2) 


сырасы да һәмин парчада мунтозом јығыландыр вә 


Гном = 1| È һө “= Х (140480) 


а к=1 2 


бәрабәрлији догрудур, јә'ни (1) сырасыны [а, х} nap- 
часы үзрә ћодбоћод интегралламаг олар. 

Исбаты. (1) сырасы |а. b| парчасында мүнтәзәм |ығылды- 
кындан вә һәлләри кәсилмәјән функсијалар олдугундан; онун 
Í (Е) ҹәми һәмин парчада кәсилмәјән функсија олар ($ 5). Бу 
сыранын хүсуси ҹәмини 


- 5(0- E (0) 
кеші 
илә ишарә етсәк, онда 5, (2) > f(t) (л — со, ЁС [а, 2]) оядуғун- 
дан ихтијари с, (2—4) одоли үчүн елә №, немрэси вар ки, 
ISa (0 – FDI < 
бәрабәрсизлији л-ний n>N, гијмотлоримдо вә і-нин бүтүн 


t E |a, 0] гијмәтләриндә өдәнилир. Бу һалда, п-нин п> № вә 
х-ин [а, ё] парчасындакы бүтүн ги|мәтләриндә 


| как 


noa 


| rou- È | међа 


к=! 2 


5 5 b 
-f swa] И — Sa 01а <f |1()— 


— 5, (t) ldt < 


» 
(ш-: 


ё8-а. 
4 


олар, јо'ни (2) сырасы [а, b] парчасында ў (t) dt функсијасына 


мүнтәзәм |ығылыр: 


È Йош | “(көш (n~o, хе ја, т) 
к=! 

Бурадан (3) бәрабәрлијинин догрулугу ајдындыр. 

Бу теоремдан функсионал ардыҹыллыг үчүн ашағыдакы 
тәклиф алыныр: 

Теорем 2. Љәдләри |а,ђ] парчасында кәсилмәјән 
Функсијалар олан вә һәмин парчада S(t) функсија“ 


сына мүнтәзәм јығылан |8,(1)| ардыҹыллығы учун 
Іші үзә) ае {50а (4) 
бәрабәрлији (х-ә нәзәрән мүнтәзәм) -доғрудур, Эмч 


(8, (1) 42 интегралы алтында лимита кечмок олар: 


х 


z 
lint | Sa (#) ш= | jim Sa (t) @. 
а г 1% 
Ардычыллыгын мүнтәзәм |ығылмасы (4) бәрабәрлијинин 
доғрулуғу үчүн кафи шәрт олуб, зәрури шәрт дејилдир. 
Мәсәлән, За (Е) = " ардыҹыллығы |U, 1] парчасында # 


0, б< < 1 олдугда, 


50) = 
9 1, і--і олдугда 


функсијасына |ығылыр, лакин мүнтәзәм Јығылмыр, „буна бах- 
мајараг (4) бәрабәрлији доғрулур: 
1 х 
, ім-Е -0-|5(0ш(а- =). 
n+l Н 


$ 8. [СЫРАНЫН (ҺӘДБӘҺӘД ДИФЕРЕНСИАЛЛАНМАСЫ 


Тутаг ки, х (х) (к=1,2,...) «функсијалары [a.b] napua- 
сында диференсиалланандыр вэ терамэлэрдан дүзәлмиш 


подред) + (1) 
сырасы |ығылыр. Бу -ћалда, Е 
| у ә |- 2 f(x) о) 
бәрабәрли)и догрулурса, онла дејирләр ки, 
+++) + >> (3) 


сырасыны һәдбәһәд диференсиалламаг олар. 2 

(1) сырасынын |ығылмасы (2) бәрабәрлијинин доғрулуғу 
үчүн кифајәт дејилдир. Бунун үчүн бир сыра әлава шәртләр 
дэ өдәнилмәлидир. 

Теорем 1. Тутаг ки, |a, b) парчасында кәсилмәз 
торомалари олан falx) (к= 1,7 ...) функсијаларынын 
(3) сырасы һеч олмаса бир ње ја, 5] нөгтәсиндә jir- 
гылыр во (1) сырасы (а,Б| парчасында мүнтәзәм ju- 
гылыр. Онда (3) сырасы да һәмин парчада мунтоом 
Јығылыр вә ону ћодбоћод диференсиаллама олар. 


Исбаты. (3) сырасынын чэмини /(х) илә, (1) сырасынын 
Ї ік). 


сі) сырасы [а, 6] парчасында мүнтәзәм. "Тығылан олдуғун- 
дан, ону һәлбәһәд Конн ламаг олар в 6): 


(зоа- È Гош. È inw- 


2 к=! 


-Іһк(1 (а <х 23. (4) 
Бурада алынан У, |/.(х)— /(х0] сырасы [a,b] napua- 


сында мүнтәзәм |ығылыр (әввәлки параграфын 1-ҹи теореминә 
- 


мәмини исә с (х) илә ишарә едәк: efx) = 


көрә), У [, (хо) = | (Xo) исә Јығылан әдәди сырадыр (endan 
- 

сыра мүнтэзэм }ыкылыр). Буна көрә дә һәмин сырагарын ҹәми 

олан 


ID= У ҺО) 
= 
сырасы [а, 8] парчасында мүнтэзэм |ығылар. Бу һалда (4) 
бәрабәрлији 


беа = оу гед (5) 


кими јазылыр. Һәдләри |а, /] парчасында кәсилмәјән функси- 

)алар олан мүнтәзәм |ығылан (1) сырасынын 4(х) ҹәми косил- 

мәјән функсијадыр. Буна көрә дә (5) бәрабәрлијинин һәр ики 

тәрәфини х дәјишәнинә нәзәрән диференсиалламаг олар. Онда 
а(х) = f'(x) 

вә ja 


Ро): | у ми] == Ў КО 


бәрабәрлији алыныр, }ә'ни (3) сырасыны һәдбәһәд д»ферен- 
сиалламаг олар. \ 

Бу теореми функсионал ардычылдыг үчүн ашағылакы кими 
сөјләмәк олар: 

Теорем 2. Тутаг ки |а, 6] парчасында кәсилмәз 
төрәмәләри олан функсијаларын 

Кобо), 7:(5),-..4 D о. (6) 

ардычыллыгы һеч олмаса бир х,С |a, ђ] нөгтәсиндә jir- 
гылыр во онларын төрәмәләри ардычыллыгы Г» (х) (к = 
= 1,%,... ) ја, 6] парчасында мунтовом јығылыр. Онда 
1) (0) ардыҹыллығы |a, D) парчасында мунтовом јығы- 


лар, 2) бу ардыҹыллығын лимитинин кәсилмәз төрә- 
мәси вар вә төрәмә ишарәси алтында лимита KEN- 
мәк олар, јәни 
lim оду = | нв (|, а<х<%, 7) 
..- n-o 


бәрабәрлији дор руду p. 
Ге] д. Теоремжэрин доғрулуғу үчүн терэмэлэр сырасынын вэ төрэмэ- 
ләр ардмчмалитинми мүнтәзәм }штылмасы әсас шәртлир. Мэсэазй, 


х 
=н "нь... © 


г 
эрдызыллыгы [— 1, 1] парчасмида мүлтәзәм |ығылыр: 
fàs Жа. (х) = 0, 
лакин терамалор эмем мунтазом }ыгылмыр, 
=” |1.х-0 олдугда 
в а 19 0 < х 1 олдугда. 
Буна кера до (7) гаво өләнилмир: 
„Ва мл (0)-14/ (0) = 0. 


na іт fa (9) не 


Мисал 1. ў, (х) = 1175 


лән [а, 2] парчасында Тху-гд функсијасмна мүнтэзэм |ығы- 
лыр. Лакин онун ј,(х) = соѕлх (п=1, 2, ...) төрэмэлэри apai- 
ҹыллығы х == (2к + 1) (к там әдәддир) нөгтэлэриндэ дағы- 
ландыр. 


Мисал 2. Боља сырасы х-ин ory ти)мәтләриядә да- 


(а = 1, 2,...) ардычыллығы истәни- 


ғыландыр. Догрудан да, истэнилэн Х кеін сыранын 
Јығылмасы үчүн зәрури шәрт өдәнилмир: 


соз = -> сов0 = 1 (к — со). 
к? 


Сыранын һәдләринин төрәмәләриндән дузэлмиш 


У (ее) к? сырасы исә бүтүн чдэд оңун} мүнтәзәм )ығы- 
ка 


лыр. Бу натича сыранын }ыгылан мажорантынын олмасычази 
алыныр, Докрудан да, 


о [<= 
ж “ 
с.і 

бәрабәрсизлији едэнилли]индэн во 5 “сү сырасы }ыгылан ол- 
к 


= 

луғундан Вејерштрасс әламәтинә керә ($ 3) төрәмәләр сырасы 
мүнтәзәм |ығылыр. 

©) 


XXXVI Фасил 


ГҮВВӘТ СЫРАЛАРЫ 
$ 1. ГУВВЭТ СЫРАЛАРЫНЫН ЗЫРЫЛМАСЫ 


Гувват сырасы функсиснал сыраларын эн сада невудур. 
С. + С: (Е — а) + C(t — a} - ++ Са (#—ај" +... (1) 
шәклиндә олан функсионал сыраја гүввэт сырасы дејилир. 
Бурада С, (к = 0, 1, 2,...) вә а сабит әдәдләрдир. С„(к=0, 
1,2,...) әдәдләринә гүввәт сырасынын 2мсаллары дејилир. 

(1) шэклиндэ олан һәр биргүввэт сырасы f = а нөгтәсиндә 
јығылыр ва ҹәми С, әдәдинә бәрабәр”ир. 

Бурада t—a=x звазламосини апардыгда (1) гүввәт сырасы 

Cot Cix +C, t -o H Cnt" H (2) 
шәклиндә јазылыр. (2) шәклиндә олан бүтүн гүввэт сыралары 
х = 0) нәгтәсинлә |ығылыр. 

Ајдындыр ки, (1) сырасынын |ығылмасыны тәлгиг етмәк 
у|гун (2) сырасынын |ыгылмасыны тәдгиг етмәјә еквивалент- 
дир. Буна көрә дә бунлан сонра анчаг (2) шәклиндә гүввәт 
сыраларынын |ығылмасы тәдгиг едилир. 

Теорем 1 (Абел теореми). 


Ў с," (2) 


гуввәт сырасы сыфырдан фәргли ху мөгтәсиндә јығы- 
ланды рса, онда х-ин |x| < | х,| бәрабәресиалијини өдәјән 
бүтүн гијмәтләриндә M) MAI? јығыландыр. 

Исбаты. (2) гүввәт сырасы х = Хо нөгтәсиндә )|ығылан 
олдуғундан Ит Сұ =0 олар (јығылманын зәрури шәрти) 


Зыгылан ардычыллығын мәһдуд олмасына әсасән елә сабит 

M>0 әдәди тапмаг олар ки, п-нин бүтүн гн)мәтләриндә 
ІС.х|< М (п=0, 1, 2,...) 

бәрабәрсизлији өдәнилир. Онда |х| <|х,| мунасибэтини едэ- 

Јән бүтүн х нөгтэлэри үчүн 


С.к" = ІС,х | |< " 
% ху 
во ја = |2] гәбул етдикдә 
lCax" < Ме" (3) 


олар. 4 < 1 олдугундан 

М+М + Ма + -+ + Ма" +, + 

сырасы (азалан һәндәси силсилә) |ығыландыр. Бурадан, муга- 

Јисә әлам.тинә (XXXV, $3) ҝәрә (2) сырасынын |х| <|Х] 
{Нилс Һенрих А беа (1802—1829) Норвеч ријазијјатҹысыдыр. 
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мунасибатини өдәјән истәнидән х нөгтэсиндэ мүтләг }ыгылан 
олмасы ајдындыр. у 

Нәтиҹә, Һәр һансы хо нөгтәсикдә дағылан (2) гүввәт 
сырасы |х| > ЕЛ мүнасибәтини өдәјән һәр бир х нөгтәсиндә 
дә дағыландыр. 2 

Доғрудан да, (2) гүввэт сырасы |х4| > |х0| мүнасибэтини 
әдәјән бир х, нәгтәсиндә |ығылан оларса, онда Абел теоре- 
минә көрә о, хо нөгтәсиндә дә |ығылан олмалыдыр. Бу исә 
шэртэ зиддир? 

Гүввәт сырасынын ]ыгыллыгы бүтүн нөгтәләр чохлуғуна 
онун јығылма областы дејилир. Инди гүввэт сыраларынын 
|ығылма областынын формасыны тәдгиг едәк. 

Гејд едәк ки, һәр бир гүввәт сырасы үчүн ашағыдакы үч 
һалдан бири ола биләр: 

1. Гувват сырасы истәнилән сонлу х нөгтәсиндә јығылыр. 
Буна ми ы 

х 

ита т Ы) 
гувват сырасы мисал ола биләр. (4) сырасы бүтүн һәгиги охда 
јығылыр. 

ЇЇ. Гүңвәт сырасы истәнилән х # 0 нөгтәсиндә дағыландыр. 


Буна 

Itratti (5) 
гүввәт сырасы мисал ола биләр. (5) сырасы анҹаг х = 0 нег- 
тәсиндә |ығылыр. 

Ш. Гүввәт сырасы әдәд охунун бә! зи нәгтәләриндә (х +0) 
|ығылан, бә'зи нәгтәләриндә дағыландыр. Һәр бар белә гүввәт 
сырасы үчүн елә симметрик (—№, А) интервалы вар ки, бу 
интервал дахилиндә һәмин гүвзәт сырасы јығылыр, хариҹиндә 
исә дағылыр. 

Буну кестармак “үчүн фәрз едәх ки, (2) гүввәт сырасы 
мүсбәт ғ, негтосимда јығылыр вә мүсбәт К, нөгтәсиндә AA- 
ғылыр. Онда Абел теореминә көрә һәмин сыра |х| < г: муна- 
сибэтини өдәјән бүтүн х нөгтәләриндә јығылар, |х|> Ка 
мүнасибәтини (г; < Б) өләјән бүтүн х нөгтәләриндә исә да- 
ғылар. 


Бу һалда, аА. нөгтәсиндә (2) сырасы |ығылан олдугда, 


„= 25. нөгтэсиндэ (2) сырасы дагы- 


вә А, = А, 


п + А 
лан олдугда исә г; = г; вә К, = 2 гәбул едәк. Ардын» 
дыр ки, (лу, А] [га Кај вә Кал = а одар. 
"Ар- 
Ејни гајда илә (га, Кајо (7. Ка) вә Ка —п= Эг шэрт- 
~ 


ләрини өдөөн ғ; вә R 
з вә Аз әдәдләри дә сеҹилир, Бу просеси 
вам етдирмәклә (2) сырасынын }ыкылан олдугу дох 


<< << 
нөгтәләри вә дагылан олдуғу 
КК, -..>А,> ... 


нөгтэлэри сечилир, Бу негтэлэр учун 
[ra а] (ға, Rasi] ва Ra—ra = 


мүнасибэтлэри өдәнилир. Демәли, > 
Їль Њу], (га, Ка], si , (Га, Ralo s (6) 


парчалары ардычыллыгы |ығылан парчалар ардыч 
ыллыгыды 
Нм Ч Онда ]ыгылан парчалар акенін Ина көрә (ХП, 63) 
үтүн (6) парчалары үчүн ортаг олан |еканә ын 
R= limra = lim Ка 

нөгтәси вар. Бу һалда (2) сыраеы (СВ. R), интервалынын 
= Јығылыр, хариҹиндә исә дағылыр. Ён 
nap ма а да, һәр бир |х| < К негтоси учун елә № әдәди 
о Ы п> № гијматлариндо |х| < 7, бәрабәрсизлији 
тедремн р. (2) сырасы г, нөгтәсиндә јығылан олдуғундан Абел 

р минә көрә х нөгтэсиндэ дэ мүтлэг јығылан олар. 
јуни С R) интервалынын хариҹиндә јерлошдикда, 
ХЭЭ >R олдугда кифа]эт гэдэр бејук л эдэдлэри учун 

Гаруз лар. (2) сырасы Ka негтасинда дағылан олдуғундан 

н еореминин нэгичэсинэ көрә х нөгтәсиндә дә дағылан- 

Беләликлә, Ш нев һә 

ђ р бир гүввэт сырасы үчүн елә (—R, R 

аслы вар ки, сыра бу интервалын Ын а 
ралы» де |ығылыр, истәнилән хариҹи нөгтэсиндэ исә дағы- 

. Белә интервала гүввәт сырасынын /ығылма интервалы, 


К asanı 
(шәкил 069) 49 гүввәт сырасынын /ығылма радиусу дејилир 


Зла а, 


– 0 (n= со) 


сыра дығы, далылыр 


-R 2 2 
Шэкил 262 


Јығылма интервалынын - вә R 
учларында - 
ктен Јығылыб-дағылан олмасыны раи Ааа 
ын чла уб- а ч 
олунмалы рда Јығылан олуб-олмамасы ајрыҹа тәдгиг 
нев гүввәт сыралары үчүн R = + со вә И 1 
сыралары үчүн R=0 һесаб етсәк, ашагыдакы ТӨК КАГЫН 
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теорем 2. ћорбир гуввот сырасынын јығылма об- 
anemi мәркәзи координат башлангычында олан сим- 


‘метрик интервалды р. 

Ге} д. Бу теорем (2) шәслинда гүзвәт сыраларына андлир. Гүввэт Ch- 
расы (1) шәклиндә олдугда онун }шгылма интерь 

|—ај = |х] с вә Ја — Ке! —а< К 

унасибэти илә тәјин олунар 
задан ајдындыр ки, (1) смра- ак ак 
!-нин (a—R <t <a +R) бэрабэр- 
сизлијини едојан ги)мәтләриндә, 
Јәни (a—R, 44-К) интервалын- 
дакы гијмәтләриндә |ығылыр (шә- 
кил 263). 

emaan, (1) шоклинда гүввәт сырасынын јығылма областы мәрхәзи 
ға мөгтәсиндә олан (a—R, 2+ R) шәклиндә симметрик интервалдыр. 

Гүввәт сырасынын јығылма рэдиусуну бэ’зэн сыраларын 
ма лум }ыгылма әламәтинә әсасән тапмаг олур. 

1. Тутаг ки, (2) гувват сырасынын әмсаллары үчүн сонлу 


вә ја сонсуз 


а 
Шокна 263 


Са | 
ГЕ 
лимити вар. Онда Даламберин јығылма әламәтинә көрә (2) 
сырасы х-ин 


1 
=|х|!<1,|х]<-г 


аз» |Сых"| 
мунасибэтини өдә|ән гијмәтләриндә |ығылар, 


Сели“ Sea | Џ 
=== | = Ч ті|хі>!,|х! 
lim э (lim © РАЯ ЫРА 


мүнаснбатини өдә)ән гијмәтләриндә исә дағылар. Бу һалда (2) 


гүввәт сырасынын |ығылма раднусу 


в=- = т “| (7) 
вое | Свт 5 
дүстуру илә тә)ин олунар. 
СЭР" ЖЕРІН: 
Мисал 1. тазы Т сырасынын (с. ЕТ |ығылма 
радиусу ваһидә бәрабәрдир: 
R= = lim Га |=" ПИЯ сүр 532 mt. 
1 о 1 по (841) по" 


Верилмиш сыра (—1, 1) Јығылма интервалынын х = +1 уч 
негтеларинда дә Јығылыр. 

2. Гувват сырасынын |ығылма радиусуну Кошинин |ығылма 
әламәтинә әсасән то'јин етмәк үчүн фәрз едәк ки, (2).сыра- 
сынын әмсаллары үчүн сонлу вә ја сонсуз 


=з Уб 


лимити вардир: Онда Эрхийг әламәтинә көрә (2) сырасы х 
итў ГС] = | lim УТО [= 11 <1, рар 
а-а 1 
мүнасибәтини өдәјән бүтүн гијмәтләриндә |ығылар, 
п "у ý 
йт ГС" = [x йт УТб,Т= |х\1> 1, |х|>-1. 


мүнасибәтини өдәјән бүтүн тијмәтләриндә исә 
мали, бу һалда (2) гүввәт сырасынын Јығылма ТӨГ 18 
7 у 
ШИТ (5) 
naco 
дүстуру илә тэ’|ин олунар. 
Үмуми һалда, (2) гүввәт сырасынын Јығылма радиусу 
п у 
im УС. ® 
Кошн—Адамар' дүстуру вёситәсилә тә' 
ә 
лимит һаггында мә'лумат ХЇЇ фосил НИ ам 


Мисал 2. У 2°х" гүввәт сырасынын Јығылма радиусуну (8) 


R= 


as3 
дустуру илә ћесабламаг олар: 
Жэн | 
ит уз 
в 
1 1 
Верилмиш сыра -P т) Јығылма интервалынын х= 


=L. 
2 


== а? уч нөгтәләриндә дағылыр. _ 


52. ГУВВЭТ СЫРАСЫНЫН МҮНТЭЗЭМ ЈЫҒЫЛМАСЫ 


Теорем 1. Јигмама радиусу В 20 олан 


У, се a) 
в-0 

гүввәт сырасы, өзүнүн (- В, R) уығылма инте 
рвалы 
ный Зөрлөшөн һәр бир парчада мүнтәзәм )ығы- 

Исбаты. Тутаг ки, [а, 6] па 
. 14, рчасы (1) сырасынын А 

терили дахилиндә |ерләшән ихтијај Ч ЫНЧЫ, ба ар 
< 7 < А әдәди тапмаг олар ки, |а, 2] парчасы [— г, r] nap- 


1 Жак Адамар (1865—1963) франсыз ријазијјагчысыдыр. 
368 


часынын да дахилиндә јерлошир. гЄ(— Р, Ю) олдугупдан Абел 


теореминә көрә У, 1С, |7" сырасы |ығылыр, јо'ни (1) сырасы 
0-0 

у = г негтасиндо мүтлэг |ығылыр. Бу һалда, х-ин [— 7, r] 

парчасындакы бүтүн гијмәтләриндә 


lC" «16.17 


барабәрсизлији едәнилди)индән Вејерштрасс әламәтинә (X МІ, 
$3) көрә (1) сырасы [— 7, ”| парчасында мүнтәзәм Јығылыр. 
Онда (1) сырасы [— ғ, 7] парчасында јерләшән [а, 2] парча- 
сында да мүнтәзәм |ығылан олар. 


гејд 1, Гуввот сырасы бүтүн Јығылма интервалында мүнтәзәм |ығыл- 
ча Алдо. Масэлэн, }ыгылма интервалы (— 1. 1) озан 


Іржа K2) 
гувват сырасы (——1. 1) интервалында мүнтәзәм Јығылмыр. Доғрулан да, 
Прат сайнын ҹәми илә хүсуси ҹәминин фәрги һеч бир л үчүн жия ÖY- 
түн 1 < х < 1 гијмәтләриндә 

' „ол = | 
160 5,001= | 


«. 


бзрабзрсиздијини өдә}ә билмәз, чүнхн х дә)ишәни 1-ә Јахынлашанда 


кәмијјәти гејри-мәһдуд олараг; артыр, јуни 
Зэ 
422-(х-1» 
1-х 


Демэли, һеч бир М үчүн п-нин бүтүн n>N вә дин ихтијари 
- же 1 гијмзтазриндо (1) бәрабәрсизлији одонило билмәз. 


Теорем 2. Гуввот сырасынын ҹәми өзүнүн )ығыл- 
ма интервалында кәсилмәјән функсијадыр. 


Исбаты. Тутаг ки, (1) сырасынын ҹәми / (х) вә онун |ығыл- 
ма интервалы (- №, Ё)-дир. (— К, К) интервалында јерләшән 
ихтијари Ха нөгтәси көтүрәк. Бу нөгтә үчүн елә г әдәди тап- 
маг олар ки, | х,1<7<А бәрабәрсизлији өдәнилсин (шәкил 264). 

(1) гүввәт сырасы өзүнүн (— А, К) Јығылма интервалы 
іахилиндә |ерләшән һәр бир [—7, r] парчасында мүктәзәм 
|ығылдығындан (теорем 1) 


вә һәдләри истәнилән сонлу = 7 2 > TET 
парчада ҝәсилмәјән ‚ олду- 
ғундан онун ҹәми [— 7, Г Шәкил 264 


парчасында, хүсуси һалда ы 
х,С [— г, г] нөгтәсиндә кәсилмә]ән функсија олар (XXXVI, $ 6)“ 


Feja 2. Гүввэт сырасы, өзүнүн (—R, R) |ыгылмз интервалынын хол 
уҹунда |шғылан олдугда (0, А] парчасында мүнтәзәм |шғылыр вә окун «зын 


wu мө 


x = R пегтосинда солдан кәсилма)әндир, }г'ни 
- > 5 
ит ус А , 

27 оо Ў а" У ск 
УНЭ 57% s= =o т , 
барабарлијн доғрудур (Абеднн икинчи теореми). ' 

Гүзвәт сырасы |ығылма интервалынын сол х = — R учунда 
|мвылан олдуғу һалда да ујғун тәклиф доғрудур. 


$3. ГУВВЭТ СЫРАСЫНЫН ҺӘЛБӘҺӘД 
ИНТЕГРАЛЛАНМАСЫ 89 ДИФЕРЕНСИАЛЛАНМАСЫ 


: Функсконал сыраларын һәдбәһәд интегралланывсы вә AH- 
=. Ференсналланмасы һаггында олан теоремләри гүввэт сырала- 
рына тәтбиг етмәк олар. 


Теорем 1. Уыгылма радиусу R +0 daan 
E - ох бо" 0) 
һо 


гүввэт сырасыны өзүнүн )мғылмч интервалы дахи- 
линдә јерләшан һәр бир (а. 6] парчасы үзрә ћодбоћод 
интегралламаг олар» 

Жүсуем һалда, (1) сыравыны |0. x) парчасы (]<Е) 
үзрә һәдбәһәд интегралламаг олар: 


s 
уа Со р + Бање. 


Исбаты. (1) сырасы (а, #16 (— Ж, R) парчасында мунто. 
зәм ]ыгылач Олдуғундан (6 2), функсионал сыраларын һәдб 
Вод. интегралланмасы һаггындакы теорема эсасан (XXXVI, $6) 
(1) сырасыны һәмин парча үзрә ћздбоћој интегралламаг олар 


И 

Гејд. (1) сырасы mas олул эдбэйлд митегралланмасмидан алынан 
(2) сырасынын ууун R Јығылма ралмуслары бэлабардир. Догрудан 
да, Коши — Аламар дүстуруяа (6 1) керэ 


Um} ari 
ж» 


Ta 12.) 


по 


Теорем 2. (1) гуввот сырасыны өзунүн (- В. К) Јы- 
гылфа интервалы дахилиндо һәобәһәд диференсиал 
ламаг олар: 


S SC HIC х4 30,022 псу... о 


(1) гувват сырасы илә онун ћодбоћод диференсиал- 
аанмасындан алынан (3) сырасынын )ығылжа радиус» 
лары бәрабәрди р. 


Исбаты. Әввәлҹә теоремин икинчи һиссәсики исбат едәк. 
Тутаг ки, (3) сырасынын Іығылма радиусу А-дир. Онда R, 
әдәди 


= 
У лс” = Сух 2С, 3С + Сох (4) 
n=l 

сырасынын да |ыгылма -раднусу олар. Буна көрә лә Абел тео- 

реминә әсасән (4) сырасы һәр бир |х| < R, нөгтәсиндә myr- 

лэг јығылар. |С, х" < л | Сх" бәрабәрсизлији кестарир кн, 

һәмин |х] < А, негтоларинла (1) сырасы да мүтләг Јығылыр. 

Бураган К! < № олмасы ајдындыр. 

Икди А, > А бәрабәрсизлијинин доғру олдуғуну исбат 
еләк. Ајдындыр ки, һәр бир |х|<А әдәди учун |x] < |х|<А 
бәрабәрсизлијин өдэрэй Ху әдәди тапмаг олар. Бу х, магтан 
синдә (1) сырасы мүтлэг јығылан олдуғундан цтСьх11-0 


олмалыдыр. бурадан, һәр һансы сабит M здеди үчүн 


1С, х1|«, М (а= 0, 1, 2,...) 
борабәрсизлафи во буна керә дә 
р жі х |а ы 
nl Сох" а|-5 |С, с пм | (5› 
| х; 4 жі 
мумасиботи алыниыр. Car тэрэфдоки өдөдлөрдэн дузелмиш 
У лм ЇЕ сырасы }шкылыр (Коши гламотина кәрә бузу 
2 Г 
жандыгла јохламвг олар). Онла мугајисе әламәтинә кәрә (3) 
сырасы Замин |х| бос моггогиндо мүтлэг јығылар. Демәли, 
и’. М олмалыдыр. 
| Бурадан R = А; борабирлији алыныр. Инди теоремин бирин- 
си ћисемини исбат еда 


гута ки, Хо, (1) сирёсынын (— R. А) |нгылма. интервалы 
ЖЫЛ ә РОСТА р эн негтодир. Бу негтани өх дах! 
ино ал — г, г] парчасы (|х,[< А) көтүрәк. А|рдындыр 
њи, (1) гуввот сырасы |— г, "| парчасынла }ыгылыр, онун hea- 
черинин теромалорандон дуззачиш (3) сырасы нсә һәмин |— 
ғ) чарчасында (|-- /, "| парчасы (3) сырасынын (—Ё, R) juru. 5 
ма интервалынын дахилиядә јерлашдијиндан) мүнтэзэм jetue 
aup. Онда функсионал сыраларын һәдбәһәд диференсиаллан 
масы Паггындакы теорем» көрә (XXXVI, 87) ‹1) сырасыны 
|-- ^, с] парчасында вә хүсуси Балда, ихтијари хс [— 7, 7] 
негтасинда, һәдбәһәд диферетсналламаг олар. 
Теорем тамамилә исбат олунду. ыы 
Б ми сырасына тәтбиг етмәклә н 
да (ROR) м ры дахилиндә ћодбоћад дифе- 
ренсмалланан олдуғуну алмаг олар. Һәмин просеси истәнилән 


сәдәр давам етдирмәк мүмкүндүр. Беләликлә, ашагыдакы HƏ- 
тиҹәләр алыныр: 

Нәтиҹә 1. АД түге сырасыны өзүнүн (— В, К) )ығыл- 
ма интервалы илиндә истәнилән тәртибдән ћодбгћод 
диференсиалламаг олар: 

/д-С-26,х Жаса ++ Фасо" + 

f (х) = 2С,4-3.2С,х +-+: +n (п – 1) Сох"... 

ар Жс аи ковали кока о а: 2 ЖБ) 
(х) = т Са (пп Сах. 

Бурада һәдбәһәд диференсиалламагда алынан. 6) ‘сыралары- 
мын һамысынын |ығылма интервалы јенә лә (- R, К)-дир. 

Нәтиҹә 2. Гүввэт сырасы чэминин өз )ығылма интер- 
валы дахилиндә истәнилән тәртцбли J” (x) (к=1,2,...) 
төрәмәси вар. 


$ 4. ФУНКСИЈАЛАРЫН ГҮВВЭГ СЫРАСЫНА 
АЈРЫЛМАСЫ 


Тә'риф 1. Тутаг ки, 
Уса! (1) 


- 
гүввэт сырасы (2-8, а+ К) интервалында )ығылыр вә 
онун ҹәми | (х) функса/асына бәрабәрдир. јә'ни х-ин (a—R, 
а--8) интервалындакы бүтүн ги/мэтлэриндэ” 


Го)= У С, (х— ау (2) 

=] 
бәрабәрлији доғрудур. Онда, дејирләр ки, f (X) функсијасы 
(а — К, а + К) интервалында (1) гуввәт сырасына ајрылыр. 

Теорем 1. / (2) функсијасы (а — В. а + В) интер- 
валында гүввәт сырасына ајрматрса, онда онун Һәмин 
интервал дахилиндә иетэнилән тортибан кәсилмәз 
эпөрәмәсн вар, 

Доғрудан да, f (х) функсијасы а — R, а + В) инте рвалын- 
да (1) гүввэт сырасына ајрылырса, онда (а — R, а + R) интер- 
валы (1) гүввәт сырасынын Јығыл интервёлы дахилиндә 
Дерләшәр. Г /ввәт сырасынын ҹәмини өзүнүн |ығылма интео- 
ы дахи. 'ида исгәнилән тәргибдән 'ћодбоћод диференсиал- 
ламаг мүмкүндүр (53, нәтиҹә 2). Бу һалда (1) сырасынын 
истәнилән тәргибдән һәдбәһәд диференсиалланма сындан алы- 
ман сыраларын /" (х) чомлори |ығылма интервалы дахилиндә 
вә буна көрә дә, хүсуси һалда, (а — А, а + Ај интервалында 
ҝәсилмәјән функсијалар олар ($ 2, теорем 2). 

Демәли, f(x) функсијасы (а — А, а--В) интервалында 
гүввәт сырасына а)рылырса, }э’ни х-ин (а — А, а + К) интер. 


валындакы бүтүн гијмәтләриидә 
Јо) = У Ca (х – а) 


в=0 
бәрабәрлији лоғрудурса, онда бу сыраны истәнилән тэртибдэн 
ћадбаћод диференсиалламаг олар во х-ин ћомин интервалдакы 
бүтүн гијмәтләринлә М 

- 


Гоје У, л(л-1)---(л--к4-1)С,(х-ай * 
4 ner 
(к= 1,2,...) (3) 
бәрабәрликләри догрудур. Бу бәрабәрликләрдә х = а һесаб 
етсәк 
На) = Се, J™ (а) =x! С„ к= 1, 2,... 
олар. Бурадан, 


С, = 1900). (0/1, 2,201 1) в 
аларыг. Бу гијмәтләри (2) бәрабәрлијиндә јеринә јаздыгда 
ка 2 
227 


Гад = д + хан 2 (к — а) +: + 


+ 90 (аўч. 


Тәриф 2. Тутаг ки, f(x) функсијасы а нөгтәсинин 
мугјјен әтрафында тојин олунмушдур вә Һәмин нөгтәдә 
истәнилән тәртибдән төрәмәси вар. Онда 


да (х—а) ©“ 
&= 


гуввот сырасына } (х) функсијасынын а көегтәсиңдә Тејлор 
сырасы. (4) әдәдләринә исә Тејлор әмсаллары дејилир. 
Хүбуси һалда, а = 0 олдугда Тејлор сырасы 
~" а) 
Све ©) 
в=0 a 


шаклинда јазылар. Byna | (х) функсијасынын Махлорех сыра- 
сы лејилир. 
Беләликлә, јухарыда апарылан мућакимоја вә исбат едилән 
(5) бәрабәрлијинә әсасән ашагылакы тәклиф алыныр: 
Теорем 2. / (2) функсијасм а нөгтәсинин музјјан 
әтрафында (2) гуввот сырасына а)рылырға, онда бу 
сыра һәмин функеијанын Тејлор сырасыды р. 


Демәли, х = а негтосинин муэ]эн этрафында то'јин олун- 
муш f(x) функсијасынын х--а фәргинин гүввэтлэринэ көрә 
гүввәт сырасына га}рылма мәсәләси, елә һәмин функсијанын (6) 
Тејлор сырасына ајрылмасы мәсәләсинин ејнидир. 

Нәтиҹә 1. х = а негтосинин жүә/)ән әтрафында јы- 
кылан 


У С„(х—а)" (8) 
n= 
гүввәт сырасынын ҹәми ејниликлә сыфра бәрабәрдирсә, онда 
тул бүтүн әмсаллары сыфра бәрабәрдир: Ca = 0 (п = 0, 1, 


: “Докрудан да, а нөгтэсинин мүәјјән әтрафында (8) сырасынын 
ҹәми / (х) = 0 олдуғундан (4) дүстуруна әсасән = C 


т 
=0 (п = 0, 1, 2,...) олар. 
Нәтиҹә (Гүввәт сырасына ајрылышын јеканзлији). 
х= а нестасинин мугјјан әтрафында ејни бир | (х) функ- 
виіасына јигмлан 


Ё 2 
БХ С.(х-а) вә F а.(х-а) 
по, = 
гуввәт сыралары бир-биринин ејнидир, је ни онларын ујгун 


әмсаллары бэрабэрдир: 4 
Ca= dm п= 0, 1, 2,... (9) 


Башга сөзлә, f (х) функсијасы х—а фәргинин гүввәтләринә ' 


көрә јекано гүввәт сырасына ајрыла биләр. 
Доғрудан да, (4) дүстуруна көрә 


су. 099 че 
ж лі 


вә d= - 


олдугундан (9) бәрабәрликләри доғрудур. 


Тэ’риф 3. х= а нөгтәсинин мүәјјән әтрафында гүв- 


вәт вә ја Тејлор сырасына ајрыла билән } (х) функсијасына 
һәмин нөгтәдә аналитик функсија дејилир. 

Бурадан вә Јухарыда исбат етлијимиз 1-ҹи теоремдән ај- 
дындыр ки, х= а нөгтәсиндә аналитик олан функсијанын 
һәмин негтанин мүә|ән әтрафында истәнилән тортибли төрә- 
маси вар. Бу тәклифин тәрси догру олмаја да биләр: верил- 
миш х = а нөгтәсинин мугјјан әтрафында истәнилән тартибли 
төрәмәси олан елә функсијалар вардыр ки, онлар х = а. негто- 
синдә аналитик дејилдир, }ә'нн һәмин нөгтәнин әтрафында 
Тејлор (гүввәт) сырасына ајрылмыр. Мәсәлән, 

1 5 
У) = e *, хте 0 олдугда (10) 
0, х=0 олдугда 
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үтү ү ү! hadaa х= 0 нөг- 
инксирасынын бүтүн эдэд охунда, хүсуси 
шуен һәр бир әтрафында истәнилән тартибли терэмэси вар. 
Доғрудан да, х + 0 нөгтәләриндә 
з 


ў 3.65 Гүхүе--- 5» У ОР 
Ру? ИР рээ а 
х = 0 негтосиндо исә 
0 
i 0809—29) ү е Ш, 
Т0)-15 ах Taa 70% 


1 
2 (ағ 
—_ С, 
0-і” 208507 09) ит  __ —0,... 
Ж а мед Ах 


-i x 
алыныр, нк функция х = 0 нөгтәсиндә бүтүн терэмэлэри 
сыфра бәрабәрдир: А шоо 
у) = (0) =f (=: 000) = 8900) = --- = 0. 
Һәмин функсија үчүн х — 0 = х гүввәтләринә ҝәрә |азыл- 
мыш (6) Тејлор сырасыны дүзәлдәк: 
E 5--оғос- 07. 09425 (1) 
пі i 
-0 2 4 : 
Бу сыра бүтүш эдэд охунда |ығылыр вэ онун ҹәми ејни 
ликло сыфра бәрабәрдир: 


È 5 хао. 


э=0 
10) басынын (11) Тејлор сыр: 
Не урар ома > ћомин уши 
бәраб: д! анчаг, х = 0 нөгтәсиндә y 
rek anma 10) функсијасы х = 0 негтосинин һеч сар тре 
фында гувват сырасына (Тејлор сырасына) ајрылмыр, 


аналитик дејилдир. . 
, 


5. ФУНКСИЗАЛАРЫН ТЕЗЛОР СЫРАСЫНА 
рыла БИЛМЭСИ ШӘРТЛӘРНӰ 
р гтәсини! тра- 
Тутаг ки, / (х) функсијасы х = а нө! н мүәјјән ә ар 
дымда түр т вә һәмин нөгтәдә кө тр. 
тибдэн төрәмәси вар. Онда / (х) функсијасы үчүн х = 
синдә 


Ї дэ (ха) а) 


жо 
Тејлор сырасыны јазмаг олар. (1) сырасынын |мгылан вә ја 
гъ 


дағылан олмасы, |ығылан олдугда исә онун ҹәминин f (х) функ- 
сијасына бәрабәр олмасы һаггында әввәлҹәдән һеч нә демәк 
олмаз. Буна көрә до (1) сырасынын f (х) функсијасынын Tej- 
лор сырасы олмасыны 5 ы; 


го Ў ЛӨ ау (2) 


.- 
кими јазмрлар (~ ујғунлуг ишарәсидир). 

Хусуси һалда, (1) сырасы f(x) функсијасына Јығылан ол- 
дугда (2) мүнасибәтиндә ~ (ујғунлуг) ишарэси вәзинә = 
(бэрабэрлик) ишарәси јазылыр. Бу һалда, дејирләр ки, / (х) 
функсијасы Тејлор (вә ја гүввәт) сырасына а)рылыр (5 4). 

Белә бир суал гаршыја чыхыр: f (х) функсијасымын Тејлор 
сырасы нә заман онун өзүнә }ыгылыр? Бу мәсәләни тәдгиг 
етмәк үчүн /(х) функсијасынын (х — а) фәргинин гуввотлори- 
нә көрә јазылмыш Тејлор дүстуруна бахаг (ХУІ, $ 5): 


ЛО) Хе (еар Бика), в) 
Бурада | 
5а(аје E L (xa 
к=0 к! 


чохһәдлиси / (х) функсијасынын л-дарачали Тејлор чохћодли- 
си, Ка (х) исә Тејлор дустурунун галыг һәдди адланыр. (4) 
ҹәми ејни заманда (1) Тејлор сырасынын п-чи хүсуси ҹәмидир. 


(3) дүстуруну 
ЈО) = Sa (х) + Ra (x) (5) 


1(х) — 5, (х) = Ra (х) 
кими јаздыгда ашағыдакы теорем алыныр: 

Теорем 1. f(x) функсијасынын (а — R, а + Е) un- 
тервалында (1) Тејлор сырасына ајрылмасы учун hə- 
мин интервалда онун истэнилэн тэртибли төрө» 
мосинин олмасы во (3). Тејлор дустуру галыг һәддинин 
х-ин (а — R, а + R) интервалындакы бүтүн ги)мәт- 


ләриндә 
lim Р, (2) = 0 (6) 


бәрабәрлијини өдәмәси зәрури вә кафи шәртдир. 

Бу теоремин шәртләрини јохламаг бә'зән ҹәтин олур. Бело 
ћаллерда функсијанын гүввәт сырасына ајрылмасыны ашағы- 
дакы кафи шәртә әсасән мугјјон етмәк олар. 

Теорем 2. Тутаг ки, f(x) функсијасынын (a—R, 
а--Н) интервалында иетәнилән тортибли торомаси 


вә ја 


вар вә бу төромоләрин Һамысы Һәмин интервалда ^ 


мүнтәзәм мәһдуддур, Јә'ни ж-ин (а— В, a+ В) интер- 
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валындакы бүтүн гијмәтләриндә 

Јој < М (к= 0,1, 2...., о 
бора бәрсизлијы өдәнилир. Онда (х) функсијасы һә 
мин интервалда Тејлор сырасына ајрылыр: 


= ко 
1%=У == (х—ау. 18) 
вэ? 


Исбаты. (8) бәрабәрлијинин доғрулуғуна инанмаг үчүн- 
х-ин (а-- В, а+ Е) интервалында |ерләшән бүтүн гијмәтдә- 
риндо (6) мунасибгтинин өдәнилдијини кәстәрмәк кифајәтдир. 

(3) Тејлор дүстурунун галыг һәддини Лагранж шэклиндэ 
(ХУІ, $ 5) кетүрәк: 


ЈЕ 
р(х) = а" кЄ(а,х), 
(7) бәрабәрсизлијинә көрә 


И СР" 
бе Ы ра ај" ма (у 


олар. Китабын П һиссәсиндә (ХУІ, $ 6) һәр бир гејд олунмуш х 


үчүн өм 
х—а 
ы: 4187 0 


бәрабәрлијинин доғрулуғу исбат олунмушдур. Онда (9) бора- 
бәрсизли{инә әсасән һәр бир хе(а—К, a+R) учун 

ит А, (х)=0 

2. 


олар. Теорем исбат олунду} 


$ 6. ЕЛЕМЕНТАР: ФУНКСИЈАЛАРЫН ТЕЈЛОР 
СЫРАСЫНА АЈРЫЛМАСЫ 


Әввәлки параграфда исбат едилмиш теоремләри тэтбиг едә- 
рәк бир сыра елементар функсијалары Тејлор сырасына ајыр- 
маг олар, 

1. f (x)= e". Бу функсија үчүн 

Кд-/ (ји [(х) =з = (х) = 
олдуғундан х-ин (— R, А) интервалында |ерләшән бүтүн гиј- 
мәтләриндә 

о) [= 1е1< # (к= 0, 1,2...) 
бәрабәрсизлији өләниләр. Демәли, е" функсијасы үчүн 2-ҹи 
теоремин ($5) шэртлэри едэнилир, }ә'ни һәмин функсија истә- 
нилән сонлу интервалда (буна көрә дә бүтүн эдэд охунда) 
т 


Тејлор смрасмна (а = 0) ајрылыр. је» O= = 1 ол 
. =е = д 
е функси]асынын Тејлор а]рылышы TI 
z 1-4 a 2 л 
“= ие +... (а) 
шэклиндэ олар. 
И. f (x)= sin x. Бу фуиксија учун 


208 Fr" сэг 
saz=x— F H= (0) тр Ra (0). 
Тејлор дустурунун Bə х-ин бүтүн гијмәтләриндә | 
lim Ка (х) = 0 
бэрабэрли]инии доғрулуғу овваллор (ХУІ, $ 6) исб - 
дир. Демэли, sin x функси)асы челе АДА ыша 
зах = Ў (зне! 

р мо @л+1у 
Тејлор сырасына а)рылыр. . 

Ш. f (х) = cos x функси]асы учун ' 
e+ пе + 8, (0) 
Тејлор дустуру вә х-ин бүтүн гијмәтләриндә 

lim А. (х) =0 


бәрабәрлијинин доғрул: ', : - 
радан ћомин упис гн заны даш (XVI, 86) мәлумдур. Бу 


(2) 


ЕЗ ж 
Жей 28 
вэ. 1-я +4, 


селені Е “= Ж» 
ајрылышы алыныр. , A 
IV. f (x)= (1 + 2)". Бу һалда 4 
И х) = а (а —1)(а—2)..-(а—к+Е1)(1+х)—* 
оћдугундан Тејлор дустуру (а = 0 һалына бахырыг) 


(+ ху 1+ у тісі өні +, (=) (4) 


шэклинд. олар. Г, ә 
кескеш ар. Галыг һәддини Коши шәклиндә (ХУІ, 55) 


Ra (х) m SED ETAL HTT ИВО ОИ 
= за (д): В, (х) та (х), O <0 = 0(Х, п) <1. 6) 
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Бурада ашагыдакы ишарәләрдән истифадә олунур: 
в (x)= Еее 0 (8, 
Р 
— Је. 
Pa (х) = ах (140 х)", 09 (7. 
Инди көстэрэк ки, х-ин (— 1, 1) интервалында |ерләшән 
бүтүн гијмәтләриндә 


ит А, (х) =0 6) 
бәрабәрлији өдәнилир. Бу мәгсәдлә биномиал сыра адланан 
1+5 6—1) =at) да (7) 


ГЕ) ж 


сырасынын |ығылма областыны тәдгиг едәк. (7) сырасы үчүн 


c= teenth 


: — олругундан онун Јығылма раднусу 
” 


олар ($ 1), }ә'ни (7), сырасы х-ин |х| < 1 гијмәтләриндә мүт- 
лэг јығылыр, |х|>1 ги|мэтлэриндэ исә дағылыр. Јығылан 
сыранын үмуми ћоддинин лимити сыфра бәрабәрдир (сыранын 
Јығылан олмасы учун зәрури шәрт). Буна көрә дә (7) сыра- 
сында а әвәзинә а — 1 јаздмгда алынан сыранын үмуми һәдін 
олан а, (х) ифадәсинин х-ин |х|< 1 гн|мәтләриндә лимити 
сыфра бәрабәр олар: 

ит а, (х) = 0, |х1|<1. 

amo 


х-ин —1<х <1 гијмәтләриндә 1--|х|<1--8х <1+1х| 
олмасындан а)дындыр ки, үе кәмијјәти л-дән асылы 
олмајан 
«ах (1—|ж] 7 ва вх|(1+1х)“ 
камијјотлари ај нда јерлашир, |э’ни х-ин |х| < 1 гијмот- 
лэриндэ ГА) кәмијјәти л-ә нәзәрән мәһдуддур. 
Бундан башга х-ин |х| < 1 гијмәтләриндә 
й 08) 1 
= || << 
бәрабәрсизлији дә A 3 
ан oa (x), T вә 1.(х) комијјотлари һаггында 
дедикләримиздән (6) мунасибэти алыныр. 
Бу көстэрир ки, (1+ ж) функсијасы (- 1, 1) интервалын- 
да Тејлор сырасына а)рылыр: 


т ў 260010 0 (8) 
- 


3» 


Хку 
усуси һалда, = — | олдугда (8) бәрабәрлијиндән 


1 
пераје хет... ру 


ајрмлви: = 1 
|р! шы, а 2 олдугда исә 


а)рылышы ёлыныр. 
У. 7 (а) = (1+2). 
Јығылма интервалы (— 1, 1) олан 


0, 9 
10, х] (11< 1) парчасы үзрә Надбзћод Cite „ш 


[5 (- ца ах 


вә ја 
псу У (-ар-27 
#=2 гету an 


15) 


ајрылышыны аларыг. Лејбнис те; 
Д ореминә. 
(11) сырасы х = 1 нөгтәсиндә ыы. Da aAA) 


Ц 
5(х) = ара" è 
х) 2% т 


чәми [0, 1] парчасында кәсилмәјән фун 
о таз х) функсијасм да |0, нии 2 
. 1) интервалында 5 (х) илә үст-үстә дүшүр. Дача 


2-йт м (1+4) = Іш $(х) =5()= 


М үзе жене! 1 
УУ» гж 
вә ја 4 Е 4 


ГСУ Е E РА 
ә Гир: айы па ы 


УІ. shx во chx. 
Хо ” (1) сирт илә һәмин сырадан алмнан“ 
= +... 2 ... 
сырасыны топла)ыб, сонра да чыхмагла 
ее 
шин 


ызгы. „быы » 
х +++. + 02) 


вх = 


а 5 
маза жалынған 
ајрылышларыны алмаг олар, 4 бат + 49) 
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(14) 


n Л 
i, ф = — 1.... во С, 03- 


Ондай--1,8 
дугуну нәзәрә алсаг, (14) бәрабәрли)ини 


кими јазмаг олар. Сағ тарэфазки ме'торизолорин ичэрисин- 
дәхи сыраларын чәмләри ((2) ве (37 дустурлармна әсасән), 
ујғун олараг со х вә SIN Х функсијаларына бәрабәр олдуғунлан 
Шинэ (15) 
ејнилији алынар Буна Е/лер дустуру дејилир. 
ҮШ. у (х) = агсїр ж функсијасњ үчүн 


заал 
асх=х— 3 + рар же. (16) 


—1<х<1 
ајрылышы доғрудур. Буну алмаг үчүн јығылма интервалы 
(— 1, 1) олан. 
1 
їз а 
гүввәт сырасыны [0, х] парчасы (1х1< 1) үзрә һәдбәһәд инте- 
гралламаг лазымдыр: 
2 


х арт 2 Р. 
асх-(-2 -|| сэг» ји-Е (т 
% B= 


о ПИ лозе Ээ 


1+5 
$ 7. ИНТЕГРАЛЛАРЫН ВЭ ФУНКСИЈА ГИЈМӘТЛӘРИНИН 
СЫРА ВАСИТЭСИЛЭ БЕСАБЛАНМАСЫ 


Елә интеграллар вардыр ки, онлар елементар функсија ар“ 
ла сонлу шэкүлдэ ифадә едилә билмир (ХХІ, 57). Белә 
интеграллары сыралар васитәсилә һесабламаг бәзән Myw- 
күн олур. Буну ики мисал үзәриндә maah едәк. 

1. Тутаг ки, к 

2395 ах а» 
х 


интегралним һесабламаг лазымдыр. Интегралалты функсијанм 
гүввәт сырасына а)ырмаг үчүн 


5 
sin x = x — Ее ае 
зјрылышындан истифадә едәк. 4 


Бурадан х-ин бүтүн гијмәтләриндә Јығылан 


т^ 3 (=1" аг. (25| - 1 


ајрылышы алыныр. Ону (1 
бәһәд интегралладыгда (1) ы Алина н ои: 


(зах > ~ ми 
“25 ах- У (ај к= ._ 
і х х авар D 


(2) сырасы ишарәсини нө 
( вбә илә дојиш 
қ ән сі 
Кошу зена илә әвәз пина и 
гая әк олур (ХХХУ, 64), Мәсәлән, а =2 
олдугда алынан | == 
! % dx интегралынын 0,01 дәгиглији илә 


гијмәти 
Н 
мах 
55 ах=2—-*®_ ү 32 
! х гт бийг 7 161 
олар. 


Ч сн 

И. ] е "ах интегралыны песабламаг үчүн интегралалты функ- 

си)аны 
МЕЈ 

ары 238 

лышындан 
а Я 6, (1)) истифадә едэрэк гуввот сырасына 

6° У (—цу =, 
вд al 


х-ин бүтүн ги 
алтында ық |мәтләриндә Јығылан бу ајрылышы интеграл 


Жә - өз 
с ""ах= у (— 1) ыы 
! E ) (2л + ут (9 
бәрабәрлији алыныр. Б 
. Бу ајрылышдан истифадә - 
japu а верилмиш интегралы ке Жегиганилә Бөсаб- 


namar олар. 
Хусуси ћалда, а = 1 олдугда 
1 


І е“ dx= > р. 


20 


алыныр. Бу интегралын 0,01 дәгиглији илә гијмәти 
1 


| ^а Д4 21. + 05. 
3-1! 5-1 7-31 gat 
Гуввэт сыраларындан истифалә едорак бир сыра функсија- 
ларын гијмәтләрини муз]]эн дәгигликлә һесабламаг олар. 
Мәсәлән, sin х функсијасынын 
= ЕРІ 
sinx = =t ——— 

х ) Rati 
гувват сырасына а}рылышындан (8 6) истифадә едэрэк, онун 
мугјјан негтәләрдә гијмотини тэлэб едилән дәгигликлә һесаб- 
дамаг мүмкүндүр. біп х функсијасынын х =] нөгтәсиндә 0,01 
дагигликло ги]мэти 


яп14:1-4- ој 
ЕЈ 5 


олар. Сыранын дөрд һәддини көтүрдүкдә исә онун гијмәти 
1 1 _1 _ юй 084 
500 ' 


кими тапылыр. Бу заман бурахылан хәта 
5% Ді Ый ЫРА а 
“и 9 362580 
олар. Әввәлки параграфда алдығымыз 
- = ЈЕ 


ж а 
е = Ба во arctg 868 1547 


ајрылышларында х = 1 (бу нөгтәдә сыраларын икиси дә |ығы- 
лыр) көтүрдүкдә 1 1 1 
252541 сет о еее; 
= 1 С Я ада 5 
те каза 2404 4+ (—1у ==" 


бәрабәрликләри алыныр. Бу бэрабэрликлэрдэн истифадә едә- 
рәк е вә ж әдәдләринин гијмәтләрини истәнилән догигликло 


һесабламаг олар: . 
e = 2,7182818..., == 3,1415926... 


Биномиал сырадан ($6) _ 
пў =: 


өті 
истифадә едэрэк, көклэрин гијмәтини мүә)ән догигликло һесаб- 
ламаг олар. Мәсәлән, А 


үк. ҮЗ -iV E-i +] - 


ө—пт+1!) ул 
п 


Эдэдлэрин логарифмләри 


їп И =; (4) 
вә 
: 3 4 
Па =) а 5 ТА б) 
а)рылышларындан алынан \ 
пра («++ +...) (6) 


барабэрли]и васитәсилә һесабланыр. (6) сырасы (4) вә (5) сы- 
раларына нисбәтән сүр'әтлә }ыгылмр.; (6) бәрабәрлијиндә 
x= -у- көтүрсәк, 


мо 7 ALOE 2.1. ЭЭЛ, Н 
т2 24 ув Кр +H )= 0,693146. 

“Бу гајда илә тригонометрик, логарифмик “вэ б. функсија- 
ларын гијмәтләри ҹәдвәли тәртиб едилир. Дедикләримиздән 
а|дындыр ки, гүввэт сыраларындан мүхтәлиф тогриби ћесаб- 
ламаларда, мугјјон интегралларын ћесабланмасмидајво башга 
мәсәләләрин һәллиндә кениш истифадә олунур. 2 


88. ГҮВВӘТ СЫРАЛАРЫНЫН кемаји ИЛӘ 
ДИФЕРЕНСИАЛ ТЭНЛИКЛЭРИН ҺӘЛЛИ 


ТЕлә диференсиал танликлор вардыр ки, онларын һәлли еле- 
ментар функсијаларла ифадо олунмур вә буна көрә дә, әксәр 
Һалларда квадратураја котирилмир. Мәсәлән, бирдән бејук 
тартибли дојишом әмсаллы хәтти диференсиал тәнликләрин 
Һәлли, Үмумијјәтлә, квадратураја кэтирилмир. 

Белә тәнликләрин һәллини бэ’зэн гуввот сырасы шәклиндә 
кестормок даһа мүнасиб олур. Бу заман гуввот сырасынын 
сонлу сајда һәлләринин чәмини диференсиал тәнлијин тәгриби 
Валли кими дә ке угмок олар, 

Һәллин гүввәт с.,расы шәклиндә кесторилмоси методу XƏT- 
тн диференсиал тәнликләрә даһа јахшы тәтбиг олунур. 

Тутаг ки, дәјишән әмсаллы 


Y? ра (к) у“ +... + ре-ДОДУ ра) у ме] (х) (1) 
хәтти диференсиал тәнлијинин верилмиш р, (х) (к =1, 2,... л) 


эмсаллары вә f (х) сағ тәрәфи х = а нөгтэсинин мүәјјән әтра- 
фында гүввәт сырасына ајрылыр. Онда һәмин тәнлијин һәл- 
лини х — а фәргинин гүввәтләринә ҝәрә |азылмыш гүввәт Chi- 
расы шәклимдә ахтармаг олар. Бурада ашагыдакы ики усул 
нәзәрдән кечирилир. : 
1, Тутаг ки, (1) тәнлијиний (а, у, Ус... У“) башлан- » 

гыч шәртләрини өдәјән, Јә'ни 

9 (а) = ув, еа) = уб,..., ж (а) = у (2) 
бэрабэрликлэрини өдәјән у = е(х) һәллини тапмаг лазымдыр. 
Бу һәлли 


х—а (х—а)? 


я (хет (а)+ е (9) 0 #7 (0) + 
кесел ау... (3) 


Тејлор сырасы шәклиндә ахтараг. (3) сырасыны тапмаг үчүн 
онун эмсалларыны, јони у= ә (х) һәллинин вә онун бүтүн 
терэмэларинин х = а негтосинда гијмәтләрини тајин етмәк 
лазымдыр. Бунларын л доноси (2) башлангыч шортлориндо вери- 
лир, јердә галанлары исә (1) тәнлији васитәсилә (2) шәртлә. 
puna әсасән тапылыр. % 2 (а) = у) (а) төрэмэсини тапмаг учун 
(1) тонлијмнда х әвәзинә а әдәдини јазмаг, у, у’..... шал” 
х = а негтосинда гијмәтләри олараг (2) башланғыч шәртләрини 
котурмок вә алынан бәрабәрлији у" (а)-Ја нәзәрән вла етмәк 
лазымдыр. 

Сонра, у“'' (а) төрәмәсини тапмаг үчүн (1) тәнлијинин 
һәр ики тәрәфиндән х дәјишәнинә нәзәрән төрэмэ алыныр: 


«Ур (х) утә p (5) У? + ре (ЮУ + 
+ Ра (х) у =] (а). 

Бу бәрабәрликдә х әвәзинә а әдәдини, у, у',..., У ка 
мијјотлори әвәзинә исә онларын мулум әтләрини јазараг, 
алынан бәрабәрлији yt’ (a)-ja нәзәрән һәлл етмәк олар. 
Бурадан у"? (а) = 4” (а) төрәмәси тапылыр. 

Көстәрилән гајда илә у = е (x) функсијасынын бүтүн 

фа), (а). 9772 (а)... 
төрәмәләри во беләликлә дә (1) тәнлијинин (3) шәкдиндә һәл- 
ли тапылыр. 

Гејд. Шәрі олунан үсул (үксэктэртибли төрэмэр нэзэрэн baas 
олунмуш 

ЖЭ» Р(х, уу... уе») 


шэклиндэ диференснай тәнлијин һәллини тапмаг үчүн дэ тәтбиг озума 
биләр. 


/ 
Мисал 1. 


у-жу-1” (4) 
тәнлијинин 
%(0)- 0, #(0)= 01 (5) 
башлангыч ЖО ОРЕЛ өдә)ән у= Ф (х) һәллини тапмалы. 


олдуғуну нәзәрә алсаг 
у" (0) = 14 0. у (0) = 1 

олар. Инди (4) бәрабәрлијини ардыҹыл диференсиаллајаг: 
У”-ху-у-0, 

мин ху - 2y = 0, 


У ау —у 
ху’ — 3y -0, 


y 


Бу бәрабәрликләрдә х әвәзинә 0 әдәдини Јазараг, 
"(0 = y (0) =0, ж (0) = у (0) = O; (0) = у'(0) = 1, 
олдугуну нәзәрә;алсаг, онда ардыҹыл олараг тапарыг: 
у (0) = = (0) = 0, 9790) „0, 0) = 3, 
#70) -0, MDO 0, GVIDO --3.6,.... 
Үмумијјәтлә, | Я 
9992000) = 3.6.9... (3л —3):3 (л =й, 1,2,...). 
Jepaə галан төрәмәләр исә сыфра бәрабәрдир. Бу гијмотлори 
87 бәрабәрлијиндә |азмагла (4) тәнлијинин ахтарылан һәллини 
ашагыдакы шэкилдэ тапырыг: 
3333) | 3:64 , 3.6.9.11 
o= др е 8.00 бу 
(6) сырасы х-ин бүтүн ги]мәтләриндә |ығылыр. 
11. (1) тәнлијинин һәллини гејри-мүәјјән әмсаллы 
уза ах + ах? +... ах“ + (7) 
гүввәт сырасы шәклиндә дә ахтармаг олар. Бу мәгсәдлә у-ин 
(7) шәклиндә ифадәсини вә тө әмәләринин һәмин бэрабарлик- 
дән тапылмыш ЗН (1) тәнлијиндә Јеринә Јазырлар. 
Тәнлијин р, (х)(к Т, 2,... п) аларын во f (х) саг тә- 
рә“ ини дә гүввәт сырасына ајырырлар. Гүввәт сыралары үзә- 
риндә лазыми әмәлијјатлар апарылдыгдан сонра намәлум 
әмсаллар дахил олан ики гүввәт сырасынын бәрабәрлији алы- 
ныр. Гүввәт сыраларынын бәрабәр олмасы үчүн исә х-ин ејни 
дәрәҹәли гүввәтләринин әмсаллары бәрабәр олмалыдыр, Белә- 
ликлэ, ахтарылан намэ’лум а, (к = 0, |, 2,...) эмсалларыны 
таймаг үчүн сонсуз хэтти тәнликләр системи алыныр. Бу 


хланылыр, јердә 
лларын биринҹи л дәнәси ихтијари са 

ИЕ исә онлар васитәсилә ифадо олунур, Нэтичэдэ (1) 
гэв лијинин м сајда ихтијари сабитдән (сахладыгымыз л әмсал- 
дан) асылы олан һәлли алыныр. Бу, тәнлијим үмуми һәллидир. 
"7 Башлангыч шәртләр верилдикдә сахланылмыш л ихтијари 
әмсал ади гајда илә тә јин едилир. 


Мисал 2. ққ» о 
əl ћоллини (7) гуввот сырасы шэклиндэ ахтараг. у 
дейн БС тәнлијиндә у әвәзинә (7) ифадәсини аас: 
(2а, + 3.2а3х + 4.За. х? +...) — (ах фа,х' + 
"ах +...) = 0. 


Бурадан 

х х | 2.1.а, = 0, 
х! | 3-2.а, —а, = 0, 
х2|4-3-а,-а, 0, 
хз |5-4-а,— а, = 0, 


Бурада а, вә а, ихтијари эмсаллардыр. Бу гијмәтләри (7) 


бәрабәрлијиндә нәзәрә алдыгда (8) тәнли)инин үмуми һәлли + 


4 аы? Р ан“! . „бг 
Ул z 2355 ом + | 3-46:1-- 33641) 


= ау, (х) + ау, (x) қайды 
р. х) вә у,(х) хүсуси һәлләрини тэ ин 
жечи ата бүтүн гијмотлориндо |ығылыр (}охла!). 
Хусуси һалда, (8) тәнли|инин 
у(0)-а,-1, У (0) =a = 0 
башлангыч шәртләрини өдәјән һәлли у = у, (х) олар. 


$ 9. БЕССЕЛ ТӘНЛИЈИ 
гу + ху +(#—#уу=0 в) 


. ндә д нсийл тәнлијә Бессел тәнлији дејилир. 
Буре и параметрдир вә тәнлијин индекси адланыр. 


~ 


Бессел тәнлији би 
р чох физики, техники ва 
ләрин һәллиндә ҝениш тәтбиг едилир. кадед 


Әмсаллары сабит олма 
ләшмиш гүввәт сырасы Зэн Толеи хасан а 
- 
у-х У ах" (2) 
шэклинд| ЛЕ 
ә ахтармаг лазымдыр (г һәр һ 
Бунун сәбәби одур ки, х=0 я. 
Е т һәләлик мүәјјән олмады! 
ырдан фәргли һесаб ет! 
(2) ифадәсини вә ыны 


-абит эдэддир). 
мәхсуси нөгтә-- 
тындан а, омса 


у= У (+ к) акк", 


_ = 
УУ (+) (к јак" 7 
= 
төрэмэлэрини (1) тәнлијиндә Јеринә Тазаг: 


х? 23 („+ к)(г+к-— ах 3 + 222 + кјах “+ 
+ (а) ах 0, 
к=о 


Бу бәрабәрлијин һәр ики тәрәфини х" вуруғуна “бөлсәк вә 


һәдләри груплашдырсаг 
> 


Хек ја + У 
7 + кү! — +] ах"-- У ах“ 0 
A =“ ” 
бәрабәрлији алынар. х-ин мү 
сыфра бәрабәр һесаб едэк: 
х0 [0092 —2) а, = 0 
[е 10) "јао (9 
х | (+ к)! — У јак + ani = 0, к> 2. 
Бүрідін а 0 ОРЛ Fi = у ВЭ г, = — у алыныр 
э => л i 
бәрликләринин Ее адаы пе МИ На) бэрс 
(1 — И] а, = 0, (24-1 0, 
алыныр. (4) А < 
4 4-2 
(тю. к> 2 
вә К-нын чүт вә тәк әдәд олмасындан асылы олараг 
9—1 


хтәлиф гүввәтләринин эмсалларыны 


а= — 


ажа то у" (5) 
ana 4 
ду = —– ———==— = — 28-21 
та сс 2к0 + 120) ETET] © 


олар. а; = 0 олдуғундан аха = O (x = 0, 1, 2,...) вә 


а а 
аи, а ... 
араа С 22040042 


ак-(-1) 


же жена 7 
то (к) or 


мүнасибәтләри алыныр. Әмсаллар үчүн тапдығымыз бу гијмат- 
ләри (2) бәрабәрлијиндә |еринә јазараг, 7, = у олдуғуну яәзәрә 
алсаг 


2%4 (» + 1 


„= у су = 


2* к! (5 + 1). + 9) 


к=о 
Бу сыра Даламбер әламәтинә әсасән х-ин бүтүн ћогиги гиј- 
мәтләриндә |ығыландыр. (8) сырасы илә та'јин олунан функ- 
сија (1) тәнлијинин хүсуси һәллидир. Бу функсија а, сабити- 
нин мугјјан сечилмиш гијмотинда биринҹи нов + тәртибли 
ва ја у индексли Бессел функсијасы адланыр вә 1. (х) илә 
ишарә олунур. Бессел функсијасына бә'зән биринҹи нев си- 
линдрик функсија да дејилир. 

Ејни гајда илә (1) тәнлијинин /;——» көкүнә ујгун Налли- 
ни дә гурмаг олар. Бу һалда (4) барабарликлэринин учунчу- 
сүндән чүт индексли ах әмсалларынын тапыла билмәси үчүн 

(л»+2к)#—»5?-#0,-ту-+2к# у (~ гу), тү—гу#2к 
шәрти едэнилмэлидир. у=» вә Ғұ----у олдугундан тү—гу=?» 
олар. Демәли, у әдәди гам олмадыгда икинчи хүсуси һәл. 
тапмаг олар. Бу һәлл (8) бәрабәрли|индә v әвәзинә —» }а3ма 
ла алыныр: 


- 
ои ые Ж. = ЭРЧ 49 
у= х Хх атару (9) 

Бу һәлдән а, сабитинин сечилмиш мүәјјән гијмәтиндә алы- 
нан функсијаја биринҹи нев --у индексли Бессел функсијасы 
дејилир вә /-4х) илә ишарә олунур. 

» әдәди там олмадыгда (8) (9) арылышларында х-ин 
мүхтәлиф гүввәтләри иштирак едәр. Буна көрә дә v әдәди там 
олмадыгда 1,(х) вә 1-4(х) функсијалары (1) тәнлијинин хэт» 
ти асылы олмајан һәлләридир. Бу һалда һәмин тәнлијин үму- 
ми һәлли 


у = С\1,(х) + СИ (x) (10) 
шэклиндэ олар. 1 
Бурада бир хүсуси Валы да гејд едэк. (1) тәнлијинин тə. 


олдугда хүсуси һәлләри 


(= У 2 sinx 


ва 
ба -И2 cosx 
Бессел функси)алары, үмуми Вэлли исә 
У= СМ, (х)--Сү үх) 
Ж т 

ифадәси олар. 

Инди, фәрз едәк ки, » там мүсбэт әдәддир. Бу һалда (1) тән- 
лијинин бир хүсуси һәлли |енә до (8) бәрабәрлији илә тә”Јин 
олунар, (9) бәрабәрлијинин бир сыра һәдләринин мәхрәҹи исә 


сыфра чеврилэр. Буна көрә дә Бессел тәнлијинин икинҹи ху- 
суси һәлли (9) бәрабәрлији илә то'јин олуна билмәз. 


Бесселин /, (х) функсијасы а,-ын а= = гијмәтиндә V там 


мүсбәт әдәд олдугда (8) бәрабәрлији илә тә']ин олунур; 


Б)» тч де» ТЕТЕ (к) =". (1) 
Бу бәрабәрлији 
кими дә јазмаг олар. © ж 
Хүсуси һалда, у=0 олдугда алынан 
ху'+у'+ху=0 (13) 


тәнлијинин бир хүсуси һәлли олан биринчи нев сыфыр тәр- 
тибли Бессел функсијасы 


2 1 (хүч 
= 1) |2 
мө» Үсэг (5) (14) 
кими јазмлар. 
Кестармок олар ки, у эдэди Там олдугда (1) тәнлијинин 
икинҹи хүсуси һәлли 


У,(х) = (х)шхх У бих“ (15) 
кес 
шәклиндә ахтарылмалыдыр. Бу ифадәни (1) тәнлијиндә jasa- 
раг ё, әмёаллары -ә|ин едилир. 

(15) һәлли х--0 нөгтәсиндә сонсузлуға чеврилир. Белә тә'- 
Јин едилмиш У, (х) функсијасынын мугјјан сабитлә һасилинә 
икинҹи нов у тортибли Бессел функсијасы дејилир. 1.(х) 
вэ У.(х) функсијалары (1) тәнлијинин хәтти асылы олмајан 
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һәлләридир. Буна көрә дә » там эдэд олдугда (1) тәнлијинин 
үмуми һәлли 
у = Сл (х) +С,У, (х) (16) 
ә олар. 
и дындыр 29 (1) тәнлијинин х=0 нөгтәсиндә сонлу. һәл- 
лини алмаг учун (16) бәрабәрлијиндә С,=0 көтүрүлмәлидир. 


$ 10, БЕССЕЛ ФУНКСИЈАЛАРЫНЫН 
БИР СЫРА ХАССӘЛӘРИ 


Бессел функсијаларынын бир сыра мүһүм вә мараглы хас- 
сәләри вардыр. Бунларын бир нечэсини көстэрэк: | 
1. Бессел функсијаларм арасындакы әлагәни тәјин етмәк 
үчүн әввәлки параграфын (12)-чи бәрабәрлијиндән алынан 
4 = (хүхэ, 
1, (x)= (С! жуй (5%) 9>9 
.- 


бәрабәрлијини х-э нәзәрән диференсиаллајаг: 


Р 59 ПРИ и 
26 реле Үс (5) = 


- э, 
‚хх ХҮ жы =x]. (x). (1) 

s0 

Ејни rajaa илә 
24. ІСТІҢ = а (0) (2) 

ах 


дүстуруну да алмаг олар. Бу дүстурлары аҹыг ш әкиядә jasar: 
j ух, (х) + х Г.) = ХИ (х\, 
мк) ђе Тн (и), 
Бу бәрабәрликләрин биринчисини х”-|3, икинчисини ж -J> 
бор пан х алынан бәрабәрликләри"нөвбә илә T- 
рәф-тәрәфә чыхсаг вә топласаг 


Па бо) + а) = EÈ а, (3) 
па (к) (х) 2, (х) (9 


1 . Истэнилэн там у әдәди үчүн исбат етди- 
сү «ау а турлары ж-нүн истоннлан гијмәтиндә дә 


ету и Функсијасы үчүн у-нүн там мәнфи олмајан ruj- 


мәтләриндә алынмыш 
1х) = 2 (–— 1 
*а0 


ұз” 


-түшш-01! (5) 
Ki (++ к)! 2 


көстэрилишиндэн ($ 9) ајдындыр ки, у>1 олдугда 1, (0)=0 вэ 

У>2 олдугда 1.(0)=0 олур. Ејни заманда 1, (0) 0 вә 7; (0)0, 

Бунунла белә, исбат етмәк олар ки, истәнилән у> 0 ин. 

дексли һәр бир /.(х) Бессел функсијасынын (0, 4-со) интер- 
эш сонсуз сајда елу вар. | 

. л ве р әдәдләри /, (х) (у>0) Bece, ух- 

талиф сыфырлары олдугда х ) жыласы 

1 


іе (Ах) Г. (вх) 4х--0 (6) 


бәрабәрлији доғру олар. Буна Бессел функсијаларынын орто- 
гоналлыг хассәси дејилир. 


(6) бәрабәрлијини исбат етмәк Д у= 
буен рли} мәк үчүн гејд едәк ки, у=/, (х) 


яу ху +") y=0 (7) 


Бессел тәнлијинин һәлли олдуғундан,! истәнилән ү>0 ә 
учун у=/, (1х) функсијасы h 1 55 


ху'”+ху'+(?х%—)у=0 (8) 
тәнлијинин һәллидир. Онда мүхтәлиф ^ вә р әдәдләри үчүн 
а л А 
efha +х К (Ах) 022—0) 1, (ух) =0, 


хх) +r- (вх) + (в? — Я) 1. (кх) = 0} 


ејниликләри өдәниләр. Бу е)ниликләрин биринчисини /, (›х)-э, 
икинчисини /[,(^х)-э вуруб, тәрәф-тәрәфә чыхдыгда | 


4 4 4 
гын (вх) 2 д) Лр) -2- ХЭЛ - 
= x (p? — à?) 1.0%) 1,(в х) (9) 
ејнилији алыныр. Бу е)ниликдә 
а 4 A 
1.0) = (Ax) вз = ІЦұх) = ph (px) 
олдугуну нэзэрэ алаг вэ ону [0, 1] парчасы үзрә интеграллајаг: 


| 
(88-29) | x Ax) I (вх) ая = A, (А) 1, (у) в.) Г. (в). (10) 
° 


Бурадан /„() = Г, (в) =0(А 
алыныр. 0)= 1.(6)=00% в) олдугда (9) бәрабәрлији 


IV. Инди истәнилән А әдәди үчүн 
1 
! хә рах (1) 


интегралним һесаблајаг. Бу мәгсәдлә һәмин интегралы 
: : 
|х [h Ca) d=} | х1, рах (2) 
5 “4 


шәклиндә Јазаг. у = 1,(х) функсијасы (7) тәнлијинин һәлли 
олдугундан 

х2у"-ьху а(31--у) у==0, (у=1,(х)) 
ејнилији доғрудур. Бу ејнилијин һәр ики тәрәфини 2у'=2[Г.( х) 
функси}асына вурмагла 

2х?у'у'-+2х (у + 2 (22—)уу'==0, 
ејнилијини во бурадан : 

ро ауа а (УЫ |) у (13) 

мунасибэтини аларыг. (13) бәрабәрлијини |0, А] парчасы үзрә 
интегралласаг 


2 лујах (уу) рф) ПОР 
ой Бурадан (12) бәрабәрли}инә [әсасән алырыг: 
} шора о + (1— 2) КОГ 09 


ХХХУШ Фасил 


ФУРЈЕ СЫРАСЫ 


81. хэтти НОРМАЛАШМЫШ ФЭЗАЛАРЫН 
ТАМЛЫҒЫ 


Тутаг ки, R хәтти нормалашмыш фәзадыр вэ онун истәни- 
лан х2 В елементинин нормасы || х || илә ишарә олунмушлур. 
Бу фәзанын истәнилән хе К вә уЕВ елементләри арасындакы 
мәсафәни 
Р(х, у) Ш У] зан 
кими тәјин етдикдә һәмин Фәза merpak Фәзаја чевртлир 
(ХХУ, $ 1). (1) метрикасына А фәзасы нормасынын доғур лугу 
метрика дејилир. Беләликлә, һәр бир хәтти нормалашмыш S- 
за (1) тэбии метрикасы илә метриклашир. Белә Фэзаларла 
р(х, у) метрикасы Пэракэтэ нәзә эн нивармантамр вә мүсбэт 
бирчинслидир, }ә'ни истэнилэн х С К, УСК, © А елементләри 
вэ ћогиги а олоди үчүн 

(ха, y+) = 142) — (ува х-у р(х, У), 

Мах, ауу-ал-ау| 12(х--у) ах Ух, У) 

мүнасибәтләри едонилир. ын 


Гејд едәк ки, хәтти метрик фәзаны шормалашдырмаг MYM- 
кун олмаја да биләр. Лакин хәтти метрик фәзанын р(х, у) 
метрикасы Јухарыда кестәрилән һәрәкәтә нәзәрән инвариан 
лыг вә мүсбәт бирҹинслилик хассәләрини өдәдикдә, ону HOP- 
малашдмрмаг мүмкүндүр. Бу һалда, х елементинин нормасы 
Їх | -0(х, 0) бәрабәрлији илә тә'јнн олунур. Белә норма үчүн 
хәтти нормалашмыш фәзяларын 1, — 3, аксиомлары (ТУ, 59) 
өдәнилир. 

Метрик фәзаларда олдугу кими һәр бир хәтти нормалаш- 
мыш фәзада да (1) метрикасмна нәзәрән ардычыллығын jbt- 
ғылмасындан, фәзанын тамлыгындан вә с. данышмаг олар. 

Тәриф 1. Хотти нормалаш мыш R фәзасынын 


Жуу Жыла Жылғы (2) 
елементләри ардычыллыгы вә х Е К елементи учун 
Ни |х || =lim р(х. х) = 0 
n -oa - 


бәрабәрлији өдәнилдикдә, дејирләр ки, (2) ардычыллыгы 
нормаја көрә х елементинә )ығылыр. Беләликлә, (2) apan- 
чыллыгынын норм көрә х елементинә јығылмасы, һәмин 
норманын доғурдуғу (1) метрикасында (2) ардычыллығынын х 
елементинә јығылмасы демәкдир. 

Гејд едәк ки, ејни бир хәтти фәзада мүхтәлиф нормалар 
тәјин едәрәк, мүхтәлиф мэ’нада |ығылма анлајышлары алмаг 
олар. 

Мисал 1. Верилмиш |а. #] парчасында кәсилмәјән х=ех (t) 
Функсијаларындан ибарәт олан R хәтти фәзасында норуаны 


К = зар, [| (3) 


кими таин етдикдә хәтти нормалашмыш С[а, b) фәзасы 
(V, $2, 9) алыныр. Бу фәзанын нормасында (х, (()| ардычыл- 


лыгынын х(6) Ca, ò функсијас̧ына јығылмасы 
lim | sup (ә ()-(0)-їйт 0 
аах . 
барабарлијинин едонилмаси демәкдир, Бу да кәсилмәјән функ- 


сијалармн (х, (0)| ардычыллыкынын |а, 6] парчасында косил- 
мојан х(() функсијасына мунтозом }ыгылмасыдыр. 

Мисал 2. |а, b| парчасында кәсилмәјән функсијаларын 
хәтти фазасын 1а норманы $ 


1х Ја, = ШЕШІ (4) 


кими то'јин егдикдо хәтти нормалашмыш фәза алымыр ( (4) нор- 
масы учун Хотти нормалашмыш фозаларын 1 3, аксиомлары- 
нын (ІУ, 89) еланилмосини асанлыгла јохламаг олар!). Бу фә- 
замы Li? ja, bj илә ишарә єдж, |X, (f)} функсионал ардычыл- 
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лығының L fa, b) фәзасынын нормасында x(t) E Ц [а, 5] 
функсијасына Јығылмасы 


Г 
lim | хех о = lim || же (0) (9161-0 


бәрабәрлијинин өдәнилмәси демакдир. Бука ардычыллыгым 
орта јығылмасы дејилир; (х,(0| ардычыллыгы орта мо нада 


x(t ксијасмна |ығылыр. 
4 пева 5 Инди Іш $] парчасында кәсилмәјән функсијала- 


рын R хәтти-фәзасында норманы 
П 


БОР (i OP 4) | 6) 


хими то'јин едэк. Бу заман хэтти нормалашмыш фаза аксиом- 
дары едовилир: | 
1,. ЇхЇ > 0 олмасы ајдындыр. Кэсилмэ]эн функсија үчүн 


х1 = 0 олдугда х(4) == 0 олар. | 


А ? 
2... Һәгиги А -эдэди үчүн реке (Пе) - 
| 
1 


ь + 
«84 fierar) = ружне. 


З„. Истэнилэн х С R вә УЕ К үчүн | 
їх-++ уша < (а ко + ПУ 2 


бәрабәрсизлијинин доғру олмасы кшн 
1 


b b yi . | ? : 
( хо < (| [x оға) () рег) (7) 
а 2 а 

Порабарсизлијино эсасэн исбат олунур. (7) бәрабәрсизлији исә 


; Эг ‚ Ул 
| нөгөө | - jeoajsos-z [|] 1х(40у(0- 
-уйдх(Ор du) dt 


сјнилијиндон алыныр. Сонунчу ејнилијин догрулугуну асанлыг” 
ла јохламаг олар. 

зао алынан хотти нормалашмыш фәзаны Lja, 5] 
илә ишарә едирләр. |Х«(4)| ардычылдыгынын LP (а, 8 фә- 
ы xs 


засынын нормасында х(1)Ё LP а, 2] функсијасына јығылмасы 


b ч 
іт | о = ит 1хо—хога) =0 
ко к-а) 

- ы / 
мунасибэтимин өдәнилмәси демэкдир. Буна ардычыллыгын 
орта квадратик јығылмасы. дејилир. 

Беләликлә, ејни бир хәтти фәзада ([а, b) парчасында ka- 
силмәјән функсијалар чохлугунда) (3), (4) вә (5) кими үч мух- 
тәлиф норма тојин етдикдә функсијалар ардычыллыгынын 
мүнтәзәм, орта вә квадратик орта јығылмасы кими мүхтәлиф 
Јығылма анлајышлары алыныр. 

Мисал 4. п-елчулу En метрик фәзасында (XXV, $ 1) исто- 
нилон х=(Х), Xy. o Ха) негтесинин нормасы 5 

ІМ Ур 
кими то'јин олунур (IV, $9). Белә алынан хәтти нормалаш- 
мыш фәзада ардычыллыгын |ығылмасы ујғун координатлар 
ардычыллыгы үзрә |ығылмадыр (XXV, $ 3). 
2 Тэ’риф ®. Хәтти нормалашмыш фәза, норманын доғур- 
дугу метрикаја нәзәрән там метрик фәза олдугда она там 
фәза дејилир. 

Хәтти нормалашмыш там фәзаја Банах фәзасы деји- 
лир. Банах фәзасына бә'зән (В) типли фәза.да дејилир. 

Мисал 5. Ғ,(л>1) вә С|а, 6] фәзалары Банах фәзалары- 
дыр. LẸ [а, b] вә LË’ ја, b) фэзалары там дејилдир. 

Е, Фазасынын тамлығы чохелчулу фәзанын нөгтәләр арды- 
чыллығынын |ығылмасы һаггындакы Коши критерисиндан алы- 
ныр (XXV, $ 3). С [а, 5] фәзасынын тамлығы исә функсионал 
ардычыллығын бу фэзанын нормасында |ығылмасы мүнтәзәм 
Јығылма олдуғундан ва функсионал ардычыллығын мүнтәзәм 
Јығылмасы һаггындакы Коши критерисиндән (XXXVI, 54) aj- 
дындыр. 
іа, 6] фозасмимн там олмадығыны кестормак үчүн 
191--1,1| фәзасына бахмаг кифајәтдир. 1/9|-1; 1) фәзасы- 
нын там олмалыгына инанмаг учун һәмин фәзада фундамен- 
тал олан, лакин |ығылма)ан бир уун ардычыллыг көс- 
тәрмәк лазымдыр. Бу мәгсәдлә Ц--1, 1] парчасында кәсилмәјән 


== .<-1 олдугда 
(ђе! ч + << Е олдугда (8) 


1, 1. << 1 олдугда 


(Стефан Banax (1892—1945) мәшһур Полша ријазијјатамемдмр 
3% 


функсијалары ардыҹыллығына бахаг. (8) функсијалары mah- 
дуддур |еа (1) | < ! вә (91-1, 1] фәзасында фундаментал ap- 
дычыллыг тәшкил едир: 


o= 100) (0) Рав | [9-5 (бра < 
Ч = 


Лакин |5.(4)) ардычнллыгы LP [2-1, 1] фазасынын нормасын- 
да һеч бир кәсилмәјән Ф (2) функсијасына, ја'ни һеч бир 9 (1) С 
С LË |—1, 1] функсијасына |ығылмыр. Буну исбат етмәк учун 
эксини фәрз едәк ки, |= (#)} ардычыллығы $ (t) Є 191-1, И 
функсијасына |ығылыр: 


l?a (t)—ẹ (t) pat) =0 (9 


lim | Фо он Ит ( 
a. Цар 


Онда һәмин $ (f) вә 
+ |7 1, —1 <t <0 олдугда 
| 1, 0<Е<1 олдугда 
функсијалары учун (6) бәрабәрсизлијинә әсасән 
1%-”Пө<1%- ТАН — lgo (10) 


мүнасибэти алыныр, Јохламаг олар KH, 
' 


. : 1 
im нь епа ено ога) =0 в) 
вээ Ц à 
бәрабәрлији догрудур (9) вә (11) бәрабәрликләринә әсасән (10) 
мүнасибәтиндән * А 
р" 00—00 'а=о 
баәрабәрли|н, бурадан исә { 
[0 ера, (19(0-9(0Г40-0- (12) 
ы] b 


бәрабәрликләри алыныр. Шәртә көрә # (t) — е (1) Фәрги |—1, 0) 
вэ |0, 1] областларынын һәр бириндә ајрылыгда кәсилмәјән 


функсијалардыр. Онда (12) бәрабәрликләриндән һәмин об 
ластларда 


50 (0-9(1) = 0 “с 1—1, 0), ЕЁ [0, 1]) 
ејнилији алыныр (/(1)6 С[а, 6] функсијасы үчүн {ла 0 


4 
олмасындан f(t) == 0, Ё С [а, 6] ејнилији алыныр). Бурадан” aj- 
дындыр ки, 


Ит е (6) = lim 4 (6) lim 9(4)- ит $ (0 
--о 1-0 1-49 (2513 


олар, Јә'ни Ф(#) функсијасы #=0 нөгтәсиндә кәсиләндир. Алы- 
нан зиддијјәт фарзијјамизин доғру олмадығыны кестарир. 

Ејни rajaa илә LÍ? [а, 6] фазасынын, да там олмалығыны 
кестормок олар. а 

Там олмајан 149 [а, 6] вз LÝ’ [а, 8] фәзаларына „jenn ene- 
ментлор“ әлавә етмәклә онлары тамамламаг, |ә'нн там фәза 
імәклинә ҝәтирмәк олар. Бу һалда алынан фәзалары ујғун Ona- 
раг L, |а, b] вэ Laja, 6] илә ишарә едирләр. 

Тәриф 3. Хәтти нормалашмыш К кин истәнилән 
xE R елементинә, hamun фәза елементләринин М чохлугун- 
дан К-ия нормасына көрә јығылан (х,| (ха С М) ардычыллығы 
ајырмаг мүмкүн олдугда, дејирләр ки, М чохлугу R фәза- 
сында сыхдыр (вә ја һәр јердә сыхдыр). 

Хәтти нормалашмыш Ё фәзасында сых одан [Xe] (х, ЕЮ) 
һесаби чохлуғу вардырса, она селарабел фәза дејилир. 

Мисал 6. Е, фәзасы сепарабел фәзадыр. Бүтүн расионал 
әдәдләр чохлуғу (һесаби чохлуг) Ё, фәзасында сыхдыр (ХІІ, $ 1). 
а Фәзасы сепарабел фәзадыр. Координатлары 
әр олан бүтүн негталор чохлуғу (һесаби чох- 
а нда сыхдыр (исбат един). 

8. Әмсаллары: расионал әдәдләр олан бүтүн чабри 
чохһәдли зәр чохлугу һесаби чохлугдур вә С |а, b) фәзасында 
сыхдыр (исбат един). Буна көрә до С ЇЕ b] сепарабел фәзадыр. 


52 LP a ЛЫ вә lp ФӘЗАЛАРЫ 
(а, b] парчасмида та’)ин олунмуш вә мүтлэг гијмәтинин 


речи дәрәҹәси (1<р< + со) һәмин парчада Риман ma'nana инте- 
гралланан (умумијјотло, гејри-мәхсуси ма'нада), ја'ни 


М 
Их) асос 


шәртини өдә)ән | функси]алары чохлуғуну LE ја, Б] илә nwa- 
рә едәк. Бу фәзада кстонилон f С1.® [а, b) функсијасынын 


нормасыны 
П 


b 14 
иле (fiora) <+» o 
2 а 


кими тәјин едирләр. LẸ [а, b) фәзасынын сыфыр елементи 


олараг 
. 


[16 0а) рах =0 (2) 
. 2 

шәртини өдә)ән 8 (х) функсијасыны көтүрмәк лазымдыр. 9(х)=0 
Функсијасы (2) шэртини өдәјир. Лакин бу шәрти едэ]эн баш- 
га функсијалар да вардыр: (2) бәрабәрлијинин өдәнилмәси үчүн 
0 (х) функсијасынын кәсилмәз олдугу бүтүн нөгтәләрдә сыфра 
бәрабәр олмасы, ја'ни 6 (х)=0 олмасы зәрури вә кафи шәртдир. 

19 [а, b] фәзасынын хәтти нормалашмыш фәза олдуғуну 
исбат етмәк үчүн бир нечә кемокчи тәклиф дазымдыр. 

(5. 7) мустависи үзәриндә |ерләшән у=-" "ва ја t=r 
(рд = 9 + р) ә)рисини көтүрәк И 
(шәкил 265). Шәкилдән а)дын- 
дыр ки, 5, вә 5, саһәләринин 
чәми 28 һасилиндән кичик де- 
јилдир: 


РЕС 


олдугундан : 
4545 (3) 
Р 4 


Шэкиа 265 


аларыг. Бу бәрабәрсизликдә а= | (ХЕ ја, В] вә $= 
=|е, (2) 1E LP ја, 6] гәбул едәрәк, алынан мүнасибәти интег- 


ралласаг 
2 Р қ 
fi мәнде дах + 1| I(x) Pax 
. . г a 


олар. Сонунчу бәрабәрсизликдә /, әвәзинә 0173 вэ. 


әвәзинә та кетірдукдә истәнилән РЄ 1а, 9) вә 
ыл 
. 


#(х)Є 149 [a, b] функсијалары үчүн 
1 
ШЫТ Їїнд 9(5)|4х <1 


вэ ја © 


b ` ` b ч 
firer оа (неге) (эбола % 


1 


бэрабэрсиали|н алынар. 
(9 бәрабәрсизлијинә Һөлдер! бәрабәрсизлији дејилир. 


Ејви гајда идә (3) бәрабәрсизлијиндән > ја, | < + со вә 


кезі 


b, 
ҮЕ «К < + со шәртләрини өдә)ән (а,] вэ [5] ардычыллыг- 
лары учун ћелдерин башга 
1 


= о“ оқыла т 
ЫР Б №) © 
x= к-1 x-1 

барабарсизли)ини алмаг олар. | 

Тутаг ки, fE Ю[а, 5 9 [а, 9 
сијалардыр. Онда 8) ОДАН ми БА сам 

b 
b 
Те Рае ИР pax [17+ e P™ 6 х < 


„же. 1 1 


«(нра 4 | не) + (firea) | 


вә ја 
1 
т 


b т ь 
(|гчөнаа| «(өнө + (ном) ©) 


олар. Ејни мүһакимә илә (5) бәрабәрсизли)индән 


т 


У ја Резе нэ У | „|? < + со шортлорини өдә)ән ихтијари 


к=! .. 
10. Л. Белдер (1859—1937) алман ријазијјатҹысыдыр. 
400 


las) ва |бу} ардыҹыллыглары үчүп 
1 1 


(нны < PORED © 


жээ. 


бэрабэрсизли]ини алмаг олар. 
(6) вз (7) бәрабәрсизликләринә Г. Минковски! бәрабәрсиз- 


ликләри дејилир. 
148) (а, b] хәтти нормалашмыш фәзалыр. 


Доғрудан да, (1) нормасы үчүн хәтти нормалашмыш @әзз- 
нын 1-3 аксиомлары (ТУ, 59) өдәнилир. 
1. 1 иж > 0. ШИ = С олдугда |(х) = 0(Х) олар. 


2,. Һәгиги А эдэди үчүн 
i 


ь 7 
плин (атое 2 = ли 


3». Истонилан РЄ 159 [а, М вә #109 [а, b] үчүн 
Ир ele < ИЛ + |9 Їнэ 
бәрабәрсизлији (Јә"ни (6) бәрабәрсизлији) доғрудур. 
(Р (Є L® [a, b], л = 1,2, ...) ардычыллығынын 19 (а, 5} 
фэзасынын нормасында / 6 109 (а, 6] функсијасына |ығылмасы 
4 


: 
ит ifa — Гю = їт ( ТА о-о) =0 9) 


бәрабәрлијинин өдәнилмәси демәкдир. Буна ардычыллыгын 
орта 149 мэ’нада | функсијасына |ығылмасы дејилир. 

19 [а, b) сонсуз өдчүлү хәтти нормалашмыш сепарабел 
фаза олуб, там фәза дејилдир. 

илә У, ја(Р< + со (1 <р << -+ се) шәртини өдәјән а= (2. 


к=! 


а.) вә Ја [ах] ардыҹыллыглары ҹохлуғуну ишаро 


. Истанилан а Є/, елементинин нормасыны 
1 


“ » 
1an, (ла) по 
= 


чохлуту хәтти нормалашмыш фазаја 


(8) 


кими тојин етдикдә lp 


1 Г. Минковски (1864—1909) алман физики вэ ријазајатчысызы; 
o-s жз 


чеврилир. (10) нормасы үчүп хәтти нормалашмыш фәза аксиом- 
ларынын өләнилмәсини Јохламаг чәтин дејилдир. 

Бу фәзанын сыфыр елементи 0 (х)= (0, 0,..., 0,...) арды- 
чыллығыдыр. 1, хәтти нормалашмыш сонсуз өлч ay сепарабел 
ва там фозадмр. /; фәзасынын там олмасы сонракы гараграф- 
да исбат едилир. 


5 3. БИЛБЕРТ ФЭЗАСЫ 


Һәгиги хәтти фәзаларда норманы бэ’зэн скалјар һасил Ba- 
ситәсилә те'јин едирләр. 


Һәгиги хәтти Фәзада скалјар Васил тә|ин олундугда она: 


Евклид фәзасы дејилир (ІУ, $6). Евклид фәзасынын истәни- 
ләй х елементинин нормасыны 


|хЇ-Ү(х х) (1) 


кими па ја етдикдә о, хәтти нормалашмыш фәзаја чеврилир- 
(У, 59). 


Евклид фәзасынын истәнилән х вә у елементләринин (х, у) 
скалјар һасили үчүн Коши—Бумјаковскинин 


Пе з) Пе ПУП @ 
бәрабәрсизлији доғрудур. Евклид фәзасында ҹәм, һәгиги эдэ- 
дә вурма вә скалјар һасил кәсилмәјәндир, ја'ни 1-- со шәртин- 
ДЭ Ха--т, Улг»у ((1) нормасы мэ’нада Јығылма) вә 24-2 (әдәди 
ардычыллыгый |ығылмасы) оларса, онда п— со шәртиндә 

хф улэ х+ у, 

ха => Ме, 
(Xar Ya) = (x, У) (3) 


мүнасибәтләри догрудур. (3) мүнасибәтләри (2) бәрабәрсизли- 
Јинә әсасән асанлыгла исбат олунур. Мәсәлән, ахырынҹы мү- 
насибәтин доғрулуғу 


Пока, 3a) — (2, у)| = |(ха— Ж, Ya) + (Х, уа—у)|< 
ха = xil ya l+ 1А И уз — yil O (ос) 
кими исбат олунур. Бурада нормаја ҝәрә |ығылан |уі) арды- 
чыллығынын мәһдуд олмасындан, ]ә'ни | уз |< М (п =1, 
олмасындан истифадә едилир. 
(1) нормасы васитәсилә тәјин олунан 


р(х, у) = |х— у= У{х—у, 5) (4) 
метрикасы скалјар ћссилин доғурдуғу метрика адланыр. Бу 
метрика мэ’нада Евкли. засм там ола да билор, олмаја да 
билэр. Сепарабел олян ва олмајан Евклид фәзалары да вардыр. 

Сонлу өлчүлү Ё д (әзалары, һәмин фезаларла ортонор- 
исин варлыгы, елементлорин ортонормал базис үзрә 


арылышы вә с. мәсәләләр китабын биринҹи һиссәсиндә ө)рэ- 
нилмишдир. Бурада сонсуз елчулу Евклид фәзаларынын бир 
нову өјрәнилир. 

Тәриф 1. Сонсуз елчулу там сепарабел хәтти Евклид 
ucuna Һилберт" фәзасы дејилир. 

Бурадан ајдындыр ки, Н Һилберт фәзасы ашағыдакы ш арт- 
ләри (аксиомлары) едэ]эн истәнилән тәбиәтли х, у, 2,... CAC- 
ментлари чохлугулур: 4 

1. Н Евклид фәзасыдыр (скалјар һасил тәјин олунмуш 
хәтти фәзагыр). 3 

П. Н фәзасы р(х, у) = |х — y || метрикасына нәзәрән тамдыр. 

Ш. Н фәзасы сонсуз өлчүлүдүр, јо'ни истәнилән сонлу сајла 
хәтти асылы олмајан елементи вар. 

IV. Я сепарабел фәзадыр, ја'ни М фәзасында сых олан he- 
саби чохлуг вардыр. 

Гилберт фәзасының елементләри ардычыллыгынын ики нев 
|мгылмасындан данышмаг олар: нормаја көрә јыгылма вә зәнф 
Јјығылма. 

(ха) ардычыллығы (ха 6 Н) вә xE Н елементи үчүн М фә- 
засынын нормасында 


lim |х— x| = lim р(ха, x) = 0 (5) 


бар"борлији өдэнилдикдэ, дејирләр ки, [Xa] арлычыллығы нор- 
маја көрә х елементинэ )ығылыр. 
Әкәр истәнилән у EH елементи үчүн 


lim (ха, У) = (x. у) (6) 


бәрабәрлији едзнилирса, онда дејирләр ки, [Xn] ардычыллыгы 
х елементинә зәиф )ығылыр. Ардычыллыгын зәиф Јығылма- 
сыны нормаја көрә |ығылмасындан фәргләндирмәк үчүн бэзэн 
ардычыллығын нормајадкоро |ығылмасына онун кужлу /мгма- 
масы дејилир. 

Һилберт фәзасында елементләрин ортогоналлығындан вә 
елеме! тләрин ортонормал системиндән данышмаг олар. | 

Нидберт фәзасынын х вә у елементләринин (х. у) скалјар 
һасили сыфра бәрабәр оллугда (х, у) = 0. онлара ор тогонал 
елементләр дејилир. Ајдындыр ки, фәзанын сыфыр елементи 
онун истәнилән елементинә ортогоналдыр. 

Тутаг ки, 


жы Ха) Жане 

Н Һилберт фәзасынын елементләри ардычыллығыдыр. 
(7) арлычыллыгынын истәнилән ики елементе ортогс 

һәр бир елементинин нормасы ваһидә бэрабэрдирсэ, |ә ни 

j0 ге] 

| 

1, / 


1 Давид ћилберт (182-1943) мәшһур “алман ријази|уатумсмамр 
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(х, х) = 


(5) 


мүнасибәти өдәнилирсә, онда-(7) ардычыллығына H фәзасын- 
да ортонормал систем дејилир. 


Инди конкрет Һилберт Фәзаларына бахаг. 
1, фәзасы. 


Бу фәза әввәлки параграфда тәјин етдијимиз 4, фәзасын- 
дан р=2 олдугда хүсуси һал кими алыныр. Онун елементлә- 


ри һәгиги әдәдләрдән дузолмиш елә X= (Xz, Ха,..., Ха...) ар- 
дычыллыгларыдыр ки, онларын һәр бири үчүн 
 Б жеље (1) 


.. 
шәрти өдәнилир: 

Бу чохлугда хәтти әмәлләри ашағыдакы кими "а'јин едирләр: 
х=(Х\, Ху а. 39.) вә у(ућ, Уһ...) Yo <) елементләринин 
чәми 2 = (х у, Xo уһ, Уу.) елементинә, һәгиги ). 
әләдинин х = (Х), Ху... , Ха,...) елементинә һасили исә Ах = 
= (ху, Ар...» Аха...) елементинә дејилир. * 

Белә тә']ин едилмиш хәтти әмәлләр үчүн хәтти фәза ак- 
сиомлары (ТУ, $ 1) өдәнилир, }ә'ни (1) шэртини өдә)ән арды- 
чыллыглар хәтти фәза тәшкил едир. Бу фәзанын сыфыр еле- 
менти O= (0, 0, 0,...) олар. 

Бахдығымыз чохлугда истәнилән х =(Х), Xy., хь...) вә 
у= (ул, Ynes Уне.) елементләринин скалјар һасили 


(х, у= Ў хук (2) 

кеші 
кими тэ’)ии олунур. (2) сырасынын јығылан олмасы әввәлки 
параграф да исбат едилмиш (5) бәрабәрсизлијиндән ајдындыр. 


(2) скалјар һасили учун Евклид фазасынын аксиомлары едо- 
нилир (М, $ 6). 


4, Евклид фәзасында истәнилән х= (Хи, ха... Ху, ...) enes 
ментинин нормасы 


(хе V ху и ЖЗ 


бәрабәрлији илә, метрика исә 4 


p(x, у) = 


бәрабәрлији илә то'јин олунур. (Nrt ух) < 2 (ха +у;) елементар 
бораборсизлијиндон ајдындыр ки, истәнилән ХС l, вә ус 
елементләри үчүн (3) сырасы |ығылыр, Ја'ни р(х, у) метрика- 
сынын мә'насы вар. 
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Инди кесгэрэк ки, 7; фәзасы тамдыр. Тутаг ки, 
Е ас) һай; йы» (4) 


sM æ (af 
ардычыллығы /; фәзасынын фундаментал ардычыллығыдыр, 
јони т со шәртиндә истәнилән р=1, 2,... әдәди үчүн 


о", же» У > GEP меу -0 6) 
= 


мунасибэти едэнилир. Онда 
хе», | ср (д0), 09) к, 2,... 


бәрабәрсизлијиндән ајдындыр ки, к-нын һәр бир тејд олун- 
муш гијмәтиндә (х) (т=1, 2,...) ардычыллығы Коши кри- 
терисинин шәртини өдәјир (ХХХҮ, $ 2), Јә'ни фундаментал 
әдәди ардыҹыллыгдыр. Буна керә дә һәр бир к үчүн онун 


сонлу lim х= хұ лимити вар. 
юзю 


(5) мүнасибәтинә көрә истәнилән => 0. эдэди учун елә 
N=N (+) вар ки, т-ин M>N ва р- 1, 2,... гијмәтләриндә 


ү Хий 
к=! 
барабэрсизли)и вә буна көрә до истәнилән гејд олунмуш на- 
турал М әдәди үчүн 


Ў ню ту се 
= 


бәрабәрсизлији өдәнилир. Сонунчу Gapapa p= эш. 
тиндэ лимитә кёчсэк, истэнилэн натурал М-1,2,.. дэд! 


үчүн ” 


Хы) «ёо | 
к=! 


мүнасибәтини вә бурадан M -+с>‘шэртиндэ 


> (х. = хе) <, тэ 
к=! 


~ (=) (=) 
бәрабәрсизлијини аларыг. Бурадан ајдындыр ки, у (9, 
18 


m хи—х И), ...) елементи 1, Фэзасына дахилдир. Онда 
хз (тэ) елементи дә l, фәзасы 
ундан башга, (4) ардычыллығы l, фәзасынын 
нормасына көрә х елементинә |ығылыр: 


ду —- ж, (е) 


lim 
тз» 
]э’ни 7, там фәзадыр, ре 


1, фэзасынын 
ез (1, 0, 62... 0,...] 


e= 


(7) 


елементләри ортонормал систем тәшкил едир, 
(7) системинин исгэнилэн сонлу сајла е,, е,,..., Еп елементлэ- 
ри хетти асылы дејилдир. Догрудан да, 


ме, H аб + е, = 0 (8) 
бәрабәрлији өдәнилдикдә, онун һәр ики тәрәфини, еқ слемен- 
тина скалјар олараг вурсаг 

А, (2, ек) = 0, № =0 (к=1, 2,.., п) 


алынар. Демәли, (8) мунасибэти анҹаг №, =0 (к= 1, 2,..., л) 
олдугда өдәнилир, }ә'ни еј, Egr., еп елементләри хәтти асылы 
дејилдир. 

la фәзасында истәнилән сонлу сајда хәтти асылы олмајан 
елемент олдуғундан, о сонсуз өлчүлүдүр. : 

(7) ардычыллыгынын хэтги комбинасијалары чохлуғу 1; фэ- 
засында сыхдыр (бу сонра кестарилир), јани l, сепарабел 
фэзадыр. Дедикләримиздән ајдындыр ки, l} Һилберт фәзасыдыр. 

L, (в/ | фәзасы 

onay |а, 2] парчасында кәсилмәјән функсијаларын хәтти 
нормалашмыш 2 fa, b] фәзасынын ($ 1) ики ихтијари (t) 
вә у(!) елементинин скалјар ћасилини 


Ч 5 . 
` (x. у= |у а а) 


4 


кими тэ’]ин етдикдә Евклид фәзасы алыныр. 

(1) скалјар һасили үчүн Евклид фэзасынын 9°— 19° аксиом- 
лары (IV, $ 6) еданилир. (1) скалјар һасили васитәсилә чстә- 
нидән XEL? |а, 6] елемептинин нормасы 


их = Ис, х) 


кими, ики ихтијари функсија арасындакы мәсафә исә 


5 F 
их. р О] с) 
кими тә']ин олунур. 
1.9 ја, b] фәзасы сонсуз елчулудур вә сепарабел фәзадыр. 
19 (а, b] фәзасынын сонсуз елчулу олмасы һәмин фәзада 
истәнилән соплу сајда * хәтти асылы олмајан функсијаларын 
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варлығындви алыныр. Белә функсијалар олараг 
h b Pema Йу» (3) 
функсијаларынын истәнилән сонлу сајыны кетурмок олар. 

LP |a, b| фәзасы там дејилдир ($ 1). Јухарыда дедијимиз 
кими бу фәзаны „Јени елементләрла* тамамлемаг олар. Бу 
һалда алынан Lala, 2] фәзасы Һилберт фәзасыдыр. 

LP (8, в] фәзасыны тамамлама усулу мурәккәб оллуғу 
учун бугадаәшәрһ едилмир. Бу мәсәләнин там һәлли Лебег! 
интегрелы анлајышы илә бағлылыр. Риман интегралынын YMY- 
милэшмаси олан Лебег кнтегралы нәзәријјәси бизим курса да- 
хил дејилдир. Ону һәгиги де]ишенли функсијалар нәзәријјәси 
курсунда өјрәнирләр. 

Бунунла белә, 17 (а, 1] фэзасынын тамамланмасы олан там 
Lala, 8| фәзасына лгхил олан функсијаларын бэ’зи әламәтлә- 
рини көстәрмәк олар. 

|0, 2] парчасында тә ин олунмуш вә квадраты илә Риман 


мә! нада интегралланан, }ә'ни оа < + со шэртийн өдәјән 


f (t) функсијасы 2, [а, 4| фэзасына дахилдир: 
19а. 46] C La la, 61. 
|4,1) парчасында кәсилмәјән функсијалар чохлугу Lala, 2] 
фәзасында сыхдыр, је ни һәр бир 161,0, 4 Функсијасы учун 
елә кәсилмә)ән 5(1)(7-1, 2, ...) функсијалары ардычыллығы 
вар ки, орта квадратик ма'нада она јығылыр, је'ни 


lim fI- Nat =0 (4) 


мунасибэти едэнилир. 
Дедикләримиздән а)дындыр ки, 


19 [а, b) С LP (а, 6] С Lala, b) 
мунасибати догрудур BƏ LP [а, b] фәзасы (1) скалјар һасили 


илә Евклид фәзасына чеври лир. 
1, [а, b] фәзасыны бүтүн әдәд оху үчүн дэ үмумиләшдир- 


мэк олар. Тутаг ки, LẸ (- сс, со) илә бүтүн эдэд оху нда кә- 


силмә)ән вә квадраты илә интегралланан, }ә'нн реда += 


132 2 Бу 
шәртини өдәјән функсијалар чохлуғу ишарә едилмишдер. Бу 
банди ики ихтијари функси)анын скалјар ћасили 


ТЭ © 


1 Анри Лебег (1875—1941) мәшһур франсыз ријазијјатҹысылыр 


“7 


кими тајин едилир. (5) ге]ри-мэхсуси интегралы мүтлэг 
Јығыландыр. Доғрудан да, 


~ 
реј «200280 
2 
бәрабәрсизлијинә әсасән 


лон Теба + је оа) + А 


олар, L? (—0, со) фазасы там де|илдир- 

1,2'(— 00, со) фәзасынын тамамланмасы олан там фәзаны 
1,(— осо, со) илә ишарә едирләр. 

1, (— 9%, со) Һилберт фәзасыдыр. 


8 4. ОРТОНОРМАЛ СИСТЕМ ҮЗРӘ ФУРЈЕ СЫРАСЫ 


Тутаг ки, R ћагиги хэтти Евклид фозасыдыр. həp бир сонлу 
өлчүлү һәгиги хәтти Евклид фәзасында ортонормал 
бү, ёр... ên (1) 
базиси вар вэ бу фәзанын истәнилән /С Ю елементини һәмин 
базис үзрә ајырмаг олар (У, $ 8): 


S= (f. e), + (Ё ea) еа: + (Ё ег)еһ- (2) 
Инди, фәрз едәк ки, R сонсуз өлчүлү Евклид фәзасы вә 
бү, буух банн (3) 


һәмин фәза елементләринин ортонормал системидир, |э’ни (3) 
Системинин елементләри үчүн 
із 
(а, е) = [071 
iul, i=j 
мунасиботлори едэнилир. (3) ортонормал системинин ист-ни- 
лән сонлу сајда елементләри хәтти асылы дејилдир ($ 3). 
Тәриф 4. Р 
= (ие, 7,2; (4) 
292длорино [ER елементинин; (3) ортонормал системинә 
нәзәрән Фур/е әмсаллары, 


= 
Үнс (5) 
к=! 

смрасмна исә ћомин елементин (3) ортонормал система 

узрә Фур/е! сырасы дејилир вэ 


~ Уе. . (6) 
кими )азылыр. ын 


> Мәшһур франса ријазијјатчмсм Ж. Б. Фур)ения (1768-1830) шәрә- 
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Бу ћалда 
За(ђ= ме, п = 1, 2, ... (7) 


к=! 
чәмләри (5) Фурје сырасынын хүсуси чәмләри адланыр. Әкәр 
(5) сырасынын За хүсуси чәмләри учун R фәзасынын норма- 
сында 

Ит |15. —Ф[|=0 

п-се 
мунасибэти өдәнилирсә, онда дејирләр ки, (5) сырасы А фәза- 
сының нормасында е СК елементинә јығылыр: 


тэ У/кек 
` ж-і 
(3) ортонормал системи елементлоринин ихтијари эмсаллы 
2 Ри = У, Creu п=1,2,.. (8) 


хәтти комбинасијалармна бахаг. 
Бело бир мәсәлә гаршы)а чыхыр: 


(8) хәтти комбинасијалары ичарисиндон верилмиш FER 
елементинә R фэзасынын нормасында ән јаын оланыны, јә ни 
n 
1-Х Сек (9) 

кеі 


нормасына ән кичик гијмәт верәнини тапмалы, « 


А i 
У Cres чэминин f ER елементиндән R 


(9) ифадэсинэ Ра 


фәзасынын нормасында мејли дејилир. 

Тсорем. (8) хәтти комбинасиуалары иҹәрисиндә 
верилмиш ГЕЕВ елементиндән В Евклид фәзасынын 
нормасында ән аз мејл едәни онун Фурје сырасынын 


п-чи хүсуси ҹәмидир. 
Исбаты. Скалјар ћасилин хассәләринә әсасән 


пое сеем) 


к= 1 


0.927 Celh е) + È Ci len end 
- 


кеші = 


=f —2È C+ È CiN ECAY- E 
1 кезі 


“ 


во ја Р 
| Ecel Ў С, $ Ч ao 


алыныр. Бурадан ајдындыр ки, саг тәрәфдәки ифадәнин ән 
кичик Олмасы үчүн С, — ^„=0 олмалыдыр (ердэ галан ики 
һәдд С,-лардан асылы дејилдир). Демәли, (9) ифадәсинин ән 
кичик Олмасы үчүн Сүсэг, олмалы |э’ни (8) хәтти комбинаси- 
Јасынын әмсалаары /-ин Фурје әмсаллӱры олмалыдыр. 

Бу һалда, (10) бәрабәрлији 


l- ЕЕ Èa 


(1) 


шәклиндә јазылар. 

Теорем исбат олунду. 

Бурадан ашағыдакы нәтиҹә алыныр: 

Нотичг 1. R Евклид фәзасынын истәнилән Í елементи 
вә ихтијари Сү, С,,... СУ әдәдләри учун 


ПАР E ze- У се, | (12) 
к=! к=! 
бәрабәрсизлији доғрудур. 
То риф ?. РЄ R олдугда 
Е.0Ра= и | -- У Cres - (13) 
(к) кезі R 


коми Јјәтинә Г елементинин Е фозасмимн мормасын- 
да (У) гонити комбинасијалары васитоснао ән јагшм 
Јағынлашмасы дејилир. 5 

Бурада дэгиг ашагы сәрһәд мүмкүн ола билэн бүтүн Cy, 
С, әмсалларына нәзәрән кетурулур. 

сбат етдијимиз теоремдан а)дындыр ки, f ER елементина 
R фазасынын нормасында ән јахшы јахынлашма веран хотти 
комбинасија /-ин Фурје сырасынын хүсуси чемидир; 


9423 -Уџв- а 


к=! к=! 
М=(/, ea) (к-1,2,..., л,...). 
= Тә'рифдән ајдындыр ки, истәнилән f СК елементинин эн 
увхшы Јахынлашмасы мәнфи әдәд дејилдир: Ё,(/)к»0, Бундан 
башга, Е» (/)к кәмијјәти л-ин артмајан функсијасыдыр: 
Е, (Лк > Ensi (би вә Ја 17-54 > 17—511. 
(11) бәрабәрлијиндәм л- 2 шәртиндә ашагыдакы нәтиҹә 
влыныр: 
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Е, (в 


Нәтиҹә 2. Истәнилән fER елементинин и = (|, 64) 
pypie әмсаллары үчүн М 
У х < 1 (15) 
=l 


\дур. 5 
и Бессел! бәрабәрсизлији дејилир. (15) 


бэрабэрсизли]инлан ајдындыр ки, һәр бир / ER елементи учун 


2 сырасы |ығылыр ва lim ја=0 бәрабәрлији доғрудур. 
қ Сыра 


к-<е 


Е миш 
Гејд едок ки, рэ ада (6 


ортогонал системи нормалашмыш олмадыгда онларын һәр би- 
рини өз нормасына бөлмәклә ортонормат 
я! м... 
Man’ Wel 
системини алмаг олар. Бу ћалда, ахтијари f ER елементинин 
ортонормал системә нәзәрән Фурје эмсаллары 


5 ү 1 ке. Кый; 
` = (^ р) йө С" 


вә (16) ортогонал системинә нәзәрән Фурје сырасы исә 


Фа Ж 
ИЛ 


(17) 


Им => а 
У ктт Хе Е 


на? ементинин 
Бурадан ајдындыр ки, FER ел 
кеа нәзәрән Фурје әмсаллары 
an= р т) (к=1, 2...) 
Л 


лэ тајин олунур. Бу һалда (15) Бессел бэрабэр- 


(16) ортогонал 


(18) 


дустуру 
сизлији | | 
E «ал 09) 
к=1 
кими Јазылыр. 
$5 ТАМ ВӘ ГАПАЛЫ ОРТОНОРМАЛ СИСТЕМЛӘР 
к. нда 
Тутаг ки, сонсуз өлчүлү Ё Евклид фәзасы (ў 


е. бес) бе 
ортонормал системи верилмишдир. 


(1784—1845) азман астроному вэ 


Фридрих Вилћелм 
Беесез Фрилр 2 


ри]ази]атчысыдыр 


Та’. |! 
Ti риф 1. (1) системинин елементләриндән дүзэлмши 


бүтүн У, Cre, хәтти к ji 
комбинас. 7 
Ү б ијалар чохлуғу R фәзасында 
Жар Дер» сых олдугда һәмин системэ R фәзасында там 
/илир. Бу о демәкдир ки, һәр бир fÉ R ДЕМЕНИ BA 


=>0 әдәди үчүн елә n=n (f, є) немроси вә 7 Та әдәд. 
ээ Ta ы 


лери вар ки, Цаг 


х. р 
5 @) 


/-> ne. 


кезі 


бэрабарсизли]и өдәнилир. 


Тео 
R әре па ат ешоржалененаҗиций сонсуз өлчү: 
вкл ласында там олмас онд. 
nuam Г В елементи үчүн нова ыы 


У мале ы 
теі; Эл (3) 


5. 
Нину өдонилмәси зәрури ва кафи шојттди р. 
мина нәзәрән ДОЛ А И гане: 
i p аро едилмишдир. 
үй, бәрабарАш/ кә Парсевал! бәрабәрлији Фир, 
4 Пи Тутаг ки, (1) ортонормал системи R 
| зидмр. Онда ТЕК елементи во истәнилән Иё> 0 


эдэ чү ” 
ди учун елә ЈУ түү, хәтти комбинасијасы вар ки 


«1. 


|- % “aê 


бәрабәрсизлији едэнилир. Онда әввәлки параграфда 


едилмиш (12) бэрабэрсизли]нна көрә исбат 
б з Ш 2 
ПЛР $ 4<| 1-Хль«|< 
ва ја = . к=! 
ЮР- Хэг. ” 


олар. Бу бэрабарсизли]ин сол тә 
р л тәрәфи л артдыг, 3 
Бессел бэрабэрсизли]ннэ ($ 4) көрә мәнфи л дејилдир, бела 


іл- 2 4| -0 
k=l 
олар, Јәни (3) бәрабәрлији догрудур. 


УМ, Парсевал (1755—1836) франса ријазију: 
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чысыдыр, 


Кафилијин исбаты. Тутаг ки, истәнилән ЈЕ R үчүн (3) бә- 
рабарлији өдәнилир. Онда эввэлки параграфда исбат етдијимиз 
(11) бәрабәрлијинә керә 


|- нм эл ын (5) 


олдуғундан ГЄ" елементинин Фурје сырасынын 5.= У ме 


кеші 
хүсуси чәмләри ардычыллыгы һәмин елементин ©з\иэ јығылар: 
іт |f- 5, | =. 


Бу кестарир ки, (1) ортонормал системинин хәтти комби“ 
масијалары чохлугу R фәзасында сыхдыр, Ја"ни (1) системи R 
Фәзасында тамдыр. 

(5) бәрабәрлији кесторир ки, ЈЕ К елементи үчүн (3) ба- 
рабәрлијинин өдәнилмәси онун 
j~ Ў ек Ў 9,92% (6) 

к-ті 


к-4 


Фурје сырасынын R-nu нормасында /-ин өзүнә Јығылмасына 
еквигалентдир. Бурадан ашағыдакы тәклиф алыныр. 

Теорем 2. (1)ортонормал системинин сонсуа өлчү 
лу R Евклид фәзасында там олмасы учун истонилом 
[© В елементинин. Фурје сырасынын Н-ин нормасын - 
да һәмин елементин фауна јЈығылмасы, је'ни 


f= Ў 0. еде Ч 


к=“ 
борабәрлијинин одонилмоси зәрури «9 хафи шортди р. 


Нәтиҹә. Тутаг ки, R сонсуз влчулу Евклид фозасыдыр 


«2 (1) ортонормал системи hamun фәзада тамдыр. Онда 
(Ье) (к= 1.2,...) Фурје эмсаллары сыфра бә- 


бүтүн ( 
табор олан ft В елементи сыфра бәрабәрдир, јони сыфыр 
слементдир. 

нин бүтүн „к= (Г, е) Фурје 


Доғрудан да, | ЄК елементи 
анар сыфра бәрабәр оллугда, (3) Парсевал бәрабәрли- 


juna көрә | = *«=0 олар. Бурадан || = 0 821 


кезі 


алыныр. 
Тәриф 2. R фәзасынын (1) ортонормал системинин 


бүтүн елементләринә ортогонал олан (ја ни бүтүн ($, ё,)-0 
(к=1,2,...) бәрабәрликләрини өдәјән) $ елементи анҹаг 
сыфыр елемент олдугда (1) системинә галалы систем де 


млир. 
цана “з 


Теорем 3. ћор бир та. 
заманда гапалыдыр. .. 

Догрудан да, тутаг ки (1! 
Онда һәр бир YE R елементи үч 
өдәниләр: 


Ж ортонормал епетем ејни 


ортонормал системи тамдыр 


ПР = У 1, ет. 
к= 

Демәли, бүтүн (9, ек) = 0 (к= 1,2, бәрабәрликләри 
логру оларга. онда ||9||--0 олар ки, - бурдан да 9 = 0 алы: 
ныр, јуни (1) ортонормал системи гапалы дыр. 

Гејд. Биз көстәрлик ки, һәр бир сонсуз 
ортонормал системин тамлыгинд: 
тарси mes истәнилән сонсуз өлчү 
Лакин сонсуз өлчүлү Евклил 
оллугла Һәмин фазад, 
сына еквивалентдир. 


елчулу R Евклид фэзасынла 
ан онун гапалылыгы чыхыр. Бу тәклифин 
лу Евклид фәзасы үчүн логру дејмали 
фәзасы там оллугда. јуни о Һилберт әзасы 
а ортонормал системин там олмасы онун гапалы олма 


$ 6. ЋИЛБЕРТ ФӘЗАСЫНДА ОРТОНОРМАЛ 
СИСТЕМЛӘР 


Тутаг ки, 


СОА (1) 
ортонормал системи Ю Фазасында тамдыр. Онда она Р фоза- 
сынын ортонормал базиси дејилир. 

Там олмајан сонсуз елчулу Евклид Фазасынла ортонормал 
базис олмаја да биләр. Лакин һәр бир сонсуз елчулу там Ев- 
клид фәзасында ортонормал базис вардыр. 


Буну сепарабел Евклид фәзасы, |ә'нт Һилберт фәзасы үчүн 
исбат етмәк чәтин дејилдир. 


Тутаг ки, 

Чу агсан Pigre: (9) 

H Һилберт фәзасынла һәр Јердә сых олан һесаби чохл 
дур, (2) елементләринин һансы өзүндән әввәлки елементлә 
хәтти комбинасијасы шәклинлә ҝөстәрилә билирсә ону атараг. 
Јердә галанлари Јенидән нөмрәләдикдә хәтти асылы олмајан 
5 СТЕК СТАЉИН Фа... (3) 
елементләр системи алынар. (3) елементләр системи "дә H фә- 
засында һәр Јердә сыхлыр. (3) системинә ортонормаллашдыр- 


ма просесини (ТУ, $ 8) тәтбиг етмәклә ашағыдакы "шартлэри 
едајан jenn . 


уг- 
рин 


се, 
системини алмаг олар. 
1) (4) ортонормал системдир, 
2) (4) системинин һәр бир е, елементи (3) системинин 
*+++++ Фа елементләринин хәтти комбинасијасыдыр: 


еп = ат Фу + ал29; + +++ + Aan Pn, бо + O. (5) 


Ее 7 


(4) 
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ун (3) Парсевал бәрабәрлији 


3) Һәр бир за елементи исә (бу, бу... , ёа елементләринин 
хәтти комбинасијасыдыр: 
Фа = бабу + биз Ea + >>: + баба ban #0. (6) 


СІ ə Н фәза- 
ү лэ алынан (4) ортонормал системи дә 

ын үка сыхдыр. (8) системинин // фәзасында һәр 
бұқа сых олмасындан вә 3) шэртиндэн ајдындыр” ки, (4) ve: 
шэн мал системи // фәзасында тамдыр. Бу да (4) системини. 
H фәзасында ортонормал базис олдугуну көстәрир. А 22 
i Б һалда, истәнилән ЈЕЛ елементинин (+) ортонормал 
шиг үзрә Фурје сырасы һәмин елементин езуно }ыгылыр 
($ 5): 2. р 
J= X {еде (7) 

x= А 

ел ин ортонормал ба 
Бундан башга, һәр бир JEH елементин сорт a 
зис Д (7) Фурје ајрылышы Јеканәдир. Доғрудан да, 151 

елементинин (7) сырасындан башга 


F= Улкен 6) 


к=! 


кими бир ајрылышы да олса, онда 


(е) = У, тк (е6, ea) = 1, 1=1,2,... 
2 рына 
' с -ин Фурје әмсалларын 
ни (8) сырасынын әмсаллары /-ин аялар 
свада ш Бурадан (7) Фурје а}рылышынын јеканолији 
ајдындыр. 
| Теорем 1. Һилберт фәзасында гапалы елан һәр 


% да тамдыр. 
б мал систем ејни заман: : 
баты, тына ки, /, H ћилберт фазасынын истәнилән 


елементи вэ 
- Р 9 
элээнэ ы 


ха 
әзәрән Фурје смра- 
] ортонормал (4) системинә нәзәрән Фур) 
Рафа орар ИЯ әмсаллары үчүн Бесселин 


Хэл 


г) 


д эн \ № сырасы јығыландыр. 
бәрабәрсизлији ($ 4) өдөнилдириндон 2, ї 


№ 


© 


е, хүсуси ҹәмләри үчүн 


Бу һалда (9) сырасынын 5 


к=а 


а 
15--88-13дє« 


|| эгээл 


|- ( Ў кек 5 ДО 


= жәпе 


т>п 
ж=п+1 

мунасиботинин өдәнилмәси |5,) ардычыллыгынын фундамен- 
тал олдугуну көстәрир. Фундаментал ардычыллығын исә там 
H фәзасында /,Є H лимити вар: |5, — [+ || - 0. (1-0). БЕН 
елементинин (4) ортонормал системинә көрә Фурје эм адлары 
Ј-ин Фурје эмсалларына бәрабәрдир. Доғрулан да, исТэнилэн 
п>.к үчүн доғру олан 


(бе) = ( У +, “Р > (ер е) = ~ 
ігі 


к=“ 


бәрабәрли]индән вә 
| (Sns ел) — (ње) | = | (Sa е) < УЗ» = тег = 
=V Sn =J N> 0 (и ~ =) 
мүнасибәтиндән а|дындыр ки, 
(ов) = ит (Sa, ек) = lim hx = „= (f, е) 


олар. Демәли, f— fo фәргинин бүтүн Фурје әмсаллары сыфра 
бәрабәрдир. Бу кестарир ки, f—  фәрги гапалы (4) орто 
нормал системинин бүтүн һәдләринә ортогоналдыр: (f— fo, ек)- 
=0, к= 1.2,... Онда /-)-8, | = fo 

Демәли, истәнилән f Е М елементинин гапалы (4) ортонор- 
мал системинә көрә (9) Фурје сырасы һәмин елементин өзүна 
Јығылыр. Бу ла (4) ортонормал системинин там олдуғуну көс- 
тәрир ($ 5). 

Бу теоремдән вә әввәлки параграфда исбат елилмиш 3-чү 
теоремдан ашағыдакы нәтиҹә алыныр. 

Нәтиҹә. Һилберт фәзасында ортонормал системин- 
там олмасы онун гапалы олмасы учун зәрури вә кафи 
шәртдир. 

Теорем 2 (Рисс—Фишер'). Tyma: ки, (е,, Н ћил- 
берт Фоласында ихтијари ортонормал системдир. 


Онда У С. < + с шортини өдәјән һәр бир (С, Су 
=i 2 

) ардычмалыгы үчүн елә јекана ГС Н елемен- 

О (к= 1.7,...) ододлори онун Фурје әмсал- 


PE, o 
mu oap 
ларыдыр вә 


ҮС: 11-13) ас) 
мунасиботи өдонилир. 
! Pace Фрилјеш (1880—1956) маҹар ри)ази)}атчысыдыр. Фи шер 
Ернест (1875—1955) алман ри}азн | атчисыдыр, 
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а 
Исбаты. 5,= У, Скек чэмлэри үчүн 


сан 
154-540- 2 Сб, топ 
кана 


мунасиботивин өдәнилмәсиндән вә У С: сырасынын }ыгыл- 


= 
масындан ајдындыр ки, [Sa] ардыҹыллығы H фәзасында фун- 
даменталдыр. Онда һәмин ардыҹыллыг Н фәзасынын нор- 
масында бир ГЕН елементинә |ыгылар: 


я. || 
Ж о«-4- 0 
= 
„до исбат едилмиш (11) бәрабәрли)инә көрә 
п = ч 
ШЭЭХ 
"ә а = 
олур, јони (10) бәрабәрлији догрудур. 


Фурје 

өстәрәк ки, С» әләдләри FEH елементинин 

а Бу мәгсәдлә истәнилән л >к үчүн доғру олан 
а 


ит |5а— |= tin, 


Бу һалда $ 4 


(5. е) = È Ci (ep ек) = С» (1) 
=! 
бэрабэрли]индэн BƏ 
| (б, е) — (F, ex) | < I (Sn — ре) | < 
«УТУ Пе = М5. = ~ 0 (8-9) 
а!) 


мүнасибәтиндән истифадә етмәк лазымдыр. Беләликлә, 


бәрабәрлијинә әсасән 1 
(f, ем) = lim (Sas ек) = lim Ск= Се 
пэ = 


г лыныр, Jann Ск = (А ек), к-1,2.... А 
Ба занар эи өдэрн ГЕН елементинин Јеҝанә: 
лији дә ејни гајда илә исбат олунур. 
системи там (вә ја гапалы) олдугда јен 
эылышынын (еканзан]индэн алыныр. 


Рисс— Фишер теореминдэн истифадә едэрэк кестен кале 
ки, истәнилән H Һилберт Фазасы le фэзасына крп дур 
av, § 4). Бу мәгсәдлә H Фозасында там конон 4 еа 
теми кнтурэк вә һәр бир РОН елементинә ову Қылады 
минә нозорон Фурје әмсалдарыны (С. Сур... Сь..- T 


Ге} д. Ортонормаа [е] 
урје ajn 


слементинни Јеканэли 


куну гаршы гојаг. у С, + со шәрти өдәнилдијиндән С = 
=i 
= (С,, Су ..., Cn...) ардычыллыгы 4, фәзасынын елементи- 
дир. Беләликлә, Æ фәзасынын һәр бир f елементинә l, фэза- 
сынын бир С = (С, С. Са...) елементи ујгун олур. 
Тәрсинә, l. Фэзасынын һәр бир С= (Сү, С,,..., ЗЭВЖЭ | 
елементинә Рисс--Фишер теореминә әсасән // Фазасынын бир 
јекана FEH елементи у)ғундур. Бу Ск әдәдләри һәмин ЈЕ № 
елементинин Фурје гмсалларылыр. Беләликлә, М фәзасынын 
елементләри илә 4; фәзасынын елементләри арасында гаршњ- 
лыглы биргијмәтли ујғунлуг |арадылыр. Бу ујғунлуг заманы 
һәмин фәзаларда та јин едилмиш хәтти әмәлләр (ҹәм вә әдә- 
дә вурма) вә скалјар һасил сахланылыр, ]э’ни 


ПРЕ о 6 


2- 


) 


вә 


» А) Ф 4 =(ау,ау. . ову...) 
олдугда 


[+9--С+а= (Са, С,+4,..., Ca Fda.) 
бре = С = A AR,” R) 
(1,2) — — (С,4) = Cidi + Са, + -+-+ Cada + ++- 
олур. Сонунчу мунасибэт 


(Ађ = > С; вә (е, е) = уш 
к= 


к==1 


бәрабәрликләринә әсасән 
(+. Ре) (а ће (6,9) = 


= © со 
= У (Cr+ d= У с:+2 у са+ E а 

к=1 к--і кті 
бәрабәрлијиидән алыныр. 

Бурадан ајдындыр ки, H вә l, фәзалары арасында Јара- 
дылмыш гаршылыглы биргијмәтли ујғунлуг изоморфизмдир 
(Јәни бу ујгунлуг заманы хәтти әмәлләр вә елементләрин 
скалјар һасили сахланылыр). 

Истанилэн Һилберт фәзасы 1; фәзасына/изоморфдурса, онда 
бүтүн Гилберт фәзалары бир-биринә дә изоморфдур. Бурадан 
ашағыдакы теорем алыныр: 

Тефрем 3. Бүтүн Һилберт фозалары бир-биринә 
изоморфдур. 

Бу 9 демәкдир ки, Һилберт фәзалары мүхтәлиф 
тәбиәтли елементләрдә ибарәт олса да, топлама, 
әдәдә вурма во скалјар Һасил әмәл. әри илә ифадә олу- 
нан хассәләр батымындан онлар ејни Фәзалардыр. 

Нәтиҹә. 1, вә 1; |а, Б] фәзалары изоморфдур. 
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к= 


5 7. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКСИЈАЛАР СИСТЕМИ 
УЗРЭ ФУРЈЕ СЫРАСЫ 


Һәр бир фәзада мүхтәлиф ортогонал системлэр гурмаг 
олар. Кәсилмәјән функсијалар фәзасында да мүхтәлиф ортого- 
нал системлә, вардыр. Классик ортогонал сист м олан 


Шы. сов х, Зах, ‚.. , созкх, зіпкх,... (1) 
2 


тригонометрик функсијалар системи |--т,т| парчасында Ka- 
силмојән функсијаларын 24 |—т, т] фәзасында ән мүһүм ор- 
тогонал функсијалар системидир. (1) системинин ихтијари ики 
функсијасынын ортогонал олмасы 


| созкх созтх 4х = 0 (кеткт=0,1,2,,..), 


(сове дате је =0 (к--0,1,2,...; т=0,1,2....), 


{зол цвлы ах —0 (кт; к,т=1,2,...) 


бәрабәрликләринлән а]дындыр. 
норе функсијалар системини нормалашлырмаг 
үчүн онларын һәр бирини өз нормасына бөлмәк лазымдыр. БУ 


һалда, й : 
| овкх|- | “пкхї- | соз? кхах= |зп!кхйх=к 


(к-1,2,...) 


. 
2 
31. (5) üret 
2 3,\? 2 
мүнасибәтләринә эсасэн ашагыдакы ортонормал тригономет: 


системи алыныр: 
ји И" 
а 
В уе : гонал 
CLO [_ ж, «| функсијасынын (1) ортоговал 
И „мыл йн metei Н е асы; 
ун олараг Ag вә к (К = 1,2, - ++). 
Јен А кестирилән үмуми (18) дустуруна әсасән 


вә 


тр | ло) созкхах (к= 0,1,2, өз 

вә 
Ёо» Год апкхах («=1,2,...) (0 
. з a 


олар. Бу ћалда | Функсијасмими (1) ортогонал тригонометрик 
функсијалар системи узрз Фурје смрасм 


Iig У (а,созкх +6, 51а кх) 6) 
к=! 


кими |азылар. Буна (ихтијари ортогонал систем үзрә Фурје 
сырасындан фәргләндирмәк үчүн) Функсијанын тригонометрик 
Фурје сырасы дејилир. 

Ригонометрик Фурје сырасынлан башга, а. вә 8, омсалла- 
ры ихтијари әдәдләр олан вә тригопометрик сыра адланан 


+ У (а, соѕкх + ђе ап кх) (6) 
к=! 
шәклиндә сыра)а да бахырлар. Эмсаллары ихтијари әдәдләр 
Олан 
n 
Т.(х)= 24 У (ах созкх + by sin Kx) (7) 
к=! 


шәклиндә ифадәјә п-тэртибли тригонометрик чохћодли 
дејилир. С” [—п; z] илә С[—т, т] Фазасынын елә алтфәза- 
сыны ишарә едәк ки, о, |-т, «| парчасында кәсилмәјән вә 
(—=)=/ л) шартини өдәјән бүтүн f(x) Функсијалармндан ибарәт 
олсун. LO [—r, ж] фәзасынын ујеун алгфәзасыны исә 19| —т,т] 
илә ишарә едәк, 
Вејерштрас теореминә (ХІХ, $ 9) көрә һәр бир FE С*[—т,т] 
Функсијасы вә истәнилән е > 0 әдәди үчүн елә 7, (х) тригоно- 
метрик чохһәдлиси вар ки, 


ЇГ (х) — Ta (х)|сс < e 


бәрабәрсизлији өдәнилир. Бу о демәкдир ки, тригонометрик 
чохһәдлиләр чохлуғу С* [—к, т] фәзасынла һәр Јердә сыхдыр 
Тригонометрик чохһәдлиләр исә (1) системи функсијаларынын 
хәтти комбинасијаларыдыр. (1) системи функсијаларындан дү- 
зэлмиш бүтүн 7,(х) хәтти комбинасијалар (тригонометрик 
чохһәдлиләр) чохлуғунун С*[—т, «| фәзасында hap Јердә сых 
олмасы (1) тригонометрик функсијалар системинин С” І-т,:) 
Фәзасында там Олдуғуну кестарир. 

Тригонометрик чохћадлилар чохлуғу 1.79 [—r, «| фәзасында 
Да һәр |ердә сыхдыр. 

Доғрудан да, һәр бир FE LXO [—r, к функсијасы ејни за- 
манда С" [—т, т] синфинә дә дахилдир. Буна көрә дә истэни- 
лән РЄ |[—, к] Функсијасы вә «»0 әдәди үчүн елә 7 (х) 
тригонометрик чохһәдлиси вар ки, 


ЇЇ(х) — Ta (х) lce еу 
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бәрабәрсизлији едэнилир. Бурадан 


ү 111(4)- Tal) ах < зир 170) – 


— Т7,()1 ү [ах <: 


ta 
ын 114) — 1501 но <= 


а орсизлији алынар. ) | 7” 
5 р» ҚАТЫҚТЫ; ашағылакы тесрем исбат едилмиш олур: 


em 1. (I) тригонометрик функсијалар Cuc- 

Н У z, r| во LYP |—т, =] фазалармнда жандыр 

522275 4 с ЕШ а а л 

мебу теоремдән истифадә едәгәк |гшағыдақы дгһа күчлү 

е сбат етмәк олар: i Ч 

теореми А e D тригонометрик функсијалар сис 

теорем 2. ( а ве Te а 
функеијаларын 15 


теми косилмәјән 
сында тамдыр. : 

Исбаты. Тутаг ки, / 612 
japu => 0 әдәди верилмишдир. 
f(x) функсијасы |—ж,т] nap- || 
часында кәсилмәјән олдуғундан | 
моћдулдур: |F) «Ме 
<х<т). Инди 8 < т шәр- | іш 
тини өдэрэн 8>0 әдәли көтү- о [ою х F 12 2 = 
пок ва ашагыдакы кими gyak- 
сија то'јин едәк (шәкил 266): 

з(д- 

о), -т<х 45%—% олдугде 
| О-В (д к, а В << олдугда. 
–9+ 1 


о | 


т] функсијасы вэ ихти- 
71 


Шәкнл 266 


Fis 
2 (х) функсијасы [—=, «| парчасында касилмојандир, nap- 


— =), 
у индэ бәрабәр ги)мәтләр алыр Ф(-ті-” , 
аду Ир М(—-=<х < т) вә ашағыдакы бәрабәр 


сизлији өдәјир: . i * 
- 2 < 
ЦАГЫН “юра 


сам ( [ах -амө ий. (8) 
` = 


; ч йдан 1-ҹи теоремо 
башга, 9 6119[—«, «| олдугу! креч 
ЯН Элгэн: ихтијари • > 0 әдәди үчүн елә Ta (х) тр! 


ал 


чохһәдлиси вар ки, 
Їе(5)-74(5) о < (9) 


бәрабәрсизлији өдәнилир. (8) ғә (9) бәрабәрсизликләриндән 
ПДО) — 7 (хо са) — е&х) 19 (5)--Та() е < 


алыныр ки, бу да (1) системинин 19 І-т.т| фәзасында там 
олдуғуну кесторир. 

Тригонометрик функсијалар системи 1.9 |--т, =] фәзасын- 
дан даһа кениш олан һиссә-һиссә кәсилмәз функсијаларын 
LP [—*, =] фәзасында да тамдыр. Бу фәзаны тә']ин етмәк 
үчүн (а, 6] парчасында һиссә-һиссә кәсилмәз. функсија анла- 
]фышы илә таныш олаг. 

Topup. Тутаг ки, |a, b) парчасынын елә Т = [а<х< 
<х, <... «Хуа С Xa В] белкусу sap ки, f(x) функсијасы 
(Хи, хк) (к=0, 1,..., л) интервалларынын һәр бириндә 
косцлмајондир вә уч нөгтәләриндә сонлу 


Но, +0) = tim 7/5), Қа] 0) = lim 
цас зэ! 


еј 


Қа» 
(к, 0,1...” 1-1) 


лимитләри вар. Онда | (х) функсијасына |a, b) парчасында 
Виссә-һиссә кәсилмәз функсија дејилир. 

Бурадан ајдындыр ки, [а, Б] парчасында һиссә-һиссә кэсил- 
мәз функсија Ја һәмин парчада кәсилмәјәндир, ја да сонлу 
сајла биринҹи нев кәсилмә негтэси вардыр. Бундан башга, 
la, b] парчасында һиссә-һиссә кәсилмәз f(x) функсијасынын 
өзү вә онун Ї (х) квадраты һәмин [а, Б) парчасында nate- 
граллананлыр (ХХІІ, $ 4). 

ја, b] парчасмнда һиссә-һиссә кәсилмәз функсијалар чох- 
лугувра ики Р(х) вә (х) функсијаларынын скалјар ћасилини 

» 


(he) = | Паје (а) ах 


кими то'јин етдикдә сонсуз елчулу Евклид фәзасы алыныр 
Бу фәзаны 1,0) [а, b] илә ишарә едәк. 

həp бир fE 1”]—т,т] функсијасы үчүн елә кәсилмәз 
ФЕ 17 |— =, «| функсијасы тапмаг олар ки, 


» „ 

и-+һ.-() Ша <: (10) 
5 ` 

бәрабәрсизлији өдәниләр. Доғрудан да, тутаг ки, е(х) функ- 
сијасы олараг f (х) функсијасынын Xe кәсилмә нөгтәләринин 
кичик атрафларынын хариҹиндә f(x) илә үст-үстә дүшән вә 
һәмин әтрафларда хәтти олан кәсилмәз функсија кетурулмуш 
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дүр. Онда х, нөгтэлэриний кестерилэн әтрафларыны елә ки- 
чик кетурмак олар ки, (10) бэрабэрсизли]и едэнилсим. 
Бурадан вэ 2-чи теоремдон ашагыдакы тэклиф алыныр: 
Теорем 3. (1) тригонометрик функсијалар cue- 
теми һисеә-һисеә косилмаа функсијаларын LẸ? |--т,т) 
фозасында тамдыр. + 


Гејд. Ејни гајда илә исбат етмәк олар ки. (1) ортогонал тригономет- 
рик функсијалар системи даһа үмуми 1, |—, =] фәзасында да тамдыр. 


Тригонометрик функсијалар системинин там олмесм ћаг- 
гында бурада исбат етдијимиз теоремлэрдэн вә сонсуз елчулу 
Евклид фәзаларында елементләрин үмуми ортогонал систем- 
ләр үзрә а]рылышы һаггындакы теоремләрдән ($ 4 вә $ 5) 
нәтичә олараг ашагыдакы тәклифләр алыныр: 

Теорем 4. Tyma: ки, f € 1 [—т, =]. Онда 

1) п-"тортибли тригонометрик чожћодлилор ича- 
рисинда 19)|-х, т] фозасынын нормасында | функси- 
Јасындан ән аа мејл едәни онун (5) Фурје сырасынын 
почи 


Sa (г)= па È (ascos we + busin кл) ац 
ксі 


тусуси ҹәмидир. Бу һалда, 
r; 
Ep- Ihi- %-2 «эй a2) 
Ж к=! 


олар ($ 4, теорем 1, тәриф 2, (44) дустуру). 

2) Фурје сырасынын (11) хүсуси чәмләр ардычыл- 
лығы Ly фәзасынын нормасмнда, јони орта квадра- 
тик ма'нада f(x) функсијасынын өзүно імғылыр: 


ша уе) — (рая = 0 (13) 


($ 5, теорем 2). 
3) Нарсевал бәрабәрлији догрудур: 
ива" {оч У (те) 09 
қ овај. т к=! 
($ 5. теорем ?). 1 

Нотичо 1. Бүтүн тригонометрик Фурје әмсаллары 
сыфра бәрабәр олан је С |—т,в| функсијасы еунилшклә 
сыфра бәрабәрдир. 

Догрудан да, (14) Парсевал бәргбәрди}инә көрә кәсилмә- 
Jou f(x) функсијасы үчүн (f(x) @х=0 олар. Бурадан алы- 
ныр ки, /(х)--0 олмалыдыр. 

ә 


Нәтиҹә 2. Ејни тригонометрик Фурје сыралары олан 
вә [—=, =] парчасында кәсилмәјән | (х) вә + (х) функсијала- 
ры komun парчада ејнилаклә бәрабәрдир: |(х) -%(х). 

Нотичо 3. һәр бир ћиссо-ћиссо кәсилмәз | функси/асы- 
нык тригонометрик Фурје эмсалларынын лимити сыфра 
бәрабәрдир 


lim ак = lim 6, 0, 20, 1,2,... (15) 


Доғрудан дз, | Р (х)4х интегралы сонлу олдугундан (14) 
сырасы Јығыландыр. Лыгылан сыранын үмуми Һәддинин an- 
мити нсә сыфра бәрабәрдир. 


$ 8. ТРИГОНОМЕТРИК ФУРЈЕ СЫРАСЫНЫН 
НӨГТӘДӘ ЈЫҒЫЛМАСЫ 


Кәсилмәјән функсијанын тригонометрик Фурје сырасынын 
орта квадратик мә'нада һәмин функсијаја |ығылуасы әввәлки 
параграфда ниж. 

Лакин тригонометрик Фурје сыраларыны ријази—физика 
тәнликләринин вә башга мәсәләләрин һәллинә тәтбиг етмәк 
учун Фурје сырасынын |—т,т] парчасынын верилмиш 'негто- 
синдә вә. Ја (2,8) С | —т, «| парчасында јығылмасыны билмәк 
лазымдыр. Бу мәсәләләрлә чох , ријазијјатчылар мәшғул ол- 
мушдур. 

Мүәјјән едилмишдир ки, елә кәсилмәјән Функсијалар вар- 
дыр ки, онларын тригонометрик Фурје сыралары [—=, =| nap- 
часынын мүәјјән нөгтәсиндә вә ја һәмин парчада һәр Јердә 
сых Олан сонсуз сајда нөгтәдә дағылыр. Демәли, Функсија 
үзэринэ гојулан кэсилмазлик шәрти онун тригонометрик Фурје 
сырасынын верилмиш нөгтәдә Јығылмасыны тэ’мин етмир 
Бунун үчүн бахылан функсија кәсилмәзликдән башга бир 
сыра әлавә шэртлэри дә едэмэлидир. 

1966-чы илдә исвеч ријазијјатчысы Л. Карлесон исбат ет- 
мишдир ки, [—=, | парчасында кәсилмәјән вә һәтта һәмин nap- 
чада Риман ma'nana интегралланан һәр бир f функсијасынын 
тригонометрик Фурје сырасы |— т,«| парчасында санки һәр 
Јердә / (х) функсијасынын өзүнә |ығылыр. Лакин әввәлләр, 
1923-чу илдә совет ријазијјатчысы А. Н. Колмогоров! исбат 
етмишдир ки, верилмиш функсија Риман ma'nana интегралла- 
нан олмадыгда онун тригонометрик Фурје сырасы [—т, =] napua- 
сынын һеч бир нөггәсиндә јығылмаја да биләр. 

Фурје сыраларынын нөгтәдә јығылмасыны тәдгиг етмәк 
үчүн тәкҹә кәсилмәјән функсијалара бахмагын мә'насы Јохдур. 


Чүнки [—я, =] парчасмидагинтегралланан һәр бир FE 19-е, ж] 


1 Колмогоров Андре) Николајевич (1903) мэшћур Совет 
ријази) Јатҹысыдыр. 
' 


+24 5 


функсијасмимн да тригонометрик Фурје эмсалларыны 


аге! осознав, к= о,1.2,. (0 


ГРЕЕ З (маке dt, 1,2, $ (2) 


дүстурлары илә тә ин етмәк ва онун 
f~ + E (а, созкх > besinKx) (3) 
3 кеші 


Фурје сырасыны Јазмаг олар. Нәзәрә алмаг лазымдыр ки, Рох) 
Функсијасы | |-т,ж| парчасында интегралланан олдугда 
Кх) зїп кх вә (х) соѕкх функсијалары да һәмин парчада 
интегралланандыр (ХХІ, $ 5). 1 

Мо'лумдур ки, [—=, =] парчгсында тәјин олунмуш вэ 
Қ-т)- Қа) шәртини өдәјән һәр бир f Функсијасыны бүтүн 
әдәд охуна дөври давам етдирмәк олар (ХІ, 5 12). f (x) функ- 
сијасы үчүн /(—=)= f (=) шәрти өдәнилмәдикдә исә онун 
гијмәтини анчаг бир х= (вэ ја х= — т) нөгтәсиндә дә)иш- 
мәклә (бу заман (1) вә (2) пүстурларында интегралларын ги]. 
мати дәјишмәдијиндән Фурје әмсаллары дә]ишмәз) Јенә дэ ону 
бүтүн әдәд охуна дөври давам етдирмәк олар. Бурадан ај 
дындыр ки, ҝәләҹәкдә, умумилији азалтмадан. бахдығымыз 
ТЕ 19|-ж,т| функсијаларыны 2x дөврлү функсијалар һесаб 


етмек олар. Бүтүн эдэд охунда кәсилмәјән ва 25 деврлу функ- 
сијалар фәзасы С”, |—=, =] парчасында Риман мә нада nute- 
гралланан вэ 2т деврлу функси)алар фәзасы исә 1” олсун. 

Верилмиш негтада (3) Фурје сырасынын |ығылмасыны тәл- 
гиг етмок учун онун 


5.015 СОР (ак соз кх + А, чанх) (4) 


хүсуси чәмләринә бахаг. Бурада ақ вә Ф, әвәзинә Онларын 
(1) вә (2) интеграл ифадәләрини јаздыгда 


вые гө У (созих созк + 


+ 5 созк e-o] 
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+ sinxx-sinxt) | dt = 


олар. Инди 


7 + Х совка- за қ E [ынак — 
ЕУ к=! ын 
и 
sin (2а + 1) 
-sin(x 1) 2] ---- (5) 
ёс 128 -- 


дүстурундан истифадә едәк. Онда Фурје сырасынын хүсуси 
чэми учун 

2 

2n+1 а-ә 


а (6) 


@—х) 


ифадэси алынар. 
Бу бәрабәрлијин саг тәрәфиндәки интеграла Дирихле! un- 


тегралы, 
22, и 

р (и)=1+2 Усовки---2- (7) 
= ма = и 


функсијасмна исә Дирихле нуваси дејилир. 

Дирихле нүвәси бүтүн әдәд охунда касилмојзидир вә онун 
учун 12 (0) = 21 + І бәрабәрлији догрудур. БИП УЫН 
2х дөврлү чүт функсијадыр: 0, (—и) = Da (и). 

(7) бәрабәрлијиндән ајдындыр ки, 


=! Dha (и) 4и = 1 вә а-1-Ё р, (иди =1 (8) 
КА ЫГ ” , 


о ар. (6) бәрабәрлији Дирихле нүвәси васитәсилә 


L рур, (tx) dt 


5, (х)= 


кими Јазылар. Бутада /61.“ олдуғуну ггбул едәрәк, и=!—х 
эвэзлэмэсини апараг: 


5.035 | Гизи Da (u) du = 


ы - 1 Печь р, (u) аи. (9) 


БД п г үз 
кер алс ПРЕ a а лежеа Оос аа» 


4“ 


Бу бәрабәрликдән вә //,(х) функсијасынын чүт олмасындан 
истифадә едәрәк 5, (х) ҹәми үчүн ашагыдакы кестарилиши дә 
алмаг олар: 


5 у(х+-ау+/(х— 
LEE D, (u) du, (10) 


теорем 1. Тутаг ки, |-т,т) па рчасмнда һиссә-һис- 
сә кәсилмәз олан f(t) функсијасынын Һәмин парча- 
нын һәр бир х негтосиндо сонау сол вә сағ төрәмә- 
ләри Г (х) во Г, (x) вар. Онда онун Фурје сырасы 
А +0) (= 
истәнилән х (Ф +=) нөгтәсиндә S(x) {= зле 
Д—+%)-Д-—9 


ҹәминә. ко +z нвгтолориндо исә У, = 


әдәдинә јығылыр. 

Исбаты. Умумилији азалтмадан, фәрз едәк ки? / (х) функ- 
сијасм бүтүн эдэд охуна дөври давам етдирилмишдир. Онун 
дөври давамы олан 25 деврлу функсијаны jena дә /(х) илә 
ишарә етмәк олар. Онда (8) вә (10) мүнасибәтләринә эсасэн 
5 . 
За (х)— 80-41 еа Da (и)йи — 

=. 

ò 


= бено efi, боа = 
= 
è 


1 ШЕ ш) f(x + 0) -sin 2 


“ 
292 — 


| 1(х-140-11х-0) si 2л +1 иди = [+ № 


+ 5 п = 
к. sia 2 
$ 24а — 


КА — О(п— о) wy- 
0! 


аларыг, Көстәрәк ки, É? — 0(п — со) вэ 
насибэтлэри догрудур. Бу мәгсәдлә $ (1) = 


Ј(х + п) — 


25іп 


гобул едәрәк, биринчи 1% топлананы ашакыдакы кими jasar: 


Dæ 27, (а) зіп ("+ ЗІ du == $ (и) с05 = зіл ла ди 
Е 2 * 2 
+ р соз ли ди. 
Шәртә көрә /(и) функсијасы |-т,т| парчасмида һиссә- 


һиссә касилмајандир. Онда $ (и) функсијасы да ш = 0 нөгтэ- 
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сини өз дахилинә алмајан вә |--т, =] парчасмнда Јерләшән 
həp бир парчада һиссә-һиссә кәсилмәјән олар. и- 0 нөгтә- 
синдә сонлу 


“ 
lim «(и)= Ит 1(Х544)-1(х-0) _ I = 

.. эы од 000 т 
біп — 
2 

-1 Sætar у 
Жэй глини 

лимитинин Олмасы косторир ки, (и) функсијасы |0, =] napua- 
сында һиссә-һиссә кәсилмә)әндир. Бу һалда Ф (и) с05 È вә 


e(u) sin = функсијаларм ла [0,7] парчасында һиссә-һиссә Ka- 


силмә)ән олар. Нэмин функсијалар васитасилә ашагыдакы кими 
Јени функсијалар то'јин enak: 


нө (а) cos 


u 


0<и<т олдугда, 


0, —r<u<0 олдугда, 
awf коз де ки 
$ 02 — т <и <0 олдугда. 


Ајлындыр ки, 2, (4) вэ $, (и) функсијалары да [—=, =| nap- 
часында һиссә-һиссә кәсидмәјәндир. Буна көрә дә онларын 


Фурје әмсалларынын лимити сыфра бәрабәр олар ($ 7, нәти- 
ҹә 3): 


Ф (и) пли ди = lim Ра! (а) со sinnu ди = 0, 


дно 
% 
Фз(и)совли ди = lim — ( ẹ (u) sin £ созли du = 0. 
а-ә я 2 


Бурадан тәләб олунан 


У 


ит Æ == Шт 


Qı (и) п ли ди + и | Фа (и)со5 ти 4й-0 
як 


бәрабәрлији алыныр. lim JÉ? = 0 бараборлијинни доҒрулуғуну 
да ејни усулла исбат етм к олар. 
елэликлэ, тәләб олунан 
lim |5,(х)—5 (х)] = 0 вә ja lim (х) = S(x) 
эш в. 
бәрабәрлији исбат олунур. % 
Теоремин шәртләрини |--г,т| парчасында һиссә-һиссә ha- 
мар функсијалар да өдәјир. 
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Тәриф. Тутаг ки, |a, 4 парчасынын елә Т = [а < 
С Хо< Х < +++ <5г-1 < ха < 9] бөлкүсү вар ки, f(x) функси- 
уасынын (ха, хәз) (к-04,...,т--1) интервалларынын 
һәр бириндә кәсилмәз төрәмәси вэ |уч нөгтәләриндә сонлу 
сол вә сағ төрәмәләри 


у ГА о,-% 
(= lim а БА мш. 
за -0д— 35, 

n (А - Ажк) -/(х,-- 0) 
абд = а СЕБ НАСКО 
за =) + 2х, 


вардыр. Онда | (х) функсијасына |а, b) парчасыкда ћиссг- 
Һиссә һамар функсија дејилир. 

Исбат етдијимиз теоремлән ашағыдакы кими нәтиҹәләр 
алыныр: 

Нәтиҹә 1. [—=, =] парчасмнда кәсилмәјән вә һиссә-һис- 
сэ һамар f(x) функсијасыкын Фурје сырасы (==, =) интер- 
балында f(x) функсијасынын өзүнә, X= + т нөгтэлэриндэ 


шә У, = сэз. әдәдинә /ығылыр. 


Догрудан да, f(x) функсијасы |—=.=| парчасында кәси 

мәз оллуғундан /(—т+ 0) = /(—т) ва Де) Ө олур. 
Ө /( өзге 

Онда теоремдә көстэрилэн 5, әдәди 5, „Мо әдәдинә 


бәрабәр олар. 

Хусуси һалда, f (— =) = |(=) бәрабәрлији өдэнилдикдэ, мә- 
сәлән, | (х) функсијасы 27 дөврлү кәсилмәз вә йнссә-һиссә 
һамар функсија олдугда, онун Фурје сырасы бүтүн [—=, =] 
парчасында f(x) функсијасына |ығылыр. .. 

Нәтичә 2. [—7 =] парчасмнда һиссә-һиссә кәсилмәјән 
вә ћиссо-ћиссо һамар 27 деврлу | (х) функсијасынын Фурје 
сырасы истәнилән ХС (— = ,е) нөгтэсшндэ  5(Х)= 


_ Цэх ӨЛ (Х-9) амино јығылыр. 


4 9 
Хусуси һалда, һиссә-һиссә һамар 2= дөврлү Ї(х) функси- 
јасы кэсндмэв Фларса, омда онун Фурје сырасы истәнилән 
хЄ(—= „се) нөгтэсиндэ f(x) функсијасмимн өзүнә }ыгылар. 
Мисал 1. Қа)- |x| фумксмасыны [—т, =| парчасында 
Ф асына а)ырмалы. 
У ее Фурје эмсалларыны (1) вә (2) лустурлары 
васитәсилә тапаг: 


а= 1- {иш- Зан 


t cosxt dt (соз кх-1), 


дм ( 16] cos xt dt = 5 
= 


44-0 а (ј = 
1 J ӘР (/ =1,2,... у, 


te= È | ђака =0 1,2, 


Бурадан а]дындыр ки, верилмиш функсијанмн Фурје сырасы 


1 
к> бтлу о @к—1)х 
олар. Р(х) = |] функсијасы |—= =] парчасында 
зар үсдэн функ . Косилмзјан- 
са (ғ) = = шортини өдәјир вә һиссә-һиссә Һамар 
Буна керз дә (нәтиҹә 1 нксија Фу 2 * 
парчасында өзүшә ы t есерне ка) 


ау _1 
белу 90° (28 — 1) х. 


к=! 


Мисал 2. f(x)=sig nx функсијасыны (ХІ, $ 3) ( 

у р — 2,7) ин- 
тервалынла Фурје сырасына арырмалы. Бу функсија (—я, =) 
интервалында һиссә-һиссә кәсилмәјән вә һиссә-һиссә Һамар 
функси]алыр. Онун дөври давамыны да f(x) илә ишарә етсәк, 


онда Фурје омсалларыны (1) вэ ( 
васл блар: ) 2) дүстурлары васитәсилә 


Эв: 
а, = -y | Малхэсонкхах =0, к= 01,2... 


| эш кеах = — 2 (еозкв—1), 
ò кт У 


2 


ка 
бус =f sig лх. sinx dx= 


ћу=0, аа (ји! 
1 J= пу) 0 .2,3,,..). 
Беләликлә, теоремә ҝәрә 
их 


(—к<х<т) 


ајрылышы алыныр. 

Тригонометрик Фурје сыраларынын негтадо |ығылмасы ћаг- 
гында башга әламәтләр дә вардыр. Бу әламәтләрин бирини, 
Дирихле әламәти адланан тәклифи бурала исбатсыз сөјл 

Теорем 2 (Дирихле). 2= доврлу дөври f(r) pyi 
Јасм |—т,т] парчасында һиссә-һиссә монотон аә 
моћдуддурса, онда онун Фурје сырасы нетәнилән 
тЕ(-ж,е) ногтоеинд» S(x) - 1 970—0) 


чомино 
4% 


јығылыр. (Хүсуси һалда, /(х) функсијасынын кәсилмәз ол- 
дугу нөгтәдә сыранын ҹәми {(х)-ин өзүнэ бәрабәр олур) 

Јада салаг ки, f(x) функсијасына о заман [а, b] парчасын- 
да һиссә-һиссә монотон функсија дејилир ки, һәмин парчаны 
сонлу сајда елә (а, хі), (Xis Ху)... (Хал, 6) интервалларына 
белмәк мүмкүндүр ки, очларын һәр бириндә f (х) функсијасы 
монотондур (ја'ни ја артмајан, ја да азалмајандыр) 

Сејладијимиз Дирихле элёмэти кифајәт гәдәр кучлудур ва 
1-ҹи теоремдән фәргләнир. Дирихле әламәтиндә / (х) функси- 
јасынын нә төрәмәсинин варлығы, нә дә төрәмәнин ћисса- 
Һиссә кәсилмәз олмасы тәләб олунмур. 

Бурадан ајдындыр ки, Фурје сыралары илә кестарилан 
Функсијалар синфи чох кенишдир. 


$ 9. ТРИГОНОМЕТРИК ФУРЈЕ СЫРАСЫНЫН 
МҮНТӘЗӘМ ЈЫҒЫЛМАСЫ 


Тутаг ки, FEL [—=, =] функсијасы үчүн тригонометрик 
Фурје сырасы гурулмушдур: 


рға + $ (аусозкх + ё, sin кх). (0 
= 


(1) сырасынын һәр бир 4,(х)- а, созкх -- , ѕіпкх harin 
истэнилэн сонлу парчада косилмојен функсија олдугундан 


Sa (1)= £+ ЈУ (а, созк tusin кл), n= 0, 1.2. 
к- 

хусуси чәмләри дә һәмин парчада кәсилмә)ән функсијалардыр. 
Буна көрә дә |5, (х)} ардыҹыллығы / (х) функсијасына жы. 
парчасында мүнтэзэм јығылан олдугда һәмин функсија |--ж, = 
парчасында һөкмән кәсилмәјән олмалыдыр (XXXVI, $ 5). Де- 
моли, / (х) функсијасычын (1) Фурје сырасынын мүнтәзәм Jbl- 
ғылан олмасы үчүн һәмин функсијанын кәсилмәз олмасы зә- 
рури шэртдир. Лакин бу шәрт сыранын мүнтәзәм Јығылмасы 
үчүн кафи дејилдир. 

Тригонометрик Фурје сырасынын мүнтәзәм |ығылмасы учун 
садә кафи шәрт ашагыдакы теоремда кестарилир. 

Теорем 1. [—т, т) нарчасмнда кәсилмәјән. һиссә- 
һиссә Һамар во Г(—=) = 1 (7) шортини өдәјән f(x) функ- 
си јасмимн Фурје сырасы |—т.=] парчасында һәмин 
функсијанын өзүнө мунтозом јыгылыр. | 

Исбаты. |--г, «| парчасында һиссә-һиссә кәсилмәз Ғ оз 
функсијасынын тригонометрик Фурје эмсалларывы у)ғун ола- 
par аб вә А илә ишарә етсәк, онда 


| (х) созкх | + 


, өл 


+= [Год зак ах = ка 


ва 
ғ“ 


P= [Р (хумаахах = 


== | F(x) соз «x их =— ка, 


олар. Бурадан 


== = = ү 
ак г вэ бус р (8-1,2,..3 (2) 
мүнасибәтләри вэ еләчә дэ 


Тао рој 1, 
По] (81+ 1) (3) 
барасарлији алыныр. 

эртэ көрә f (х) функсијасыны Ч -r 
парчасында Һиссә-һиссә Е рк» ГЕ нм 
үчүн Парсевал бәрабәрди|и (5 7, теорем 3) доғрудур: 0 

а] S зу СТЕ» Же: 

ЈЕ! іе у + у] = Р Рах «е, 


БЕСІН 


НЬ 


= |< [+ =] 
бэрабэрсизликлариндан ва 5 5 
WE, UEU $4 


сыраларынын Јығылан олмасындан чыхыр ки, 
= у 
$ (е м) 


~ 5 
к= к к 


сырасы |ығыландыр. Онда (3) бәраб әрли|инә көрә 


а 
+ (ај + 14) (4) 


акен да КЕКТИ Демәл и, (1) сырасынын үмуми һәдди- 
үтләг гијмәти |ығылан м усботћодди (4 
ћоддиндон бејук де|иядир: Ы айр 


[а‹ созкх + ва sixx |<] а, | +14 |, к=1,2,... 
432 9 , 


Бу исә Вејерштрас әламәтинә (ХХХМ, $ 3) көрә (1) сыра- 
сынын мүнтәзәм Јығылдығыны көстәрир. (1) сырасынын / (х) 
функсијасынын өзүнә јығылмасы әввәлки параграфда исбат 
едилмиш теоремдән (нәтиҹә 1) ајдындыр. 

Нәтиҹә. |—ҹ, | парчасында кәсилмәјән вә һиссә-һиссә 
һамар 2= деврлу | (х) функсијасынын Фурје сырасы һәмин 
функсијаја бүтүн әдәд охунда мүнтәзәм јығылыр. 
“7 Верилмиш функсијанын тригонометрик Фурје сырасынын 
јығылма сур'ати һәмин функсијанын һамарлыг тәртибиндән, 
јони диференсиалланма тәртибиндӛн асылылыр. Бу 1-ҹи teo- 
ремин үмумилэшмэси олан ашағыдакы теоремдэн керунур: 

теорем 2. Тутаг ни, f(x) фуннеидасыныи |-- 
па рчасында. һиссә-һиссә Һамар т-тортибли (т > 1) 
төрәмәси вар вә /%(-т)- Г (ж); к= 01..... т 1 
шәртләри өдәнир. Онда онун т ригонометрик Фурје 
сырасы | —=,<| парчасмида һәмин функоијамми өвүнэ 
мүнтозом јығылыр во бундан башга 


и! ! ) (5) 
п 


мунасиботи |—т, т] нарчасында мунтозом олараг өдә- 
земли р. 


$ 10. TƏK ВЭ ЧҮТ ФУНКСИЗАЛАРЫН 
ТРИГОНОМЕТРИК ФУРЈЕ СЫРАСЫ 


Тутаг ки, чүт 9 Сп“ функсијасы верилмишдир. Онда ис- 
тэнилэн там к > 1 әдәди үчүн F (х) созкх функсијасы чүт. 
Ф (х) зїп кх функсијасы нсә ток Функсија олар. Бу һалда, #- 
нин тригонометрик Фурје әмсаллары 


ЕРЕ | ф(х) созкх dx= 2 |e (x) cos кх ах, K=0, 1,2, (1) 
— ЫГ | 
вэ 


һ=-- Га (х) япихх-0, кеја... 


дүстурлары илә һесабланыр (ХХИ, $ 9), је'ни онун бүтүн /„ 
(е = р ..) эмсаллары сыфра бәрабәр_олур. Буна керә дә 
Ф-нин тригонометрик Фурје сырасы ~ 


„— + а,созк® (2) 
2 = 
ы = 4 
шэклиндэ, је'ни анҹаг косинусларлан ибарәт олан сыра шәһ- 
линдә |азылыр. 
еі зерилмнш pE 1“ функсијасы тәк оларса, омда 
4 (х) сов кх тәк функсија, рх) чп кх нсә чүт Функсија олар. 


407-28 із 


Бу ћалда, онун тригонометрик Фурје эмсаллары вэ 


7 (02277 
а= | (к) созкхак-0 ГРЭЧҮГГТЭ 
в г) 
Ы Ч олар. Онда онун Фурје сырасы 
f У (x) sin кх dx = 2 а (x) sin кхах (3) ja 5 (5) 
А К s бүтүн эдэд охунда кәсилмәјән вә 
(к= 12...) шәклиндә Јазылар. /(%) бүгү ] 5 и 
9 xX у ссэ-Висса һамар функсија олдугундан (5) сыр у 
саах CAE ЭНЭ лайн алар ($ 8, нәтиҹә 2), ја'ни қ 6 
b~ У: дк зіп кх (4) = (= “ 84) (6) 
“mt 


шәклиндә јазылыр. 

Демәли, верилмиш чүт функсијанын тригонометрик Фурје ' 
сырасы анҹаг косинуслардан, тәк Функсијанын тригонометрик 
Фурје сырасы исә анҹаг синуслардан ибарәт олур. 

(2) вә (4) сыраларынын, ујғун олараг е (х) вә у(х) функ- ва ја 
сијаларына |ығылмасы 8 ва 9-чу параграфларда , исбат едил- 


7 
миш теоремләрлә мүәјјән едилир. a 
Мо'лумдур ки, 10, 7) парчасында (во ја [—т, 0] парчасын- ы 
да) верплмиш һәр бир f(x) функсијасыны бүтүн әдәд охуна мүнасибәти алыныр. нк- 
һәм чүт вә һәм дә тәк давам етдирмак олар (ХІ, $ 11). Буна Мисал 2. f(x)=x Сее ан ране 
көрә дә |0, «| парчасында взрилмнш функсија бүтүн әдәд сија бүтүн әдәд охуна дөври д: еее асын тригонометрик 
охуна 2т деврлу чүт давам Етдирилдикдә косинуслар үзрә 268). Алынан 2т деврлу f(x) фун! 
Фурје сырасына, ток давам етдирилдикдә исә синуслар үзрә Фурје сырасына а|ырмалы. 
Фурје сырасына а)рылыр. Ч Бу функсија ток олдугундан 
ак-0(к-0, 4 
1 вэ л > * ИР” 
| А : E с 
5:=-2. f хупкхах = АЕ (к=1, 2. 
МАХАА 
жесі ~ аР 1 = олар. Онда онун тригонометрик Фурје сырасы 
* = +1 мп кх (8) 
Шәкна 267 Шакил 263 ј~г 7 (—1)* гж 
кеш 


Мисал 1../(х)- х (пех Ся) шәклиндә тә'}ин олунмуш кими Јазылар. E лмајен вә 
22 дөврлү f (х) функсијасыны тригонометрик Фурје сы расы на. 2= үрледі f(x) функсијасы пасе онсе те а 
ајырмалы (шэкил 267). һиссә-һиссә Памар функсија се ва 

Верилмиш функсија чут олдугундан косилмозлик нөгтэсиндэ езунз ($ 8, т 


= 1 sin кх 
а, дез N e 
к=! 
4 4 
4 58...) исә сыфра |шғылыр 
РУ: | па К ЧҮТ олдугда , кәсилмә нөгталаринда (+7, +3=, СА 16 НМА 
а = жі x° соз кх ах = = (сол вә саг лимитларин чәми сыфра бәр: А 
= / 
| > 2 ‚ К тек олдугда 4% 


ГА 
424 


$ 11. ИХТИЈАРИ (—/, +/) ИНТЕРВАЛЫНДА 
ВЕРИЛМИШ ФУНКСИЈАНЫН ТРИГОНОМЕТРИК 
ФУРЈЕ СЫРАСЫНА АЈРЫЛМАСЫ 


Тутаг ки, верилмиш 2/ деврлу f (!) дөври функсијасыны 
Фурје сырасына ајырмаг лазымдыр. Бу мәгсәдлә 
х= е Қ -і<і<іІ, -к<х<х 


хәттн функсијасы васитәсилә [—/, /| парчасыны |-т, =] nap- 
часына ин'икас етдирәк. Онда 


ẹ (х) = (= *) 
функсијасы х-ә нәзәрән 2т дөврлү функсија олар: 
гај [-- 0] = (о) = /(— х|=е (0). 
“Бу функси]анын тригонометрик Фурје амсалларыны 


а= 1 Го) возикая =t f f(t x) созкх dx, 


(1) 
ы. * 
b= => [ $ (х) sin кх dx = + { ДЕ х) sin кх ах 
Еј = 
дүстурлары илә ћесаблајараг, онун 
Ы У 
# (x) ~ + У (ак созих + bu sin кх) (9) 


кезі 


тригонометрик Фурје сырасыны јазмаг олар. 
Фәрз едәк ки, (2) Фурје сырасы је] парчасында Ф (х) 
функсијасынын өзүнә |ығылыр: 


+ Ў, (а, совкх + А, sin кх). 


к=! 


` е(х)= 


2 


Бу бэрабэрликдэ х әвәзинә х = Г t јаздыгда, көһнә Ё дә- 
|ншэнинэ нәзәрән [-—/, 1] парчасында доғру олан 
ДА ча _ е, кк ка 
ШЕ t) КӨ > +2 (= г t+ bysin т t) 
бэргбэрли|н алыныр. Бу һалда а, вә 6, әмсаллары (1) ayc- 
турларындан алынан 


ба шэн жж 
[Ж =} 1 (5 ааа 80] f (t) cos Ft dt, 


1553) sin x dx= | 100: 


бәрабәр ликләри васитәсилә Песафланыр. 
Беләликлә, 2/ дөврлү | (t) функсијасы 


кими тригонометрик Фурје сырасына а)рылыр вә онун триго- 
нометрик Фур]е эмсаллары 


i 
1 ке 
Èi гй) Н) ма “ааг 
үстурлары илә һесабланыр. 

Гејд едәк ки, /(4) функсијасы |-4, 4) парчасында hueca- 
иссә кәсилмә)ән (вә ја һиссә һиссә һамар) функсија оллугда. 
она ујғун олан ж (х) функсијасы да (-5. т] парчасында hacca- 
һиссә Касилмајан (ва |а һиссә-һиссә һамар) функсија олур. 
Бунун тарси зә догрудур, ја'ни $ (x) функсијасы [—т, ж] nap- 
часында һамсы шәртләри өлэрирсэ, она ујғун олан Fit) Функ- 
сијасы да |—!, || парчасында һәмин шәртләри өдә)мр. Бура- 
дан ајдындыр ки, функсијаларын |-—х, т] парчасында тригоно- 
метрик Фурје сырасына ајрылмасы һаггында олан бүтүн 
тәклифләр, |-4, (| парчасында верилмиш функсијаларын (3) 
шәклиндә Фурје сырасына ајрылмасы һаггында да догрудур. 

1-4, Д парчасында (вә ја (—/, 1) интервалында) верилмиш 
функсијаны (3) шәклиндә тригонометрик Фурје сырасына 
ајырмаг үчүн ону бүтүн әдәд охуна деври (2/ деврлу) давам 
етдирмәк лазымдыр. Бу заман, $ 8-дә кестарилдији кими . 62 + 
зен функси|а гијмәтләрини +n! нөгтэлэриндэ дәјишмәк лазым 
олур ки, бу да онларын косилмазлијини поза билир. 

91 деврлу | (1) функсијасы чүт функсија оларса, онла 
"анҹаг косинуслардан ибарәт олан 


о 


= 
po Ў а, соз Е 
==! 
шэклиндэ Фурје сырасына, тәк функсија олдугла исә анҹаг 
синуслардан ибарәт олан 
t $ be sin 5-4 
Эв ba sin = 
ке! р 
шэклиндэ тригонометрик Фурје сырасына ајрылар. 
ат 


[0, Д вә ја [—/, 0] парчасынла верилмиш һәр бир ГА) 
функсијасыны да бүтүн д охуна чүт вә ја тәк давам eT- 
дирмәклә ону анҹаг косинуслар вә ја анҹаг синуслар үзрә 
тригонометрик Фурје сырасына ајырмаг олар. 

Һәр һансы [а, 2] парчасмнда верилмиш вә дөври олмајан 
f(t) функсијасыны да әдәд охуна дөври давам етдирмәклә 
ону тригонометрик Фурје сырасына ајырмаг мүмкүндүр. Бу 
мәгсәдлә, дөврү 21:> | — а| олан вә |a, 2) парчасында Be- 
рилмиш f(t) функсијасы илә үст-үстә дүшэн $(#) функсијасыны 
Фурје сырасына ајырмаг лазымдыр. Бу сыранын ҹәми (а, b] 
парчасында верилмиш f(t) функсијасы илә үст-үстә дүшэр 
(әлбәттә, Фурје сырасы е (£) функсијасына јығылан олдугда!). 

Мисал, Р(х) = х (—1<х<1) функсијасыны Фурје сыр:сына 
а|ырмалы. 9 

Бу ток функси]анын бүтүн эдэд охуна 2 деврлу (/=1) да- 
вамы 


1—У ба ках (5) 


к=! 


шәклиндә Фурје сырасына ајрмлњр. Бурада 


П 1 
= - | F (x) sin ккх dx =2fx sin zx dx = 
= 4 ò 

= 2005Ж (-=1 2. 

7 кк кт 
[(х) функсијасы (—1, 1) интервалында кәсилмәјән вә һамар 
функсија олдуғундан онун Фурје сырасы Һәмин интервалда 

өзүнэ ]ыгылыр: 


к= 1,2,... 


у (—1у** 4% 
к=! 
Бу бәрабәрликдә х= 4, көтүрдүкдэ 
1 1 1 1 
т ж көгін іі 
вә |а 
к аа 1 
йыда Ег аи аи 0) 


бәрабәрлији алыныр. 


$ 12. 1 ЈИГОНОМЕТРИК ФУРЈЕ СЫРАСЫНЫН 
КОМПЛЕКС ШӘКЛИ 


Тутаг ки, 2х дөврлү f(x) 
Фурје сырасына ајрылмышдыр: 


функсијасы тригонометрик 


Ло) 8 + У (а„соз их + besin кх). а) 


438 


Бурада а, вэ фи григонометрик Фурје эмсаллары 
3 


Ви = 


| F(x) cos кх dx, 


| 1(х) зїп кх ах (к=0,1,2....) (2) 


8 32 ң XXXVI 
дустурлары илә һесабланыр. Е)лер дүстурларындан ( ) 
4.6) истифадә едәрәк, соз кх вә віп их функсијаларыны 
Функсијалар васитәсилә ифадә еләк: 


вх РЕ " 1 ік: — 
бое ее" зіп кх z (0—6 
2 2 


Бу гијмәтләри (1) бәрабәрлијиндә јеринә |аздыгда 


[irt ік ү-ік 


по е Хы +=) – 


к=! 
а: < а, (3) 
==+7% | 
= 
алыныр. Бурада ы. 
4 =с„ = с, 
эвәзләмәләрини апардыгда (3) сырасы 
15)-С,4Х, (Cre + Се") 
к=! 
вэ ја 
4 


оде Бо се“ 


шәклиндә |азылыр. 
(4) сырасына тригонометри! 
шокли дејилир. 
Инди (2) дүстурларынд: 


эмсалларынын интеграл васитәсилә ифадәсини тапаг: 


| ў Қу) соз кх 4х— 


с.= (au — ibs 


к Фурје сырасынын комплекс 


ан истифадә едәрәк Сұ вә Сс_(=6,) 


24 f f (x) sin кх 2 = + Ё! | (x) (cos кх—ї sin кх) dx= 
==. г әуе" ах 
2 


із 


ва ја 
С.--- | Р(х) в "ах, (5) 


Ејни гајда ило 


5 т Р(х) е ах (6) 


дүстуруну вә о-- { Кох) ах бәрабәрлијинин догрулуғу- 


ну да көстәрмәк олар. С, (к= 0), +1, +9,...) эдэдлэринэ 
Г(х) функсијасынын комплекс Фурје әмсаллары дејилир. (5) 
вә (6) дүстурларыны бир дустур шәклиндә Јазмаг олар: 


сна | Г) 6" dx (к=0, +1, +2,.. .). (7) 


24 дөврлү F(x) функсијасынын тригонометрик Фурје сыра- 
сынын ($ 11) комплекс шәкли 


(х) = > ет (8) 


кими, онуп комплекс Фурје әмсалларынын интеграл васитәсилә 
нфадоси исә 


1 кк 
а-а | Р(х) е Ы (к-0, +1, +2...) (9) 


шәклиндә олар. 

Тригонометрик Фурје сыраларынын комплекс шәклиндән 
ријазијјатда вә онун мүхтәлиф тәтбигләриндә кениш истифадә 
олунур. Комплекс шәклиндә кетурулмуш Фурје сыралары үза- 
риндә бир сыра әмәлләр даһа асан апарылыр. 


$ 13. ФУНКСИЈАЛАРЫН БЕССЕЛ ФУНКСИЈАЛАРЫ 
ҮЗРӘ ФУРЈЕ СЫРАСЫНА ‚АЗРЫЛМАСЫ 


Тутаг ки, /, (х) (у>0 там әдәддир), у индексли Бессел 
функсијасыдыр вә 


Аж. (1) 
онун мүсбэт сыфырларыдыр: /,(2,)-0,к-1,2,.... Биз әв- 
вэллэр (XXXVII, $ 10) көстэрмишик ки, /,(х) Бессел функ- 
си)асы үчүн 


| xh б х)!, 0х) dx = 
4 


440 


0, кеј олдугда 
әү 1 Ё 2 == 
Зиг 


мунасибэти догрудур. Бу кестарир ки, 
1, бух), 1,0ах),.-.-.1,(4Х),-- (3) 


Бессел функсијалары системи [0,1] парчесында х чәкисинә 
көрә ортогоналдыр. А 

Бир чох мәсәләләрин һәллиндә, хүсусилә ријази физика 
тәнликләрини һәлл едәркән, верилмиш функсијаны там систем 
тәшкил едән (3) Бессел функсијалары үзрә Фурје сырасына 
ајырмаг тәләб олунур, (0, 1] парчасында мугјјон шәртләри өдә- 
Јән функсијалары (3) Бессел функсијалары үзрә Фурје сьра- 
сына ајырмаг олар. 5 

Тутаг ки, |0. 1] парчасында интегралланан /(х) функси- 
јасы (3) Бессел функсијалары үзрә Фурје сырасына ајрыл- 
мышдыр: 


2 је; 0401), кеј олдугда 


х) = Ў, С.1.0кх). (4) 
к=! 
Онда бу аїрылышын эмсаллары 
1 
Ї xfa) i, Ө, х) ах 


Т 
( x 11, (хур ах 
9 
ус у илә һесабланыр. 

Ы ај сова 1(х) еее Фурје—Бессел сырасы 
(5) әдәдләринә исә Фур/е--Бессел омсаллары дејилир 

Фурје— Бессе 1 сырасынын f(x) функсијасмињи өзүнэ /М- 
кылдыгы мэ’лум олмадыгда (4) әвәзинә 


[~ У С, 1, 0х) (6) 
к=! 

кими |азырлар. В А 
Ерл сырасынын }ыгылмасы һаггында ашағыдакы 
теореми сө|лэмэк олар: - 
Тес Ба Тутаг ки, f (x), [0, | парчасмноа hures 
һиссә кәсилмәјән вә Һиссә-Һиссә ћамар Мунхснуааын 

Онда онун (6) Фурје— Бессел сырасы һәр бир x 600. 


нөгтәсиндә 5(х)= Јо) +1 (х+0)| ҹәминә ығылыр. 


Хү лда, Р(х) функсијасы ж Є (0, 1) нөгтэсиндэ K>- 
Е акутна үл һәмин мегтәдә функсијанын езүнә 


Јығылыр, јони (4) бәрабәрлији доғру олур. 5 


$ М. ТРИГОНОМЕТРИК ФУРЈЕ СЫРАЛАРЫНЫН 
ЭДЭДИ ОРТА ГИЈМӘТ УСУЛУ ИЛӘ ЧӘМЛӘНМӘСИ 


Тутаг ки, f(x), бүтүн әдәд охунда тәҢин олунмуш, касил- 
мајан вә 2: дөврлү функсијадыр, јони е С*. Белә функси- 
(алар өз 

I~ + E (а, созкх + isin кх) (1) 

к=! 

Фурје сыралары илә биргијмәтли то'јин олунур. Бу о демәк- 
дир ки, ејни Фурје сырасы олан ики f ЄС" вә Фе С” функ- 
сијалары ејниликлә бәрабәрдир ($ 7). Лакин кәсилмә]ән функ- 
сијанын Фурје сырасы ајры-ајры нөгтэлэрдэ вә һәтта һесаби 
негтэлар чохлуғунда дагыла биләр. Буна көрә дә кәсилмәјән 
функсијалары өз Фурје сыраларынын ҹәми, јони сыранын Xy- 
суси чэмлэринин лимити кими тапмаг һәмишә мүмкүн дејилдир. 

Бәс онда Фурје сырасы мо лум олан кәсилмәјән функси- 
Јаны неҹә тапмаг олар? 

Бу мәсәлә, ашағыда исбат етдијимиз Фејер! теореми васи- 
тәсилә һәлл олунур. 

Тутаг ки, 5, (х) вә 1), (х) (к--0,1,2,...) илә (1) cupa- 
сынын ујғун олараг хүсуси чәмләри вә Дирихле нүвәси ишарә 
олунмушдур. Онларын 

Зе (х) + Sı (51-45, (х| 
мэнгэ 


Do (x) + D, (4) 4---40, (х) 
Ф ПТ 


кими ћесаби орталарыны дузэлдэк. 
(2) ифадәсинә “| функсијасынын л-тәртибли Фејер ҹәми, 
(3) ифадәсинә исә онун л-тәртибли Фејер нувәси дејилир. 
Фурје сырасынын п-чи хүсуси ҹәми учун $ 8-дә алдығымыз 


5, (= Г Flu + x) Da (u) du (4) 


(2) 
‚1 =0,1,2,... (3) 


дүстуруну (2) бәрабәрлијиндә нәзәрә алдыгда л-тэртибли 
Фејер чами 


1 


ве (ћ х) | Ни) Da (и) ди (5) 
ш әклиндә |азылыр. Дирихле нүвәсинин орада кесторилон 
б 2л +1 
т, 


р, (а) = 


1 Л. Фејер (1880—1929) маҹар ријазијјатчмсмдмр. - 
4“ 


ифадәсинә әсасән 


2к+1 
~ ~ ма ч 
(л 41) Ф(х)- У р.а) 2 = 
кесе к=о si £ 
қалына ТҮЗІ, 
34 у =. 2 2 соз ки — с0$ (к+1) ш 
гі 2 зла ое 
` 1, 
: 2 3 
бәрабәрлији вә бурадан да п-тортибла Фејер нузэси үчүн 
1 sin? эн и 
ЕР" (6) 
Фа (п) = а 


si 


лүстуру алыныр. Дирихле нүвәсинин $ 8-лә кестэрилэн (7) 
ифадәсинә әсасән Фејер нүвәси үчүн 
E п+1-к 


Palu) =1+ ЗУ, г 60006 (7) 
к=! 


ифадасини алмаг олар. Буна әсасән Фејер чәмини 


a 

+1—к 9 h, 9 Я 

alh -2-У ЗЭ коз кл + Вы зіп КА) (8) 
= 


кими дэ јазмаг олар. Бу көстәрир Ки, п-тәртибли Фејер чәми 
п-тәртибли тригонометрик чохһәдли дир. 

(9 вэ т дүсгурларындан Фејер нүвәсинин ашагыдакы . 
хассәләри алыныр: 

1) и-мун бүтүн гијмәтләриндә Ф.(ш)> 0, қ к 

2) Ф. (ш) чүт, кәсилмә}ән вә дөври (2= деврлу) функсиј 


Амр, А 
3) L Ф.қаушш-1 (9) 


бәрабәрлији доғрулур (бу (7) борабарлијиндон асанлыгла 
алыныр), | 
4) Истәнилән 0<2%< әдәди үчүн 


: Ж; 
| Фк) = 


мүнасибәти едомилир. ча 


(5) вз (9) бәрабәрликләринә әсасән 


з) о) (Ра) СТ Фе (ш) аа (о). 


ифаләси алыныр. 


Теорем (Фејер). Истәнилән (С С“ функсијасм- 
нын |en (f, ж)) Фејер чәмләри ардычыллыгы бүтүн әдад 
огунда f(x) функсијасына мунтодом јығылыр. jonu 


lca (х) РО) |с +0 (в ос) (1) 

мунасиботи одонилир. М 

Исбаты. /(х) функсијасы мүнтәзәм кәсилмәјән олдугун- 
дан онун о (18) = вш f(x и) — дір косилмазлик mo- 
дулу үчүн (/;8)—0 (8-0) мүнасибәти доғрудур (XXVI, 
$ 8). Онда ихтијари =>0 әдәди учун елә è >0 вар ки, 0<8< 02, 
олдугда є (f; < бәрабәрсизлији өдәнилир. 

Бундан башга, f(x) функсијасы кәсилмәјән олдугундан 
мәһдуддур: |F (x)| < M, -к<х<х. 

Беләликлә, (10) бәрабәрлијиндән, интегралы үч һиссә}ә 
бөлмәклә 


Бо Гдје рг шу Ро Da (u) du = 


ТАРЫНЫ 


Ф, (u) ди +a (f; è) х 


On (и) аи фе (68) (12) 


= 


мүмасибәти алыныр. 
4) хассәсинә көрә ихтијари =>0 учун елә № вар ки, л-ин 
NSN гијмәтләриндә 


2м (6 В 
| Ф, (и) би < 
бәрабәрсизл ји едонидир. Онда 0<8<8, вә п> У олдугда х-ин 
бүтүн ги|мәтләриндә (12) мүнасибәтиндән 
> lea (А х) = РО) «сє 
бәрабәрсизлији алыныр ки, бу да теоремин доғру олдуғуну 
костэрир. 
gop тасремивдан бир сыра мүһүм нәтиҹәләр алыныр. 
әтичә 1. Тригонометрик нксија. 
С" |—т, ғ) фәзасында ‘тамдыр, РИИ пе 
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Доғрудан да, һәр бир /Є С* [—=, =] функсијасыны бүтүн 
эдэд охуна дөври (2= дөврлү) давам етдирмәк олар вэ Фејер 
теореминә көрә һәр бир дөври функсија С" |—=, =] фэзасы- 
нын нормасында |) тригонометрих чохВэдлилер (Фејер чәм- 
лэри) ардычыллыгынын лимитидир. 

Бу нәтиҹә әввәлләр башга үсулла исбат едилмишдир 
($7). 

Кәсилмәјән функсијалар чохлуғунун 1.|--т,т| фәзасында 
һәр јердә сых слмасындан вә сејлодијимиз нәтиҹәдән чыхыр 
ки, тригономегрик функсијалар системи La |—т, т] фәзасынла 
да тамдыр. 

Нәтиҹә 2. Тригонометрик функсијалар системи 
L, |—т, тј фәзасында тамдыр. 

Фејер теореминдән, китабын | ҹилдиндә сәјләдијимиз Be- 
|ерштрасын 2-чи теореминин (ХІХ, $ 9) доғрулуғу да алыныр. 

Нәтиҹә 3. (Вејерштраскн 2-ҹи теоречш р | (х) функ- 
сијасы |—=, т] парчасында кәсилмәјән вә | (—=)= (=) шәрти- 
ни өдәјән, јә'ни f Є С* |х, «| олан функсијадырса, онда иста- 
нилгн =>0 әдәди учун елә Т (х) тригонометрик чохћодлиси 
вар ки, х-ин |—т, =} парчасындакы бүтүн гијмәтләриндә 


ГР) Т (х) | «є (13) 


бәрабәрсизлији өдәни лир. 

Догрудан да, һәр бир {Е С* [—+, тј функсијасы үчүн ax- 
тарылан 7 (х) чохһәдлиси олараг һәмин функсијанын ә,(/, х) 
Фејер ҹәмини көтүрмәк олар. 

Бурадан ајдындыр ки, Вејерштрас теореминдэ һәр бир 

С* | zÍ функсијасы үчүн (13) шәртини едојен триго- 
нометрик 7 (х) чохһәдлисинин анҹаг варлыгы кестарилдији 
һалла Фејер теореминдә верилмиш функсија учун (13) бара- 
бәрсизлијини өдәјән конкрет чохһәдли көстәрилир. Бу мэ’на- 
да, Фејер теореми Ве)ерштрас теореминдэн ,күчлүдүр". 

Вејерштрасын 2-ҹи теореминин доғрулуғундан онун ama- 
гыдакы 1-чи теореминин (ХЇХ, $9) догрулугу да алыныр: 


Вејерштрасын 1-ҹи теореми: Окор / (х) Функсијасы 
lab] парчасында кәсиамәјәнди pea, онда истәнилән 
220 әдәди үчүн елә ҹәбри Р (ж) чотћодлиси вар 
ж-нин (а. b) парчасындакы бутун гијмәталәриндә 


1702) — Р (х)1<= 19 


борабореналији obna р. 
Исбаты. |a, #] парчасыны / 


т хәтти Функсијасы 
с етдирдикдә | (х) функ- 
“5 


васитәсилә |0, т] парчасына ин’ик 


сијасы (0, =] парчасында kacsa 
F=f la+ Haja $ (2) 


функсијасмна чеврилир. е (1) функсијасыны ? (t)=ẹ (—#) шэр- 
тилә әввәлҹә |--т, 0) областына, сонра да бүтүн әдәд охуна 
дөври давам етдирсәк, онда С* синфинә дахил олан функсија 
аларыг. Бу функсија вә истәнилән «2-0 әдәди үчүн Вејер- 
штрасын 2-ҹи теореминә көрә елә 7 (1) тригонометрик чохћод- 
лиси вар ки, #-нин бүтүн гијмәтләриндә 


17 @у—е(01<-- (15) 
бәрабәрсизли]и өдәнилир. 


зїп кі во cosxt (к-1,2,...) функсијалары әдәд охунун 
истәнилән сонлу парчасында мүнтәзәм }ыгылан гүввэт сыра- 


„сына ајрыддығындан (XXXVII, $ 6), онларын хәтги комбина- 


сијасы Олан 7 (4) чохһәдлиси дэ бүтүн эдэд охунда |ығылан 
гүввэт сырасына а)рылыр: 


т (0-3 су, 
А к=0 
Тутаг ки, бу сыранын 
1700) — Sa (1 < >, 0<4<х (16) 


бәрабәрсизлијини өдәјән хүсуси чэми 5, (t) илә ишарә eann- 
мишдир (бу һәмишә мумкундур!). Онда (15) вэ (16) бәрабәр- 
сизликләриндән 

0<#<= “и 


т илә әвәз етдикдә х-ин 


1%(8--54(01<е 


х-а 


мунасибэти, бурадан да #-ни t= 


8-а 
[а, 6] парчасындакы бүтүн гијмәтләриндә догру олан 


ЕЕЕ 


х-а 


бәрабәрсизлији алыныр. Sa ( =) = Р(х) п-дәрәҹәли чэб- 


-а | 
џи чохћодли слдуғундан (14) бораборсизлијинин едонилмоси, 
јони теоремин доғрулуғу ајдындыр. 

Нәтиҹә 4. 

1,5. Жа Жегу ‚ (18) 
функсијалар системи С |a, b) фәзасында, /ә'ни |a, b) nap- 
часында кәсилмәјән функсијалар фәзасында тамдир. р 

Нәтиҹә 5. (18) функсијалар системи |а, b) парчасында. 
кәсилмәјән функсијаларын LẸ |a, b) фәзасында тамдыр. 
Доғрудан да, һәр бир FE L® [а, 2] функсијасы |а, b] nap- 
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часында кәсилмәјән олдугунаан 4-ҹү нәтиҹәјә көрә ихтијари 
+>0 әдәди үчүн елә Р(х) ҹәбри чохһадлиси вар ки, 
‹ 


а<х<5 


10) = Р DI у 
бәрабәрсизлији едэнилир. Бурадан 
рр 
НР P |, = ү H (x) Р) ах < 


бәрабәрсизлији алыныр. Бу да нәтиҹәнин доғру олдугуну 
кестарир. 


ИЕ һиссә 


БИРДӘЛИШӘНЛИ ФУНКСИЗАЛАРЫН ИНТЕГРАЛ ҺЕСАБЫ 


XM фәсил. Гејри-музјјан интеграл 


Ибтидан функсија вз гејри-музјјг 


питегр 
| «јри-муајјан интегралын садә хассә 


| и торифи 
3 Әсас интеграллар чәдвәли 
4 


5 

% 

у 

У 4. Интеграллама усулларм НИ 
5. Садо раснонал косрлор во онларын интегралланмасы 
$6 Распонал кәсрләрин садә кәсрләрә ајрылмасы 

\ 7. Расионал кэсрлорин нитегралланмасы 2 

$ 8 Садә иррасионал функсијаларын интегралланмасы 
49. Ејлер эвазламаларн мар ais 

N 10. Биномиал диференспалларын имтегралланмаси 


1. Тригонометрик функсијалар дахил олан ифадәларин интеграл: 


ланмасм 


XXI фәсил. Музјјан интеграл 


L. Интеграл чоми вә мүәјјән интегралын тэ’рифи 
2. Дарбу чомлори 595636 2 
3 Мүәјјән интегралын варлыг теореми. А. 
плмајан ва монотон функси}аларын интегралланан олмасы 
2 


5 
$ 

4 

ба 

$ 5. Мүәјјән интегралын әсас хассәләрн 

%6 Орта ги}мәт теореми Р 

УТ. Јухары сәрһәдя дәјишан олан музон интеграллар 
8% Шутон-Лејбние дүстуру 

89 Мүәјјән интегралын һесабланма үсуллары һаггында 
8 10. Тејлор дүстуру галыг һәддинин интеграл шакли 
98-11. Мүә}}эн интегралын тәгриби һесабланмасы 


AMIL фосил Мугјјан интегралын тотбигларм 


81 Интеграл нәјә лазымдыр? 4 ; 

у 2. Мүстәви фигурун саһәси вэ онун дүзбучаглы координат систе 
мина һесабланмасы 

? Әјрихәтлн секторун саһәси 

1 Әјри гевсунун узунлугу 

5 Чисимлэрин ћоминнин һесабланмасы 

6. Фырланмалан алынан сәтһин саћос 

Маддн нөгтәләр сис?еминин статик моменти пә ағырлыг моркази 

А Малян әјринин статик моменти пә ағырлыг мәркәзи 

9 Мадди мүстәви фигурун статик моменти вэ агырлыг маркози 

10. Кулден теоремлорн 

11. Мүәјјән интеграл васитәсилә saw 


тэтлалтоат 


ин Һесабланмасы 


XXIV фосил. Гејри-махсуси интеграляар 


31. Мугјјан интегралын үмумнлэшмаст 851674 68 
s2 я 
53. о 
БЕ 4 

ЗАК МЕ 36 
ў 6 Геури-мәһду интегралы 100 
ут Гејрисмећдуд функсијаларын гејри-мохсуси иртегралынын хассә 

д ри ва |ығылма эламотлари ч 2 102 
5 8. Коши критериси но интегралын мүтләг јығылма әламәти 10 
ў 9 Инистралыи баш гијмәти е $ x 109 

ІҮ писса 


ЧОХДӘЈИШӘНЛИ ФУНКСИЗАЛАРЫН ДИФЕРЕНСНАЛ ҺЕСАБЫ 
XXV фосил Чохвачуау фәзада негталор чохлугу 


3 1. Метрик фазалар 
92. пелуду Евклид фәзасында мәсафә тә әтраф анлајышы 

У 3 Emana фозасыншн негтолари арлыҹыллығы 121 
34 Боданд фоласында дүз хәтт. кәсилмәз әјри вэ област анлајышы 124 


Онун лимити вэ косилмозлији 


Чохаә}ишәпли функсија. 


Мохдојишонли функсијанын тә?рифи 
Функсијанын лимити 

‚ Текрар лимит ПИК 
Мехдојншанли функсијанын кәсилмәзлтін А + 
Мүрэккоб функсија вә онун косилмазлији 13 
гда кәсилмәјән функсијанын хассәләри 139 
и функсијанын мунтозом косилмазлији 140 
элик модулу У 5 090: 142 


фәсил. Чождајишанам функсијанын төрэмэси вә диференси 


вә Јакоби детерминанты у 42% 
Чохелчулу фаза областларынын гаршылыглы биргијмәтля их жасы 184 


5 1. Хусуси төрөма. 8: 98:44 3 З 144 

4 2. Функсијанын нөгтэдэ диференсналланан олмасы 11 

% 3. Функсијанын лиференсналланан олмасы үчүн зәрури шәртләр на 

% 4. Функсијанын диференсналы У 

$5 Функсија диференсиалынын Һәндәси ма'насм 

$ 6. Муроккоб функсијанын терамоси 74 5 

9 7. Диференсиал шәклинин инвариантлыты 

$ 8. Јуксоктартибли хүсуси теромалор Ию 

49. Јүксәктартибли диференсналлар 16 

У 10. Истигамат үзрә төрәмә : 

У 11, Градијент 

$ 12. Тејлор дустуру 

XXVIII фосил. Гејрмашкар функсијалар вә онларын тәтбиги 

$ 1. Бирдәјишәнли гејри-ашкар функсијанын варлығы вэ диферсискај ? 
ланмасы 5 + 2 

$ 2. Бирдојишонли гери-ашкар функсијаларын, бир сыра тәтбәг ләри 175 

83 Чохләјишәнли гејрн-ашкар функсија вә онун варлыг | 3 

8 4. Гејри-ашкар шәкилдә тонликлә верилмиш сәтһин тохухан м\т? |і 
виси вә нормалы 4224 ч. ЖЭ $ 

$5. Тәнликләр системиндән тәјин олунан гејри-ашкар функсијалар | 

56 


ХХІХ фәсил, Чолдәјишэнля функсијаларын скстремуму 
$ 1. Функсијанын локал екстремуму 
8 2. Екстремумун варлығы үчүн кафи шәрг 
5 3. Функсијанмн глобал екстремуму а: зе 
у 4. Шорты екстремум т 
$ 5. Лагранжын гејри-мүәјјән вуруглар Yeray 
9 б. Ән кичик квадратаар усулу и. 
у һиссә 

АДИ ДИФЕРЕНСИАЛ ТӘНЛИКЛӘР 
ХХХ фосил. Биртартибли диференсиал тәнликләр вә онларын 
усулларм 
81. Үмумн анлајышлар А 


$ 2. Биртартибли диференсиал тәнликләр вә онларын һәндәси мәнасы 


Š 3 Коши мәсәләси вә биртартибаи диференснал тонликлории умуми 
| honan ея, ћу, је 

$ 4. Дәіншәнләринә ајрылан тәнликләр | 3 

$ 5. Бирчиысли диференсиал тәнликләр E а: #25 А 

5 6: Биртәртибли хәтти диферененал тәнликләр з ж 54 

$ 7. Бернулли тәнлији 8 р дее У 

$ 8. Там диферейсналлы танликләр 


Š 9. Биртортибли диференсизл тәнликләрин мәхсуси нөгтәләри вә мәх- 
суси һәдли 

$ 10. Бирпараметрли әјриләр анлосинин бүрдэн вә тәнлијин мәлсусн 
һәллнинм тапылмасы 

$ 11. Төрәмәјә нәзәрән һәлл олунмамыш диферонсная тәнликләрин © садә 
пөвләри 


ХХХІ фосил. Јуксоктартибли диференсиал тәнликләр 

. Умуми анлајышлар вә тәклифләр 

Тартиби азалдыла билэн диференснал тәнликләр 

‚ Хәтти бирҹинсли тәнликләр > 

1 Функсијалар системинин хәтти асылылыгы вэ Вронски детерми- 
манты 

5. Хатти бирчинсли диференснал тонліндәрні үмуми Баллинин i ry 
рулмасы 22% ча 

6. Острогралски--Лнувилл дустуру 

7. Сабит эмсаллы хәтти бирҹинсли тәнликләр 

8. Хәтти бирчинсли олмајан диференснал тонликларлн hanm | 

10. 

1 


Сабит эмсаллы хәтти бирчинсли олмајан двференснал тәнликләр 
Диференсиал тәнликләр үчүн сәрһәд мзсалалари 

1. Механики рәгсләрин диференснал топлији 

ХХИ фосил Дыференсиал тәнликләр системи 

6 1. Үмуми анлајышлар ks 

$ 2. Нормал системин мочћулларм јохетуә үсулу илә ‘воли . : 

6 3. Хәтти лиференснал тонликлор системи х 2 

4 4. Сабит омсаллм хотти бирҹинсли тәнликләр системи 


XXXI Фәсил. Дафанығлығ нәзәријјәсинин елемемтлари 


$ 1. Лјапумоћ wanana лајаныглыг амлајышы 


а ИЕ или и диференсиал тамликлор “системи hanme . 


да|атыглыгы + жы е 


һәлли 


199 


$ 3. Динамик систем трајекторвјаларынын сүкут нәгтәси әтрафына 


јерләшмә характери 298 
84. Лјапуноз теореми ен % à 111138 
XXXIV фәсил. Диференснал тәнликләрин әдәди вә тәгриби Балан „ 
$ 1. Мәсәләнин то)улушу 8 9/% ы, 4 %- 0 
82 Пикарын нтерасија методу 2% 23 Бо 20438 
8 3. Ејлер методу Е Эр Жэ пр Зи И =: 
$ 4. Рунге-Кутта методу ыза ДА Ў У ЗЭЭ. 
8 5. Адамс методу 50% еше г 5-05 
%6 Мили методу 16:38 А Ма 5 > 315 
угписса 
СЫРАЛАР 
XXXV фәсил Әдәди сыралар 
$ 1. Јығылан әдәди сыралар вә онларын сала хассәләри 
$ 2. Сыранын галығы вә онун Јығылмасы һатында зәрури вә кафи 
шәртләр 
$ 3. Мусбатћадан сыраларын |ығылма әламәтләри 
5 4. Ишарэсини нөвбэ илә дәјишән сыралар е + 
$ 5. Мутлаг јығылан сыралар в сре 
$ 6. Шорти јығылан сыралар ЭСЭХ 
5 7. Сыраларын ћасили Р wS ву У 
$ 8. Комплекс һәдли сыралар еше 


XXXVI фосил. 


х 


$ 
4 
4 
$ 
$ 
$ 
4 
$ 
4 
5 


222222 


Функсионал ардычыллыглар вә сыралар 


1. Функсионал ардычыллыгын |ығылмасы ЖАСЫ... 
Функсионал сыраларын јығылмасы 488 * 348 
Коши критериси . 351 
Сыранын мүнтәзәм јығылмасы һаггында” | Веферитрасс amanan 010353 
Дирихле әламәти Е х 355 
Сыра чемниин қәсилмәзлијн 2 390% · 358 
Сыранын һәдбаһәд интегралланмасы до др 359 
Сыранын ћодбоћал лиференсцалланмасы ХЭЭЛ 

XXVII фосил Гүввэг сыралары 

1. Гуввот сыраларынын |ығылмасы РЕМ . эм 

2. Гувват сырасынын мүнтэзәм јығылмасы жа 

3. Гүввәт сырасынын Һәдбәһәд ттераллаяывсы в » диферекстал. Р 
ланмасы % 370 

4. Функсијаларын гупвот. сырасына ајрылмасы . 372 

5. Функсијаларми Тејлор сырасына ајрыла билмәси шартлари с 775 

6. Елементар функсијаларын Тејлор сырасына ајрылмасы . . . 

7. Интегралларын вә функсија гијмәтләринин ара вәситәсалә ће 
сабланмасы ж 

8. Гүввәт смраларцими көмәји илә диференсиал 

9. Бессел тәнлији 


0. Бессел функслјаларынын бир сыра хассэлэр! 


XXXVII фәсил. Фурје сырасы 


$ 1. Хатти нормалашмыш фозаларми таңлығы A 
$2. (а, 8| вә 1) фозалары ы а : 
$ 3. Һилбер фәзасы 5 


$ 4. Оргонормал систем үзрә Фурје сырасы 
5. Там вә галалы ортонормал системләр 

6. Һилберт фәзасында ортонормал системләр А 

7. Тригонойетрик функсијалар системи үзрә Фурје сырасы 

8. Тригонометрик Фурје сырасынын негтодо јығылмасы 

9. Тригонометрик Фурје сырасынын мүнтэээм “)ығылмасы 

10. Тәк вә «үт функсијаларын тригонометрик Фурје сырасы у 

Н. Ихтијарк (—'!, 41) интервалында верхлмиш упксијалши трио: 
нометрик Фурје сырасына а}рылмасы A 

12. Тригонометрик Фурје сырасынын комплекс шәкли 

13. Фуикснјаларин Бессел функсијаларм үзрә Фуріс сырасына аг 
рылмасы 

14. Тригонометрик Фурје | сыраларынын әдәди орта трет чолу илә 
ҹәиләнмәси 


$ 
{ 
8 
5 
$ 
5 
5 
у 
5 
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